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Подано опис термодинамiчних властивостей системи рiдина–газ в околi критичної то-
чки. Iнтегрування великої статистичної суми у фазовому просторi колективних змiн-
них {𝜌k} зведено до двох макроскопiчних задач: до задачi Iзiнга при iнтегруваннi по всiх
{𝜌k} з 𝑘 ̸= 0 i до однократного iнтеграла за змiнною 𝜌0, 𝑘 = 0. У першiй задачi одер-
жано значення усiх термодинамiчних величин i критичних iндексiв, що вiдповiдають
класу унiверсальностi моделi Iзiнга.
Iнтеграл за змiнною 𝜌0 описує фазовий перехiд першого роду, що виникає нижче 𝑇c. Га-
мiльтонiан цiєї задачi за формою подiбний до гамiльтонiана Ландау, але одержується в
результатi iнтегрувань у першiй, iзiнговiй, задачi, має явну неаналiтичну залежнiсть
вiд температури. Описано процес створення зародка нової фази (нуклеацiї). Подано ха-
рактеристики новоутвореної краплi рiдини у газi, при iзотермiчному стисненнi газу,
чи бульбашки газу – при розтягу рiдини. Визначено скачок густини на горизонтальнiй
частинi iзотерми. Подано рiвняння бiнодалей i спiнодалей.
К люч о в i с л о в а: критична точка, фазовий перехiд 1-го роду, велика статсума, четвiрна
густина мiри, колективнi змiннi, рiвняння стану, бiнодалi i спiнодалi.
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1. Вступ

Розглядається квазiстатичний процес iзотермiчно-
го стиснення класичної односортної системи взає-
модiючих частинок, що перебуває у газовому станi.

Мета роботи: описати поведiнку системи в околi
критичної точки. Мова йтиме про фазовi переходи,
що мають тут мiсце.

Задається потенцiал взаємодiї Ψ(𝑟) мiж двома
частинками, що знаходяться на вiдстанi 𝑟 мiж со-
бою. Крива Ψ(𝑟) складається з суми двох потенцi-
алiв:

Ψ(𝑟) = Φ(𝑟) + 𝜙(𝑟), (1.1)

де Φ(𝑟) – крива, що веде себе всюди як потенцi-
ал типу ван-дер-Ваальса за винятком вiдстаней,
близьких до нуля, де вона має скiнчене значен-
ня, наприклад, Φ(0) = 0. Вважається, що Φ(𝑟) має
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Рис. 1. Графiки повного потенцiалу взаємодiї Ψ(𝑟) (а)
та його складових: потенцiалу пружних кульок 𝜙(𝑟) (кри-
ва b), потенцiалу притягання Φ(𝑟) (крива с) та фур’є-
трансформанти Φ̃(k) (крива d)

фур’є-представлення:

Φ(𝑟) =
1

𝑉

∑︁
𝑘

Φ̃(k)𝑒𝑖kr, (1.2)

де Φ̃(k) =
∫︀
Φ(𝑟)𝑒−𝑖kr𝑑r, k – хвильовий вектор,

k(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧), 𝑘𝑖 = 2𝜋𝑛𝑖

𝐿 , 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑛𝑖 – цiле число
та 𝑉 = 𝐿3 – об’єм перiодичностi. I що∫︁

Φ(𝑟)𝑑𝑟 = Φ̃(0) < 0, min Φ̃(k) = Φ̃(0), (1.3)

𝜙(𝑟) – потенцiал короткодiючої взаємодiї, типу вза-
ємодiї мiж двома пружними кульками:

𝜙(𝑟) =

{︂
0 при 𝑟 ≥ 𝜎,
∞ при 𝑟 < 𝜎,

(1.4)

що символiзує взаємну непроникнiсть частинок,
𝜎 – дiаметр кульки. Один iз способiв визначення
дiаметрiв формулюється у роздiлi 4 (див. (4.12),
(4.13)). Результати поданi в табл. 3.

Кривi для потенцiалiв Φ(𝑟), 𝜙(𝑟) та для Φ̃(k) на-
ведено на рис. 1.

Притягання на далеких вiдстанях, що описує-
ться потенцiалом Φ(𝑟), обернено пропорцiйне до
вiдстанi (−1/𝑟6), вiдображає поведiнку реальної
взаємодiї мiж двома частинками для цiлого ря-
ду фiзичних систем. З властивостей фур’є-образу
Φ̃(k) =

∫︀
Φ(𝑟)𝑒𝑖k𝑟𝑑𝑟 випливає, що ефекти притяга-

ння на великих вiдстанях, що описуються у Φ(𝑟),
зосереджуються у значеннях фур’є-образу Φ̃(k) в
областях малих значень 𝑘, близьких до 𝑘 = 0. Фа-
зовi переходи пов’язанi саме з притяганням мiж
частинками. Тому цi подiї вигiднiше описувати у
просторi хвильових векторiв k, анiж у просторi де-
картових координат.

З iншого боку, ефекти, пов’язанi зi взаємною не-
проникливiстю частинок, спостерiгаються на ду-
же малих вiдстанях порядку дiаметра частинки 𝜎.
Їх слiд описувати у декартовому просторi коорди-
нат частинок. Величини, що тут виникають, про-
порцiйнi вiдношенням власного об’єму частинок до
середнього об’єму на одну частинку, тобто прямо
пропорцiйнi до густини частинок.

Фазовий перехiд – результат колективної взає-
модiї мiж частинками.

Найпростiшим проявом колективної взаємодiї є
екранування. Найбiльш вiдомим у фiзицi є дебаїв-
ське екранування взаємодiй у системi заряджених
частинок. Вони характеризуються радiусом коре-
ляцiї – радiусом Дебая 𝑟D, величина якого оберне-

но пропорцiйна до густини частинок 𝑟D ∼
√︁

𝑁
𝑉

−1

,
де 𝑁

𝑉 – густина частинок.
Для систем заряджених частинок вiдношення

об’єму кореляцiї 4𝜋
3 𝑟3D до середнього об’єму стає

величиною (𝑁𝑉 )−1/2, обернено пропорцiйною до ко-
реня квадратного вiд густини. Це означає, що
у системi заряджених кульок ефекти, пов’язанi
iз непроникнiстю в ролi характерного параметра,
мають густину, а ефекти, пов’язанi з кулонiв-
ською взаємодiєю, описуються величинами, обер-
нено пропорцiйними до густини.

При фазових переходах, викликаних ван-дер-
ваальсiвським притяганням, радiус кореляцiї пря-
мує до безмежностi, коли система наближається
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до критичної точки. З оцiнок, виконаних у гаусiв-
ському наближеннi, радiус кореляцiї 𝑟cor ∼

[︁(︁
𝑁
𝑉

)︁
𝑐
−

− 𝑁
𝑉

]︁−1/2

, обернено пропорцiйний до кореня ква-

дратного з рiзницi густин,
(︁
𝑁
𝑉

)︁
𝑐

– густина у крити-
чнiй точцi. Тобто i тут немає взаємної сумiсностi з
характерним параметром для пружних кульок.

Тому коректне врахування ефектiв взаємодiї на
малих вiдстанях – порядку власних розмiрiв (чи
власного об’єму) i ефектiв, пов’язаних iз взаємодi-
ями частинок на великих вiдстанях, що виклика-
ють фазовi переходи, доцiльно вести у рiзних фi-
зичних просторах координат.

Отже, потенцiальна енергiя взаємодiї у системi
𝑁 частинок складатиметься з суми:

Ψ𝑁 =
1

2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1
�̸�=𝑗

𝜙(𝑟𝑖𝑗) + Φ(𝑟𝑖𝑗). (1.5)

Розраховується велика статистична сума (ВСС)
системи. Робота складається з трьох частин.

У першiй частинi, що обiймає змiст першого па-
раграфа, формується математичний апарат, най-
бiльш доцiльний, можливо, для розв’язку задач
на фазовi переходи у рiвноважнiй термодинамiцi.
ВСС зводиться до функцiонала, заданого на фазо-
вому просторi колективних змiнних (КЗ) 𝜌k. Ко-
жна змiнна 𝜌k вiдповiдає модi коливань густини з
хвильовим вектором k 1.

1 Що стосується розрахунку статистичної суми, заданої на
множинi колективних змiнних, то все починалось з не-
великої статтi Зубарєва у ДАН СССР за 1954 р. [2], в
якiй автор вперше запропонував добуток узагальнених
функцiй в ролi якобiана переходу вiд скiнченого числа
декартових координат частинок до безмежної множини
КЗ. Майже одночасно Хаббардом [3,4] було запропоно-
вано перетворення замiни координатного представлення
у гiббсовськiй густинi мiри представленням КЗ з одно-
часним переходом вiд декартового фазового простору у
фазовий простiр мод функцiонала густини.

Результати Зубарєва були узагальненi в основополо-
жнiй статтi у ЖЭТФ у 1958 р. [5], де у повному виразi
для якобiана переходу на фазовий простiр КЗ були вра-
хованi як далекодiючi, так i короткодiючi взаємодiї.

На основi цих робiт, починаючи з кiнця п’ятдеся-
тих рокiв, побудованi теорiї систем з електростатичною
взаємодiєю. Повнота функцiй переходу доведена Остров-
ським [6]. У роботах [7, 8], а також у монографiї [9] пока-
зана еквiвалентнiсть обох пiдходiв.

Тематика другої i третьої частин випливає з ана-
лiзу рiвнянь Ейлера на максимум пiдiнтегральної
функцiї у функцiоналi ВСС. На основi цього аналi-
зу розрахунок функцiонала для ВСС розбивається
на двi макроскопiчнi задачi: iнтегрування по суку-
пностi усiх КЗ 𝜌k з 𝑘 ̸= 0, тобто крiм змiнної 𝜌0,
i це входить у другу частину роботи (параграфи
з 2-го по 6-й) та iнтеграла по КЗ 𝜌0, що є пре-
дметом третьої частини роботи (параграфи з 7-го
по 15-й).

Перша макроскопiчна задача, що входить у дру-
гу частину, зводиться до виконаних ранiше розра-
хункiв для тривимiрної моделi Iзiнга. Тут з’ясову-
ється ренормгрупова симетрiя фазового простору
{𝜌k}, визначається критична точка 𝑇 = 𝑇c, 𝜂 = 𝜂𝑐
границi ренормгрупової симетрiї для кожної тем-
ператури при 𝑇 > 𝑇c i 𝑇 < 𝑇c, знаходяться усi кри-
тичнi iндекси, критичнi амплiтуди, поведiнка тер-
модинамiчних функцiй як функцiй 𝜏 = (𝑇−𝑇c)/𝑇c,
подано порiвняння з результатами iнших авторiв
[14–28].

У другiй частинi роботи використанi iдеї Уiдома,
Каданова, Паташинського i Покровського [29, 30,
34], методика Вiльсона i Когута [31–33] з лiнеари-
зацiї рекурентних спiввiдношень, результати, що
випливають з польових теорiй, а також матерiали
ряду монографiй [9, 34–37].

Третя частина роботи, що випливає з дослi-
джень рiвнянь Ейлера, присвячена другiй термо-
динамiчнiй задачi – iнтегруванню по макроскопi-
чнiй змiннiй 𝜌0, в однократному iнтегралi. Тут ви-
хiдною є строго негаусова густина мiри, яка має
в експонентi гамiльтонiан 𝐸(𝜌0), що складається з
першого, другого i четвертого степеня змiнної 𝜌0.
Гамiльтонiан 𝐸(𝜌0) нагадує феноменологiчну фор-
му, запропоновану Ландау [38] для опису фазового
переходу першого роду. Значення коефiцiєнтiв га-
мiльтонiана 𝐸(𝜌0) випливають з результатiв iнте-
грування по всiх {𝜌k} з 𝑘 ̸= 0, про що говорилось
у другiй частинi роботи, мають явну форму, є не-
аналiтичними функцiями температури 𝜏 = 𝑇−𝑇c

𝑇c

[39–44].
Розглядається квазiстатичний динамiчний про-

цес iзотермiчного стиснення газу 𝑁 частинок, за-
даного в об’ємi 𝑉 [44]. В результатi виконання зов-
нiшньої роботи зi стиснення у газi виникає кра-
пля – зародок рiдкої фази. Вiдбувається стрибко-
подiбний фазовий перехiд газу у рiдину (у кра-
плю). Надалi кiлькiсть газу зменшується, кiль-
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кiсть рiдини зростає, об’єм газу зменшується, об’єм
рiдини i краплi збiльшується. При тому залиша-
ється фiксованою густина газу i густина рiдини.
При закiнченнi процесу фазового переходу газо-
ва фаза перетворюється у бульбашку зародково-
го об’єму. Виконується робота зi знищення бульба-
шки газу, залишається лише рiдка фаза. Це кiнець
фазового переходу першого роду. ВСС вводилась
для опису усiх деталей саме цього фазового пере-
ходу першого роду, що виникає при 𝑇 < 𝑇c. Напи-
сано рiвняння стану двофазної системи, а також
рiвняння обмежуючих кривих бiнодалей i спiно-
далей. Обговорюється питання їх симетрiї вiдно-
сно прямолiнiйного дiаметра, яке широко диску-
тується нинi, зокрема в роботах [56, 57].

У лiтературi, присвяченiй фазовому переходу
газ–рiдина, звертає увагу проблема нуклеацiї. Це
центральне мiсце явища фазового переходу. Тут
необхiдно зауважити, що результати комп’ютерно-
го моделювання навряд чи зможуть описати утво-
рення сферичної краплi чи сферичної бульбашки.
Проте розмiри перших зародкiв нуклеацiї i розмi-
ри крапель, а також число частинок у них, мали б
мiж собою збiгатися. Саме це прослiдковується i в
нашому дослiдженнi.

Процеси нуклеацiї, утворення зародкiв нової фа-
зи, утворення флуктуонiв – своєрiдного типу еле-
ментарних збуджень [46–48, 65, 67] можуть вiд-
буватись на лiнiї 𝜇* = 0 у промiжках густин
мiж бiнодаллю-2 i спiнодаллю. Кожне таке “стiйке”
утворення має супроводжуватись рiвнiстю вiдпо-
вiдних хiмiчних потенцiалiв. У всiх роботах, при-
свячених проблемам нуклеацiї, тобто утворення
зародку нової фази, наприклад, в [46–48], говори-
ться, що нуклеацiя настає лише у суперпересиче-
ному за густиною газу, що i пiдтверджується в цiй
роботi.

Розвинута в роботi для випадку 𝑇 < 𝑇c теорiя
фазового переходу першого роду, як i багато iнших
робiт, зроблених у свiтi на цю тему, пiдтверджує
генiальнiсть великого голандця ван-дер-Ваальса,
який запропонував своє рiвняння стану в роботi
[49] у 1873 р. i у блискучому виступi при одержаннi
Нобелiвської премiї у 1910 р. [50]. Проведенi нами,
особливо у третiй частинi роботи, викладки ляга-
ють якби на базис на iзотерми ван-дер-Ваальса.

Незвичайно важливими для розвитку iдей ван-
дер-Ваальса були роботи Баркера, Хендерсона, Уi-
кса i Чандлера [51–53], зробленi у 60–70-тi роки ми-

нулого столiття, та цiлком вдалий широкий огляд
цих й iнших робiт у монографiї Головка [54]. Нам
слiд згадати також авторiв тих фундаментальних
пiдручникiв, монографiй, оглядiв i статей, якими
ми користувались, особливо пiсля вимушеної три-
валої перерви. Це огляди Палiсетто i Вiкарi [55] та
Мартинова [62], роботи Кiма, Фiшера, Вана i Анiсi-
мова [56, 57], книги Балеску [58], Ландау, Лiфшиц
[59], Хансен i Мак Дональд [60] та короткий, але
змiстовний текст лекцiй Держка i Мигаля [61].

Перейдемо до викладу конкретних результатiв
роботи.

1.1. Мета дослiдження

Метою нашої роботи є опис властивостей системи
взаємодiючих частинок з потенцiальною енергiєю
взаємодiї (1.5) в околi критичної точки рiдина–газ.
Як вихiдний вираз розглядається велика статисти-
чна сума системи в об’ємi 𝑉 :

Ξ =

∞∑︁
𝑁=0

𝑧𝑁

𝑁 !

∫︁
exp
(︀
−𝛽Ψ𝑁 (𝑟1 ... 𝑟𝑁 )

)︀
𝑑Γ𝑁 , (1.6)

де 𝑁 – число частинок, 𝑧 – активнiсть системи,

𝑧𝑁 = exp(𝛽𝜇𝑁), (1.7)

𝜇 – хiмiчний потенцiал системи, 𝑑Γ𝑁 – елемент фа-
зового простору декартових координат 𝑁 части-
нок 𝑑Γ𝑁 = 𝑑r1 ... 𝑑r𝑁 .

Позначимо через ℐ(𝑇, 𝑉, 𝜇) характеристичну
функцiю, що дорiвнює [1]:

ℐ(𝑇, 𝑉, 𝜇) = 𝑘B𝑇 ln Ξ(𝑇, 𝑉, 𝜇). (1.8)

Як випливає з (1.6), велика статсума Ξ є функцiєю
температури 𝑇 , об’єму 𝑉 та хiмiчного потенцiалу
𝜇. Вiд таких же змiнних залежить i ℐ(𝑇, 𝑉, 𝜇).

При цьому(︂
𝜕ℐ
𝜕𝜇

)︂
𝑇𝑉

= ⟨𝑁⟩– середнє число частинок,(︂
𝜕ℐ
𝜕𝑉

)︂
𝑇𝜇

= 𝑃– тиск,(︂
𝜕ℐ
𝜕𝑇

)︂
𝜇𝑉

= 𝑆– ентропiя системи.

(1.9)

Повний диференцiал 𝑑ℐ дорiвнює

𝑑ℐ = 𝑆𝑑𝑇 + 𝑃𝑑𝑉 + ⟨𝑁⟩𝑑𝜇 або
𝑑ℐ = −𝑑𝐹 + ⟨𝑁⟩𝑑𝜇,

(1.10)
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де 𝐹 – вiльна енергiя, 𝐹 = 𝐹 (𝑇, 𝑉, 𝜇), сере-
днє число частинок ⟨𝑁⟩ = ⟨𝑁⟩(𝑇, 𝑉, 𝜇). Добуток
⟨𝑁⟩𝜇 збiгається з термодинамiчним потенцiалом
Ψ(𝑇, 𝑉, 𝜇):

⟨𝑁⟩𝜇 = Ψ(𝑇, 𝑉, 𝜇). (1.11)

У написанi вище спiввiдношення входять три змiн-
нi 𝑇, 𝑉, 𝜇. Для простої системи серед вказаних та-
ких двi – незалежнi, а третя має бути функцiєю
двох iнших, наприклад, 𝜇 = 𝜇(𝑇, 𝑉 ). Це ж сто-
сується i тиску 𝑃 у рiвняннi стану, i ентропiї 𝑆.
Беручи до уваги (1.11), матимемо

ℐ = Ψ(𝑇, 𝑉, 𝜇)− 𝐹 (𝑇, 𝑉, 𝜇). (1.12)

Отже, ℐ як функцiя 𝑇, 𝑉, 𝜇 дорiвнює добутковi ти-
ску на об’єм:

ℐ = 𝑃 (𝑇, 𝜇)𝑉. (1.13)

Тиск 𝑃 (𝑇, 𝜇), як i має бути для простої системи,
залежить вiд двох змiнних [1]:

𝑃 (𝑇, 𝜇) =
1

𝑉
ℐ =

1

𝑉
𝑘B𝑇 ln Ξ(𝑇, 𝑉, 𝜇). (1.14)

Звiдки випливає, що ln Ξ(𝑇, 𝑉, 𝜇) ∼ 𝑉 𝑓(𝑇, 𝜇).
Нашою кiнцевою метою буде дослiдження рiв-

няння стану 𝑃 = 𝑃 (𝑇, 𝜂). Завдання полягає у роз-
рахунку статсуми Ξ i у визначеннi хiмiчного по-
тенцiалу 𝜇 = 𝜇(𝑇, 𝜂) як функцiї 𝑇 i 𝜂, 𝜂 = 𝑁

𝑉
𝜋𝜎3

6 –
безрозмiрна густина.

1.2. Фазовий пiдпростiр колективних
змiнних для опису ефектiв далекодiючого
притягання мiж частинками

Розглянемо оператор числа частинок

𝜌𝑁 (r) =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝛿(r− r𝑖), (1.15)

де 𝛿(𝑟−𝑟𝑖) – дельта-функцiя Дiрака. Потенцiальну
енергiю притягання запишемо у виглядi

1

2

∑︁
𝑖𝑗

�̸�=𝑗

Φ(𝑟𝑖𝑗) =
1

2

∫︁
𝑑r𝑑r′Φ(r− r′)𝜌𝑁 (r)𝜌𝑁 (r′)−

− 1

2
𝑁Φ(0). (1.16)

В (1.15) введемо фур’є-представлення:

𝜌𝑁 (r) =
1

𝑉

∑︁
k

𝜌𝑁 (k)𝑒𝑖kr,

𝜌𝑁 (k) =

∫︁
𝜌𝑁 (r)𝑒−𝑖kr𝑑r =

=

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
𝛿(r− r𝑖)𝑒

−𝑖kr𝑑r.

(1.17)

Виконаємо iнтегрування по r:

𝜌𝑁 (k) =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑒−𝑖k𝑟𝑖 . (1.18)

Розкладемо потенцiал Φ(|r− r′|) у ряд Фур’є:

Φ(|r− r′|) = 1

𝑉

∑︁
k

Φ̃(k)𝑒′k(r−r′), (1.19)

де Φ̃(k) =
∫︀
Φ(𝑟)𝑒−𝑖kr𝑑r – фур’є-образ функцiї

Φ(𝑟). Вважається, що Φ̃(0) =
∫︀
Φ(𝑟)𝑑r < 0, див.

рис. 1, i це дуже суттєво у нашому розглядi. Ве-
личина 𝑁

𝑉 Φ̃(0) являє собою середню енергiю при-
тягання в розрахунку на одну частинку (при рiв-
номiрному розподiлi). Пiдставимо (1.17) та (1.19)
у вираз (1.16) для енергiї притягання. Виконаємо
iнтегрування по 𝑟 i 𝑟′, скористаємось iзотропнiстю
потенцiалу Φ(|𝑟𝑖 − 𝑟𝑗 |) = Φ(𝑟𝑖𝑗), i одержуємо

1

2

∑︁
𝑖,𝑗
�̸�=𝑗

Φ(𝑟𝑖𝑗) =
1

2

1

𝑉

∑︁
k

Φ̃(𝑘)𝜌𝑁 (k)𝜌𝑁 (−k)− 1

2
𝑁Φ(0).

(1.20)
Тут

𝜌𝑁 (k) =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖k𝑟𝑖 ,

𝜌𝑁 (k) = 𝜌𝑐𝑁 (k)− 𝑖𝜌𝑠k(k), 𝜌𝑁 (0) = 𝑁,

𝜌𝑐𝑁 (k) =

𝑁∑︁
𝑖=1

cosk𝑟𝑖, 𝜌𝑠𝑁 (k) =

𝑁∑︁
𝑖=1

sink𝑟𝑖,

(1.21)

𝜌𝑁 (k), 𝜌𝑐𝑁 (k) та 𝜌𝑠𝑁 (k) є фазами оператора гу-
стини i мають змiст мод хвиль коливань густи-
ни, 𝜌𝑁 (0) – макроскопiчна величина, що опи-
сує флуктуацiї числа частинок. Вважається, що
1
𝑉

∑︀
k Φ̃(k)𝑒

𝑖kr|𝑟=0 ≡ Φ(0) = 0.
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Означимо систему колективних змiнних 𝜌𝑐k, 𝜌𝑠k,
𝜌k = 𝜌𝑐k− 𝑖𝜌𝑠k, 𝜌0 = 𝑁 за допомогою спiввiдношень

𝜌𝑐𝑁 (k) =

∫︁
𝜌ck𝒥N(𝜌− 𝜌N)(d𝜌),

𝜌𝑠𝑁 (k) =

∫︁
𝜌sk𝒥N(𝜌− 𝜌N)(d𝜌),

𝜌𝑁 (k) =

∫︁
𝜌k𝒥N(𝜌− 𝜌N)(d𝜌),

𝑁 =

∫︁
𝜌0𝒥𝑁 (𝜌− 𝜌𝑁 )(𝑑𝜌).

(1.22)

Тут
𝜌𝑐k = 𝜌𝑐−k; 𝜌𝑠k = −𝜌𝑠−k; 𝜌k = 𝜌𝑐k + 𝑖𝜌𝑠k,

𝒥𝑁 (𝜌− 𝜌𝑁 ) = 𝛿(𝜌0 −𝑁)×

×
∏︁
k

′
𝛿
[︀
𝜌ck − 𝜌c𝑁 (k)

]︀
𝛿
[︀
𝜌sk − 𝜌s𝑁 (k)

]︀
,

(1.23)

𝒥 (𝜌−𝜌𝑁 ) є узагальненням оператора коливань гу-
стини, введеного Д.Н. Зубарєвим для односортної
плазми [2],

𝑑𝜌 = 𝑑𝜌0
∏︁′

k

𝑑𝜌𝑐k𝑑𝜌
𝑠
k. (1.24)

Знак “прiм” означає обмеження значень 𝑘 верхнiм
напiвпростором. Змiннi 𝜌𝑐k i 𝜌𝑠k – незалежнi мiж со-
бою, кожна з них виражається через 𝜌k i 𝜌−k як
напiвсума i напiврiзниця. Тому, розглядаючи нада-
лi 𝜌k i 𝜌−k, будемо вважати їх незалежними змiн-
ними.

Має мiсце рiвнiсть
𝒥𝑁 (𝜌−𝜌𝑁 )𝒥𝑁 (𝜌′−𝜌𝑁 ) = 𝛿(𝜌−𝜌′)𝒥𝑁 (𝜌−𝜌𝑁 ), (1.25)

а також∫︁
𝒥𝑁 (𝜌− 𝜌𝑁 )(𝑑𝜌) = 1.

У зв’язку з чим формулу (1.20) запишемо у
виглядi

1

2

𝑁∑︁
𝑖𝑗

�̸�=𝑗

Φ(𝑟𝑖𝑗) =
1

2

1

𝑉

∫︁ ∑︁
k

Φ̃(k)𝜌k𝜌−k𝒥N(𝜌−𝜌N)(d𝜌),

(1.26)
а, використовуючи (1.25), отримуємо

exp−𝛽
1

2

∑︁
𝑖,𝑗

Φ(𝑟𝑖𝑗) =

=

∫︁
exp

[︃
−𝛽

2

1

𝑉

∫︁ ∑︁
k

Φ̃(k)𝜌k𝜌−k

]︃
𝒥𝑁 (𝜌− 𝜌𝑁 )(𝑑𝜌).

(1.27)

Повернемось до вихiдних формул для стати-
стичної суми. Розпишемо вираз (1.6), видiливши
в Ψ𝑁 (𝑟1, ..., 𝑟𝑁 ) енергiю взаємодiї мiж пружними
кульками та взаємодiю притягання вiдповiдно до
(1.1) та (1.5):

Ξ =

∞∑︁
𝑁=0

𝑒𝛽𝜇𝑁
1

𝑁 !
×

×
∫︁ [︃

exp−𝛽

{︃
1

2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1
�̸�=𝑗

Φ(𝑟𝑖𝑗) +
1

2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1
�̸�=𝑗

𝜙(𝑟𝑖𝑗)

}︃]︃
𝑑Γ𝑁 .

(1.28)

Вирази, що стосуються притягання мiж частин-
ками, виразимо у фазовому просторi колектив-
них змiнних вiдповiдно до (1.27), використовуючи
функцiю переходу (1.23):

Ξ =
∑︁
𝑁

1

𝑁 !
𝑒𝛽𝜇0𝑁×

×
∫︁ [︃

exp(−𝛽𝜙𝑁 ) exp

(︃
ℎ𝜌0 −

1

2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1
�̸�=𝑗

𝛽
Φ̃(k)

𝑉
𝜌k𝜌−k

)︃
×

×𝒥𝑁 (𝜌− 𝜌𝑁 )(𝑑𝜌)

]︃
𝑑Γ𝑁 , (1.29)

де 𝜙𝑁 = 1
2

∑︀𝑁
𝑖,𝑗=1
�̸�=𝑗

𝜙(𝑟𝑖𝑗), 𝜇0 – хiмiчний потенцiал
системи пружних кульок, ℎ = 𝛽(𝜇 − 𝜇0). У цьому
виразi Ξ виражено у розширеному фазовому про-
сторi колективних змiнних {𝜌k} i декартових ко-
ординат {𝑟}. Притягання мiж частинками опису-
ється потенцiалом Φ̃(k). Ефекти вiдштовхування,
що описуються потенцiалами 𝜙(𝑟𝑖𝑗), задаються, як
i має бути, у декартовому фазовому просторi ко-
ординат. Вони описують ефекти, що вiдбуваються
на малих вiдстанях мiж частинками. Роль функцiї,
що зводить опис до початкової форми (1.6), вiдi-
грають оператори 𝒥𝑁 (𝜌−𝜌𝑁 ). Будемо вважати, що
нам вiдомi статистична сума, бiнарна кореляцiйна
функцiя та iншi термодинамiчнi функцiї рiвнова-
жної системи пружних кульок. Назвемо цю систе-
му системою вiдлiку. Засереднимо в (1.29) опера-
тори переходу 𝒥𝑁 (𝜌−𝜌𝑁 ) за розподiлами у системi
вiдлiку.

Позначимо через 𝒥 (𝜌) вираз

𝒥 (𝜌) =

∞∑︁
𝑁=0

𝑧𝑁0
𝑁 !

∫︁
1

Ξ0
[exp(−𝛽𝜙𝑁 )]×

×𝒥𝑁 (𝜌− 𝜌𝑁 )𝑑Γ𝑁 ,

𝑧0 = 𝑒𝛽𝜇0 ,

(1.30)
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що являє собою засередненi за системою вiдлiку
оператори переходу 𝒥𝑁 (𝜌− 𝜌𝑁 ).

Пiдставляючи (1.30) у вихiдний вираз (1.29),
одержуємо

Ξ = Ξ0

∫︁
exp

{︃
ℎ𝜌0 −

1

2

∑︁
k

𝛽Φ̃(k)

𝑉
𝜌k𝜌−k

}︃
𝒥 (𝜌)(𝑑𝜌).

(1.31)

Тут Ξ0 – велика статистична сума системи вiдлiку

Ξ0 =

∞∑︁
𝑁=0

1

𝑁 !
𝑒𝛽𝜇0𝑁

∫︁ (︃
exp
(︀
−𝛽

1

2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1
�̸�=𝑗

𝜙(𝑟𝑖𝑗)
)︁)︃

𝑑Γ𝑁 ,

(1.32)
ℎ = (𝜇− 𝜇0)𝛽, (1.33)

𝒥 (𝜌) – якобiан переходу з декартового простору
у простiр колективних змiнних, модульований си-
стемою вiдлiку та заданий формулою (1.30).

1.3. Якобiан переходу

Пiдставимо в (1.30) у виразi для операторiв 𝒥 (𝜌−
− 𝜌𝑁 ) явнi вирази для 𝛿-функцiй, в результатi

𝒥 (𝜌) = Ξ−1
0

∑︁
𝑁

𝑧𝑁0
𝑁 !

∫︁
exp(−𝛽𝜙𝑁 +

+ 𝑖2𝜋
∑︁
k

𝜔k(𝜌k − 𝜌𝑁 (k))𝑑Γ(𝑑𝜔), (1.34)

де

(𝑑𝜔) = 𝑑𝜔0

∏︁′

k

𝑑𝜔𝑐
k𝑑𝜔

𝑠
k, 𝜔k =

1

2
(𝜔𝑐

k+𝑖𝜔𝑠
k)для 𝑘 ̸= 0.

Виконаємо iнтегрування у фазовому просторi де-
картових координат частинок та пiдсумовування
по 𝑁 . В результатi одержимо

𝒥 (𝜌) =

∫︁
exp

[︃
𝑖2𝜋

∑︁
k

𝜔k𝜌k+
∑︁
𝑛≥1

𝐷𝑛(𝜔)

]︃
𝑑𝜔, (1.35)

де

𝐷𝑛(𝜔) =
1

𝑛!
(−𝑖2𝜋)𝑛

∑︁
k1, ...,k𝑛

M𝑛(k1, ...,k𝑛)𝜔k1
... 𝜔k𝑛

,

M𝑛(k1, ...,k𝑛) – 𝑛-й кумулянт.
Поряд з цим запишемо 𝒥 (𝜌) у виглядi розкладу

Фур’є:

𝒥 (𝜌) =

∫︁
exp

(︃
𝑖2𝜋

∑︁
k

𝜔k𝜌k

)︃
𝒥 (𝜔)(𝑑𝜔), (1.36)

де 𝒥 (𝜔) – фур’є-образ 𝒥 (𝜌). Порiвнюючи з (1.34)
та (1.35), бачимо, що

𝒥 (𝜔) = exp
∑︁
𝑛≥1

𝐷𝑛(𝜔) = Ξ−1
0

∑︁
𝑁

𝑧𝑁0
𝑁 !

×

×
∫︁

exp

[︃
−𝛽𝜙𝑁 − 𝑖2𝜋

∑︁
k

𝜔k𝜌𝑁 (k)

]︃
𝑑Γ. (1.37)

Тут 𝑧0 = exp𝛽𝜇0, 𝜇0 – хiмiчний потенцiал системи
вiдлiку. Для суми кумулянтiв матимемо

∑︁
𝑛≥1

𝐷𝑛(𝜔) =
∑︁
𝑛≥1

[︃ ∑︁
k1,...,k𝑛

1

𝑛!
(−𝑖2𝜋)𝑛 ×

×M𝑛(k1, ...,k𝑛)𝜔k1
... 𝜔k𝑛

]︃
= ln𝒥 (𝜔),

звiдки

M𝑛(k1, ...,k𝑛) =

(︃
𝜕𝑛 ln𝒥 (𝜔)

𝜕𝜔k1 ... 𝜕𝜔k𝑛

)︃
𝜔=0

. (1.38)

Це робоча формула для знаходження кумулянтiв
M𝑛. Випадок усiх k1, ...,k𝑛, рiвних нулевi, вияви-
ться найголовнiшим. Знайдемо спершу значення
M𝑛(0, ..., 0). Нагадаємо, що 𝜌𝑁 (0) = 𝑁 . Диферен-
цiюючи послiдовно по 𝜔𝑛

0 , 𝑛 = 1, 2, 3, 4, ..., знаходи-
мо

M1(0) = ⟨𝑁⟩,
M2(0, 0) = ⟨𝑁2⟩ − ⟨𝑁⟩2,
M3(0, 0, 0) = ⟨(𝑁 − ⟨𝑁⟩)3⟩,
M4(0, 0, 0, 0) = ⟨(𝑁 − ⟨𝑁⟩)4⟩ − 3(⟨(𝑁 − ⟨𝑁⟩)2⟩)2

(1.39)

i т.д. Тут i надалi дужки ⟨...⟩ означатимуть усере-
днення за великим канонiчним розподiлом.

Розглянемо тепер залежнiсть кумулянтiв вiд 𝑘.
Зосередимось на M1(k) i на M2(k1,k2). Очевидно,
що

M1(k) = ⟨𝑁⟩𝛿k, 𝛿k − символ Кронекера,
M2(k1,k2) = ⟨𝜌𝑁 (k1)𝜌𝑁 (k2)⟩−
− ⟨𝜌𝑁 (k1)⟩⟨𝜌𝑁 (k2)⟩ =

=

⟨
𝑁(𝑁 − 1)

𝐹𝑁
2 (k1,k2)

𝑉 2

⟩
+

+
⟨𝑁𝐹𝑁

1 (k1 + k2)⟩
𝑉

− ⟨𝑁𝐹𝑁
1 (k1)⟩
𝑉

⟨𝑁𝐹𝑁
1 (k2)⟩
𝑉

.

(1.40)

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. Огляди. 2015. Т. 10, № 1 39



I.Р. Юхновський

1,5

1

0,5

0
4 8 12 16

1

2

3

|k|=B

k.

M
2
(k
,
k
)

Рис. 2. Кривi кумулянта M2(k) як функцiї 𝑘 для трьох
рiзних густин 𝜂: 1 – 𝜂 = 0,05, 2 – 𝜂 = 0,1, 3 – 𝜂 = 0,2.
Вертикальна лiнiя позначає значення M2(k) для |𝑘| = 𝐵,
Φ̃(𝐵) = 0, 𝜂 = 𝑁

𝑉
𝜋𝜎3

6

Замiсть 𝐹𝑁
2 (k1,k2) пiдставляємо фур’є-образ бi-

нарної кореляцiйної функцiї (бо фур’є-образу
𝐹2(𝑟) не iснує):

⟨𝑁(𝑁 − 1)𝐹𝑁
2 (k1,k2)⟩

𝑉 2
=

⟨𝑁(𝑁 − 1)𝜇𝑁
2 (k1,k2)⟩

𝑉 2
+

+ ⟨𝑁(𝑁 − 1)⟩𝛿k1+k2𝛿k1 ,

𝜇𝑁
2 (k1,k2)

𝑉 2
= 𝛿k1+k2

𝜇𝑁
2 (k1)

𝑉
,

𝜇𝑁
2 (k) =

∫︁
𝜇𝑁
2 (𝑟)𝑒𝑖k𝑟𝑑𝑟 =

∫︁
(𝐹𝑁

2 (𝑟)− 1)𝑒𝑖k𝑟𝑑𝑟, (1.41)

а також 𝐹𝑁
1 (k1 +k2)/𝑉 = 𝛿k1+k2

. В результатi ма-
ємо такий вираз для другого кумулянта:

M2(k1,k2) = M2(k1)𝛿k1+k2 = 𝑁𝛿k1+k2(1− 𝛿k2)+

+ (⟨𝑁2 − ⟨𝑁⟩2)𝛿k1𝛿k2 +
⟨𝑁(𝑁 − 1)𝜇𝑁

2 (k1)⟩
𝑉

𝛿k1+k2 .

(1.42)

При 𝑘1 = 𝑘2 = 0 перший i третiй члени скорочу-
ються, 𝜇2(0) = 0 за умовою нормування бiнарної
функцiї, 1

𝑉

∫︀
𝐹𝑁
2 (𝑟)𝑑𝑟 = 1, i для M2(0, 0) одержує-

мо результат (1.39).
Розкладаємо в (1.41) експоненту exp(𝑖k𝑟) в ряд,

пiдставляємо в (1.40), iнтегруємо по 𝑟 i одержуємо
значення M2(k) в околi точки 𝑘 = 0:

M2(k) = ⟨𝑁2⟩−⟨𝑁⟩2−𝑘2
∫︁

𝜇2(𝑟)𝑟
2𝑑𝑟+0(𝑘4). (1.43)

Це якраз та формула для другого кумулянта, до
якої має привести правильно виконаний грани-
чний термодинамiчний перехiд.

Через громiздкiсть виразiв ми не наводимо тут
значень M3(k1,k2,k3) та M4(k1,k2,k3,k4) для
𝑘 ̸= 0. Вони поданi в [40]. Подамо лише графiки
кривих для M3(k1,−k1, 0), M4(k1,−k1, 0, 0), одер-
жанi в [43].

Ми працюємо в областi 𝜂 ≈ 𝜂𝑐 = 0,13044.
В областi 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝐵 для кумулянтiв M2, M3

та M4 можна обмежитись їх значеннями при 𝑘1 =
= 𝑘2 = 𝑘3 = 𝑘4 = 0, вони заданi в (1.39). Формули
(1.39) написанi з погляду можливостей сучасного
машинного експерименту, що дозволяє досить лег-
ко розрахувати значення флуктуацiй числа части-
нок. Проте iснує iнший шлях, пов’язаний з еквiва-
лентнiстю термодинамiчних функцiй, знайдених у
канонiчному i у великому канонiчному ансамблях.
Зауважимо, тут розглядається iзотермiчний про-
цес стиснення газу. У наборi 𝑃, 𝜇, 𝑇, 𝑉 одна iз змiн-
них, а саме температура 𝑇 , є фiксованою.

Як випливає з (1.37) та (1.38),
M𝑛(0, ..., 0) =

=

⎡⎣𝜕𝑛 ln⟨exp−𝑖2𝜋
∑︀
k

𝜔k𝜌𝑁 (k)⟩

𝜕(𝑖2𝜋𝜔0)𝑛

⎤⎦
𝜔=0

=

=
𝜕𝑛 ln Ξ0

𝜕(𝛽𝜇0)𝑛
=

𝜕𝑛−1⟨𝑁⟩
𝜕(𝛽𝜇0)𝑛−1

. (1.44)

Термодинамiчний потенцiал системи вiдлiку Ψ0

зв’язаний з хiмiчним потенцiалом 𝜇0 спiввiдноше-
нням Ψ0 = 𝜇0𝑁 . В результатi 𝑑𝜇0 = −𝑠0𝑑𝑇 + 𝑣𝑑𝜌,
де 𝑠0 – питома ентропiя, а 𝑣 – питомий об’єм.
При фiксованiй температурi 𝑑𝑇 = 0 у рiвняннi
𝑑𝜇0 = 𝑣𝑑𝑝, 𝑑𝜇0 i 𝑑𝑝 є повними диференцiалами,
𝑑𝑝 =

(︁
𝜕𝑝
𝜕𝑣

)︁
𝑇,𝜇

𝑑𝑣. Тому
(︁
𝜕𝜇0

𝜕𝑣

)︁
=
(︁
𝑣 𝜕𝑝
𝜕𝑣

)︁
𝑟
, 𝑣 = 𝑉/𝑁 .

Щоб взяти цi похiднi, розглядаємо злiва похiдну
по 𝑁 при фiксованому 𝑉 , а справа похiдну по 𝑉 –
при фiксованому 𝑁 ≡ ⟨𝑁⟩. Для зворотних похi-
дних знайдемо(︂
𝜕𝑁

𝜕𝜇

)︂
𝑇𝑉

= −𝑁2

𝑉 2

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑝

)︂
𝑇𝑁

=
𝑁

𝑣
𝜅, (1.45)

де 𝜅 = − 1
𝑉

(︁
𝜕𝑉
𝜕𝑝

)︁
𝑇𝑁

– стисливiсть системи вiдлiку.

Для другої похiдної 𝜕2𝑁
𝜕𝜇2 пишемо

𝜕2𝑁

𝜕𝜇2
0

=
𝜕𝑁

𝜕𝜇0

1

𝑣
𝜅+𝑁

𝜕

𝜕𝑣

(︂
𝑁

𝑣
𝜅

)︂
𝜕𝑣

𝜕𝜇0
,
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Рис. 3. Кривi для кумулянтiв M3(k1,−k, 0) та M4(k,−k, 0, 0) для рiзних густин: 1 – 𝜂 = 0,05,
2 – 𝜂 = 0,1, 3 – 𝜂 = 0,2, 4 – 𝜂 = 0,15. На осi абсцис вiдмiчена точка 𝑘 = 𝐵, в якiй фур’є-образ
Φ̃(𝑘) = 0|𝑘=𝐵 . Вертикальна лiнiя вiдмiчає значення кумулянтiв при 𝑘 = 𝐵

𝜕𝑣

𝜕𝜇0
=

𝜕(𝑉/𝑁)

𝜕𝜇0
= − 𝑉

𝑁2

𝜕𝑁

𝜕𝜇0
= − 𝑉

𝑁2

(︂
𝑁

𝑣
𝜅

)︂
= −𝜅.

В результатi

M2(0, 0) =
𝜕⟨𝑁⟩
𝜕𝛽𝜇0

=
𝑁

𝑣
𝜅𝑘B𝑇, (1.46)

M3(0, 0, 0) =
𝜕2𝑁

𝜕(𝛽𝜇0)2
= 𝑁(𝑘B𝑇 )

2 ×

×
[︂
2
(︁𝜅
𝑣

)︁2
− 𝜅

𝑣

𝜕𝜅

𝜕𝑣

]︂
, (1.47)

M4(0, 0, 0, 0) = 𝑁(𝑘B𝑇 )
3 ×

× 𝜅

𝑣

[︃
6
(︁𝜅
𝑣

)︁2
− 6

(︁𝜅
𝑣

)︁ 𝜕𝜅

𝜕𝑣
+

(︂
𝜕𝜅

𝜕𝑣

)︂2
+ 𝜅

𝜕2𝜅

𝜕𝑣2

]︃
. (1.48)

Тут стисливiсть береться для системи вiдлiку. Всi
наведенi в (1.37)–(1.42) функцiї за умовою по-
становки задачi не мають особливостей в обла-
стi критичної точки. У формулi (1.40) ми одер-
жали вираз для M1(𝑘), в (1.42) подана величина
M2(𝑘1, 𝑘2), а в (1.43) її розклад у ряд Тейлора,
справедливий при малих значеннях 𝑘. Накiнець,
в (1.46)–(1.48) подано головнi значення кумулян-
тiв M2(0, 0), M3(0, 0, 0), M4(0, 0, 0, 0) як функцiй
питомого об’єму, стисливостi та її похiдних.

На рис. 2 i 3 вiдмiчена точка 𝑘 = 𝐵, в якiй
фур’є-образ далекодiючого притягання дорiвнює
нулевi. У цiй же точцi дорiвнює нулевi i вираз
𝛼(𝑘) = 𝑁

𝑉 Φ̃(k)𝛽. Тобто незалежно вiд значень гу-
стини i температури точка 𝑘 = 𝐵 є першим нулем
функцiї Φ̃(𝑘). Вона лежить на продовженнi пла-
то кумулянта M2(𝑘), плато починається з точки
𝑘 = 0.

На рис. 3 подано кривi кумулянтiв M3(𝑘,−𝑘, 0)
та M4(0, 0, 𝑘,−𝑘). Перпендикуляр до осi абсцис,
наведений у точцi 𝑘 = 𝐵, перетинає цi кривi та-
кож на плато, що починаються з точки 𝑘 = 0.

В якобiанi 𝐽(𝜌) (1.35):

𝐽(𝜌) =

∫︁
𝑒
𝑖2𝜋

∑︀
k

𝜔k𝜌k

𝐽(𝜔)(𝑑𝜔) (1.49)

вiдповiдно до значень Φ̃(𝑘) покладемо (𝑑𝜔) =
=
∏︀

𝑘≤𝐵(𝑑𝜔𝑘)
∏︀

𝑘≥𝐵(𝑑𝜔𝑘), експоненту та 𝐽(𝜔) за-
пишемо як добутки:

exp

(︃
𝑖2𝜋

∑︁
k

𝜔𝑘𝜌𝑘

)︃
=

= exp

(︃
2𝜋
∑︁
𝑘<𝐵

𝜔𝑘𝜌𝑘

)︃
exp

(︃
𝑖2𝜋

∑︁
𝑘>𝐵

𝜔𝑘𝜌𝑘

)︃
;

𝐽(𝜔) = exp
∑︁
𝑛≥1

𝐷𝑛(𝜔) =

= exp
∑︁
𝑛≥1

[︁
𝐷(1)

𝑛 (𝜔) +𝐷(2)
𝑛 (𝜔) +𝐷(3)

𝑛 (𝜔)
]︁
, (1.50)

де

𝐷(1)
𝑛 =

1

𝑛!
(−𝑖2𝜋)𝑛

∑︁
k1 ...k𝑛

𝑘 < 𝐵

M𝑛(k1 ...k𝑛)𝜔k1 ... 𝜔k𝑛,

𝐷(2)
𝑛 =

1

𝑛!
(−𝑖2𝜋)𝑛

∑︁
k1 ...k𝑛

𝑘 > 𝐵

M𝑛(k1 ...k𝑛)𝜔k1
... 𝜔k𝑛

,

𝐷(3)
𝑛 =

1

𝑛!
(−𝑖2𝜋)𝑛 ×

×
𝑛−1∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑘1,...,𝑘𝑖<𝐵

∑︁
𝑘𝑖+1,...,𝑘𝑛>𝐵

M𝑛(𝑘1, ..., 𝑘𝑖, 𝑘𝑖+1, ..., 𝑘𝑛)×

×𝜔𝑘1
... 𝜔𝑘𝑛

.
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Очевидно, що розрахувати статсуму з якобiаном
(1.49) не має змоги. Змiннi iнтегрування не роздi-
ляються. Виходячи з попереднiх мiркувань, опи-
шемо наближення, якi тут будуть братись.

У виразах для 𝐷
(1)
𝑛 як кумулянти будемо брати

їх значення на полицях (𝑘 = 0), покладаючи:

M(1)
𝑛 (𝑘, ..., 𝑘𝑛) = M𝑛(0, ..., 0).

∙ Суми в 𝐷
(2)
𝑛 починаються з 𝑛 = 2 i символа

Кронекера 𝛿𝑘1+𝑘2 , а вiдповiднi iнтеграли в Ξ бу-
дуть сумами моментiв Гаусового розподiлу. Нi са-
мi моменти, нi їх суми не матимуть розбiжностей
у критичнiй точцi;

∙ суми в 𝐷
(3)
𝑛 починаються з 𝑛 = 3, бо, ви-

ходячи з однорiдностi фазового простору, зна-
чення 𝑛 ≥ 1 будуть лише в 𝐷

(1)
𝑛 , а зi зна-

чень 𝑛 ≥ 2 починається 𝐷
(2)
𝑛 . При тому куму-

лянт M
(2)
3 (0, 𝑘,−𝑘) перенормовуватиме кумулянт

M
(1)
1 (0), кумулянт M

(3)
4 (0, 0, 𝑘,−𝑘)|𝑘1>𝐵 перенор-

мовуватиме кумулянт M
(1)
2 (0, 0)|𝑘1<𝐵

У [39] показано, що величинами перенормувань
можна знехтувати.

1.4. Про базисну густину мiри

Дамо означення. Густина мiри 𝑓𝑛0
(𝑥) =

= exp−
(︁∑︀𝑛0

𝑚=1 𝑎𝑚𝑥𝑚
)︁

вважається базисною,

якщо сходяться усi її моменти
∫︀∞
−∞ 𝑓𝑛0

(𝑥)𝑥𝑠𝑑𝑥 для
довiльних 𝑠 при найменшому значеннi показникiв
степеней 𝑛0.

Розглянемо, як це виглядає для гаусової густини
мiри у виразi для статистичної суми. Повернемось
до вихiдного виразу (1.31). Замiсть якобiана 𝐽(𝜌)
пiдставимо його вираз (1.35), маючи на увазi зна-
чення (1.37)–(1.39) для функцiї 𝐽(𝜔). Тепер вважа-
ється, що значення кумулянтiв M𝑛(𝑘1, ..., 𝑘𝑛), по-
данi в (1.39)–(1.48) та на рис. 2, 3, нам вiдомi.

Ξ = Ξ0

∫︁
exp

{︃
ℎ𝜌0 −

1

2

∑︁
k

𝛽Φ̃(𝑘)

𝑉
𝜌k𝜌−k

}︃
×

× exp

[︃(︃
𝑖2𝜋

∑︁
k

𝜔k𝜌k

)︃
+
∑︁
𝑛>1

𝐷𝑛(𝜔)

]︃
(𝑑𝜌)(𝑑𝜔). (1.51)

В сумi
∑︀

𝑛>1 𝐷𝑛(𝜔) в (1.37) видiлимо квадрати-
чний доданок i запишемо:

exp
[︁
𝑖2𝜋

∑︁
k

𝜔k𝜌k +
∑︁
𝑛≥1

𝐷𝑛(𝜔)
]︁
=

= exp
∑︁
𝑛≥3

�̂�𝑛

(︂
𝜕

𝜕𝜌k

)︂
exp
[︁
𝑖2𝜋

∑︁
k

𝜔k𝜌k −

− 𝑖2𝜋⟨𝑁⟩0𝜔0 −
(2𝜋)2

2

∑︁
k

M2(𝑘)𝜔k𝜔−k

]︁
, (1.52)

де

exp
∑︁
𝑛≥3

𝐷𝑛

(︁ 𝜕

𝜕𝜌k

)︁
= exp

∑︁
𝑛≥3

1

𝑛!
(−1)𝑛×

×
∑︁

𝑘1,...,𝑘𝑛

M𝑛(𝑘1, ..., 𝑘𝑛)
𝜕𝑛

𝜕𝜌k1
, ..., 𝜕𝜌k𝑛

.

Похiднi exp
∑︀

𝑛≥3 𝐷𝑛

(︁
𝜕

𝜕𝜌k

)︁
винесемо з-пiд iнтегра-

лiв по 𝜔k. Проiнтегруємо по всiх (𝜔k). Розкладемо
exp

∑︀
𝑛≥3 �̂�𝑛

(︁
𝜕

𝜕𝜌k

)︁
в ряд, тодi:

Ξ = Ξ0

∫︁
exp

(︃
ℎ𝜌0 −

1

2

∑︁
k

𝛽Φ̃(𝑘)

𝑉
𝜌k𝜌−k

)︃
×

×

[︃
1 +

∑︁
𝑛≥3

�̂�𝑛 +
1

2

∑︁
𝑛1,𝑛2

�̂�𝑛1
�̂�𝑛2

+

+
1

3!

∑︁
𝑛1,𝑛2,𝑛3

𝐷𝑛1
𝐷𝑛2

𝐷𝑛3
+ ...

]︃
×

× exp−1

2

⎛⎜⎝∑︁
k

𝑘 ̸=0

1

M2(𝑘)
𝜌k𝜌−k +

(𝜌0 − ⟨𝑁⟩0)2

M0

⎞⎟⎠×

× (𝑑𝜌)
∏︁
k

𝑘 ̸=0

√︂
𝜋

M2(𝑘)

√︃
2𝜋

M2(0)
. (1.53)

Ми представили статистичну суму Ξ у виглядi су-
ми вiд гаусових моментiв. Iнтегрування по 𝜌0 тут
видiлено окремо. Почнемо з одиницi, першого до-
данка у рядi (1.53). Маємо iнтеграл

𝑍(𝜌0)
𝑔 =

∫︁
expℎ𝜌0−

1

2

𝛽Φ̃(0)

𝑉
𝜌20−

1

2M2(0)
(𝜌0−𝑁)2𝑑𝜌0.

Зробимо замiну 𝜌0 = 𝜌′0𝑁 , 𝜌′0 описуватиме флукту-
ацiю густини довкола середньої, iнтегруємо i отри-
муємо

𝑍(𝜌0)
𝑔 = exp−1

2

𝑁2

M2(0)

1√︂
𝑁
2

(︁
𝑁

M2(0)
− 𝛼(0)

)︁ ×

× exp

[︁(︁
ℎ+ 𝑁

M2(0)

)︁
𝑁
]︁2

𝑁
2

(︁
𝑁

M2(0)
− 𝛼(0)

)︁ , (1.54)
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Фазовi переходи в околi критичної точки газ–рiдина

де 𝛼(0) = 𝑁
𝑉 𝛽Φ̃(0). Як бачимо, iнтеграл розбiгає-

ться при певних значеннях густини i температури,
якi можемо назвати критичними значеннями у на-
ближеннi хаотичних фаз

𝑁

M2(0)
− 𝛼(0) = 0.

Пiдставляючи сюди значення M2(0) з (1.46) та зна-
чення 𝛼(0), знайдемо значення критичних густин
числа частинок при гаусовому розподiлi флуктуа-
цiй:
𝑣𝐵

æ
− 𝛽Φ̃(0)

𝑁

𝑉
= 0,

(︂
𝑁

𝑉

)︂
𝑐

=

√︃
1

æΦ̃(0)
, (1.55)

æ – стисливiсть у системi пружних кульок. Роби-
мо висновок, що гаусова густина мiри не може бути
базовою при розрахунку статистичної суми в кри-
тичнiй точцi, де має мiсце рiвнiсть (1.55). Це за-
ключення можна пiдтвердити у випадку розгляду
системи для температур, вищих за критичну тем-
пературу. В цiй областi система є однофазною. Для
розрахунку її характеристик достатньо розгляда-
ти не велику статсуму Ξ, а лише 𝑍𝑁 =

∫︀
𝑒−𝛽𝜇𝑑Γ𝑁

для фiксованого числа частинок 𝑁 . Змiнна 𝜌0 не
вводиться.

Вираз (1.47) замiнюється таким:

𝑍𝑛 =

∫︁
exp

[︃
−1

2

∑︁
k

𝛽Φ(𝑘)

𝑉
(𝜌k𝜌−k − 𝛿𝑘0

)

]︃
×

×

⎡⎣1+ 1

2

∑︁
𝑛1,𝑛2≥3

�̂�𝑛1�̂�𝑛2+
1

3!

∑︁
�̂�𝑛1�̂�𝑛2�̂�𝑛3 + ...

⎤⎦×
× exp−1

2

∑︁
k

1

M2(𝑘)
𝜌k𝜌−k(𝑑𝜌)

∏︁
k

𝜋

M2(𝑘)
. (1.56)

Тут моменти гаусового розподiлу будуть вiдмiнни-
ми вiд нуля для добуткiв спарених похiдних типу

𝜕2

𝜕𝜌k1
𝜕𝜌−k1

...
𝜕2

𝜕𝜌k𝑛
𝜕𝜌−k𝑛

.

В кумулянтах M𝑛(𝑘1, ..., 𝑘𝑛), зокрема за аналогi-
єю з (1.46), можемо обмежитись першим доданком
для 𝑘 ̸= 0, що має символ Кронекера для незвiдних
сум по 𝑘.

Виконаємо докладнi розрахунки для другого до-
данка в квадратних дужках. Дiя 1

2

∑︀
𝑛1,𝑛2

�̂�𝑛1
×

× �̂�𝑛2
exp− 1

2

∑︀
k

1
M2(𝑘)

𝜌k𝜌−k зведеться до спаре-
них похiдних:
1

2

∑︁
𝑛

∑︁
𝑘1,..., 𝑘𝑛

[︂
𝛿𝑘1,..., 𝑘𝑛

𝑁2

𝑛!

𝜕2𝑛

𝜕𝜌k1
𝜕𝜌−k1

...𝜕𝜌k𝑛
𝜕𝜌−k𝑛

]︂
×

× 𝑒
−1/2

∑︀
k

𝜌k𝜌−k
M2(𝑘)

. (1.57)

Дiя кожної пари похiдних дає результат − 1
M2

+

+ 1
M2

2
𝜌k𝜌−k. Кожну пару 𝜌k𝜌−k замiнюємо на похi-

дну 𝜕
𝜕𝛼(𝑘) . Похiднi виносимо з-пiд iнтегралiв по 𝜌k.

Пiд iнтегралом залишається тiльки гаусова форма∫︁
exp−1

2

∑︁
k

[︂
𝛼(𝑘)𝜌k𝜌−k +

1

M2(𝑘)
𝜌k𝜌−k

]︂
×

× (𝑑𝜌)
∏︁
k

𝜋

M2(𝑘)
.

Iнтегруємо по всiх 𝜌k. Вiд результату iнтегрування
беремо похiднi 𝜕

𝜕𝛼(𝑘) i для кожної видiленої нами
пари одержуємо результат:

1

𝑉
𝑔(𝑘) =

𝛽Φ̃(𝑘)

1 + 𝛼(𝑘)M2(𝑘)
(1.58)

– фур’є-образ екранованого потенцiалу.
Вираз (1.56) для статистичної суми з точнiстю

до другого доданка набуває форми:

𝑍𝑁 =

∫︁ (︃
1 +

1

2

∞∑︁
𝑛=3

1

𝑛!
×

×
∑︁

k1, ...,k𝑛

1

𝑉 𝑛
𝑔(𝑘1) ... 𝑔(𝑘𝑛)M𝑛(k1, ...,k𝑛) + ...

)︃
×

×
∏︁
k

𝜋2

1 + �̃�(𝑘)M2(𝑘)
. (1.59)

Сукупнiсть сум другого доданка i вiдповiдає
другому вiрiальному коефiцiєнту. Нас цiкавить
оцiнка окремих доданкiв. Обмежимось для ку-
мулянтiв M𝑛(k1, ...,k𝑛) найпростiшою формою
M𝑛(k1, ...,k𝑛) = 𝑁𝛿k1+ ...+k𝑛 , де сума k1 +
+ ... + k𝑛 = 0 є незвiдною. Замiнимо символ
Кронекера iнтегральною формою 𝛿k1+ ...+k𝑛

=
= 1

𝑉

∫︀
𝑒𝑖(k1+ ...+k𝑛)r𝑑r, покладемо 1

𝑉

∑︀
k 𝑔(𝑘)𝑒

𝑖kr =
= 𝑔(𝑟). Тодi

𝑍𝑁 =

∫︁ (︃
1 +

1

2

∞∑︁
𝑛=3

1

𝑛!

𝑁

𝑉

∫︁
𝑔𝑛(𝑟)𝑑𝑟 + ...

)︃
×

×
∏︁
k

𝜋2

1 + �̃�(𝑘)M2(𝑘)
, (1.60)

𝑔(𝑟) – екранований потенцiал далекодiючої вза-
ємодiї Φ(𝑟), фур’є-образ 𝑔(𝑘) заданий формулою
(1.58). Графiк функцiї Φ̃(𝑘) задано на рис. 1. Ми
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скористаємось у знаменнику (1.60) параболiчною
апроксимацiєю для Φ̃(𝑘), записавши

1 + �̃�(𝑘)M2(𝑘) = 1− 𝑁

𝑉
𝛽Φ̃(𝑘)M2(𝑘) =

= 1− 𝑁

𝑉
𝛽Φ̃(0)(1− 2𝑏2𝑘2)M2 =

=
𝑁

𝑉
𝛽Φ̃(0)M22𝑏

2(𝑘2 + 𝜉2),

де

𝜉2 =
1

𝛼(0)M2

1

2𝑏2
(1− 𝛼(0)M2), 𝛼(0) =

𝑁

𝑉
𝛽Φ̃(0).

(1.61)

Величина 1/𝜉 дорiвнює радiусу кореляцiї. Коли
1 − 𝛼(0)M2 = 0, радiус кореляцiї прямує до без-
межностi. У чисельнику (1.53) обмежимось набли-
женням 𝛽Φ̃(𝑘) ≈ 𝛽Φ̃(0), тодi для 𝑔(𝑟) матимемо

𝑔(𝑟) ≃ 1

𝑉

∑︁
k

𝛽Φ̃(0)
𝑁
𝑉 𝛽Φ̃(0)M22𝑏2(𝑘2 + 𝜉2)

𝑒𝑖k𝑟 =

=
1

4𝜋𝛼(0)M2

𝛽Φ̃(0)

𝑏2
𝑒−𝜉𝑟

𝑟
. (1.62)

При 𝜉 = 0 або ж 1− 𝛽𝑐Φ̃(0)
(︁
𝑁
𝑉

)︁
𝑐
= 0, що має мiсце

у критичнiй точцi, 𝑔(𝑟) ∼ 1/𝑟. У виразах (1.59)
та (1.60) виникають розбiжнi iнтеграли, зокре-
ма
∫︀
𝑔3(𝑟)𝑑𝑟, що створенi в результатi спарення в

(1.52), (1.53) операторiв 𝐷3𝐷3. Справдi∫︁
𝜎

𝑔3(𝑟)𝑑𝑟|𝜉=0 ∼ 2

∞∫︁
𝜎

1

𝑟3
𝑟2𝑑𝑟 = ln 𝑟|∞ = ∞.

У той самий час∫︁
𝜎

𝑔4(𝑟)𝑑𝑟 ∼ 2

∞∫︁
𝜎

1

𝑟4
𝑟2𝑑𝑟 ∼ 1

𝜏

⃒⃒⃒∞
𝜎
∼ 1

𝜎
< ∞. (1.63)

Будуть збiжними i моменти бiльш високого поряд-
ку. Оцiнки, якi ми щойно зробили для поведiнки
окремих доданкiв (1.52)–(1.56), будуть справедли-
вими i при оцiнцi величин гаусових моментiв у за-
гальному виразi (1.51) для Ξ. Отже, гаусова густи-
на мiри, впроваджена нами в (1.53), не може бути
базисною густиною мiри в околi критичної точки.
У виразах (1.53) у сумах

∑︀
𝑛≥1 𝐷𝑛(𝜔) ми маємо

залишити в експонентi доданки

𝐷1 +𝐷2 +𝐷3 +𝐷4, (1.64)

а суму
∑︀

𝑛≥5 𝐷𝑛(𝜔) можна опускати з експонен-
ти у ряд. Вихiдною формою для Ξ вважатиметься
згiдно з (1.31), (1.59) та (1.63) такий вираз:

Ξ = Ξ0

∫︁
exp

{︃
ℎ𝜌0 −

1

2

∑︁
k

𝛼(𝑘)𝜌′k𝜌
′
−k

}︃
×

× 𝐽(𝜌′)((𝑑𝜌)
√
𝑁), (1.65)

в якому 𝜌′k = 1√
𝑁
𝜌k, 𝑘 ̸= 0:

𝛼(𝑘) = 𝛽Φ̃(𝑘)
𝑁

𝑉
. (1.66)

Ми ввели новi змiннi 𝜌′k = (
√
𝑁)−1𝜌k, штрих бiля

𝜌′k опустимо.
Якобiан 𝐽(𝜌), вiдповiдно до (1.64), дорiвнювати-

ме:
𝐽(𝜌) = exp

∑︁
𝑛≥5

�̂�𝑛

(︂
𝜕

𝜕𝜌k

)︂
𝐽0(𝜌), (1.67)

де 𝐽0(𝜌) – базова форма якобiана з четвiрною гу-
стиною мiри по (𝜔k):

𝐽0(𝜌) =

∫︁
exp 𝑖2𝜋

∑︁
k

𝜔k𝜌k ×

× exp

{︃
M𝜔0√

𝑁
− 1

2

∑︁
k

(2𝜋)2
1

𝑁
M2(𝑘)𝜔k𝜔−k −

− (𝑖2𝜋)3

3!

1
√
𝑁

3

∑︁
𝑘1, ...,𝑘3

M3𝜔k1 ... 𝜔k3 +

+
(𝑖2𝜋)4

4!

1

𝑁2

∑︁
𝑘1, ...,𝑘4

M4(𝑘1, ..., 𝑘4)𝜔k1
... 𝜔k4

}︃
×

×
(︂
𝑑

𝜔√
𝑁

)︂
. (1.68)

Щоб компенсувати замiну в 𝜌k, ми ввели новi змiн-
нi 𝜔′

k =
√
𝑁𝜔k, штрих опустили.

Надалi розрахунки вестимуться в нульовому на-
ближеннi: для якобiана буде використовуватись
базисна форма 𝐽0(𝜌). Замiсть гаусового розподi-
лу флуктуацiй густин (1.52) ми вводимо четвiрний
розподiл (1.67). Але навiть, якщо в (1.65) замiсть
𝐽(𝜌) пiдставити 𝐽0(𝜌), заданий в (1.68), задача не
пiдлягає розв’язковi. Фактично у цьому i поляга-
ли основнi труднощi при побудовi теорiї фазових
переходiв у тривимiрних системах.

Проте, як ми вже говорили в минулому, приро-
да дає нам шанс. На рис. 1 подано криву фур’є-
образу потенцiалу Ленард-Джонса. Таку ж форму
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фур’є-образу матиме потенцiал Морзе [44]. Основ-
нi ефекти далекосяжного притягання зосередже-
нi в областi хвильових векторiв 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝐵. На
рис. 2 i 3 наведено кривi для кумулянтiв M2(k),
M3(0,k,−k), M4(0, 0,k,−k). Вертикальною лiнi-
єю вiдмiчено точку 𝑘 = 𝐵. Практично в областi
0 ≤ 𝑘 ≤ 𝐵 кривi для кумулянтiв лежать на плато,
що починаються вiдповiдно з точок M2(0), M3(0),
M4(0).

То ж у формулi (1.68) в сумах по k, в областi
0 ≤ 𝑘 ≤ 𝐵 будемо приймати для M2(k), M3(k)
та M4(k) їхнi значення для 𝑘 = 0: M2(0), M3(0),
M4(0). Поза цiєю областю для 𝑘 > 𝐵 всюди спра-
ведлива гаусова густина мiри i для M𝑛(k) можна
брати їх як функцiї вiд M2(k).

Кумулянти в нулi виражаються формулами
(1.42), (1.46)–(1.48) як функцiї густини системи
вiдлiку. Покладаємо, що густина у формулах для
системи вiдлiку дорiвнює густинi системи. А мно-
жник 𝑁 , що всюди фiгурує в (1.65)–(1.68), вiдпо-
вiдає середньому числу частинок, значення якого
збiгатиметься з 𝑁 , що буде визначатися iз загаль-
ної для даної системи умови 𝜕 ln Ξ

𝜕𝜇 = 𝑁 , де 𝜇 –
хiмiчний потенцiал системи.

Тепер щодо потенцiалу Φ̃(𝑘) чи 𝛼(𝑘). Область ве-
личин хвильового вектора k, 0 ≤ 𝑘 ≤ ∞ роздiлимо
на двi областi 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝐵 та 𝑘 > 𝐵. В областi 𝑘 > 𝐵
значення Φ̃(𝑘) коливаються довкола осi абсцис i є
малими. В цiй областi густина мiри розподiлу 𝜌k є
гаусовою. Розрахунки внескiв у статистичну суму
були виконанi в роботах [42, 43] i виявилися незна-
чними поправками до результатiв iнтегрування в
областi 0 ≤ k ≤ 𝐵.

У зв’язку з цим при розглядi принципових пи-
тань поставленої тут задачi вважатимемо, що для
𝑘 > 𝐵 Φ̃(𝑘) = 0. Тодi в (1.51) та (1.65) вираз для
гамiльтонiана у фiгурних дужках в експонентi зве-
деться до виразу

{...} →

{︃
ℎ𝜌0 −

1

2

∑︁
𝑘<𝐵

𝛼(𝑘)𝜌k𝜌−k

}︃
. (1.69)

Iнтегрування по 𝜌k в (1.65) та (1.68) для 𝑘 > 𝐵
зведеться до iнтегралiв вiд exp 𝑖2𝜋

∑︀
𝑘>𝐵 𝜔k𝜌k, що

входять в (1.68):

∫︁
𝑒

(︁
𝑖2𝜋

∑︀
𝑘>𝐵

𝜔k𝜌k

)︁ ∏︁
𝑘>𝐵

𝑑𝜌𝑐k𝑑𝜌
𝑠
k =

∏︁
𝑘

𝛿(𝜔k). (1.70)

А наступне за ним iнтегрування по (𝑑𝜔k) для 𝑘 >
> 𝐵 спростить вираз для 𝐽0(𝜌), зникнуть суми

∑︀
k

для 𝑘 > 𝐵 i ми одержимо

𝐽0
4 (𝜌) =

∫︁
exp
(︁
𝑖2𝜋

∑︁
𝑘<𝐵

𝜔k𝜌k

)︁
×

× exp

{︃
M1𝜔0√

𝑁
− 1

2

∑︁
𝑘<𝐵

(2𝜋)2

𝑁
M2(0)𝜔k𝜔−k −

− (𝑖2𝜋)3

3!

1
√
𝑁

3

∑︁
𝑘1, 𝑘2, 𝑘3

𝑘𝑖 < 𝐵

M3(0)𝜔k1𝜔k2𝜔k3 +

+
(𝑖2𝜋)4

4!

1

𝑁2

∑︁
𝑘1, ..., 𝑘4

𝑘𝑖 ≤ 𝐵

M4(0)𝜔k1 ... 𝜔k4

}︃
(𝑑𝜔). (1.71)

Ми з повним правом у виразi для базової форми
якобiана поставили замiсть M2(𝑘), M3(𝑘), M4(𝑘)
їх значення при 𝑘 = 0.

Що ж стосується залежностi кумулянтiв
M𝑛(𝑘1, ..., 𝑘𝑛) вiд 𝑘, то, як показано в [40],
справедливий розклад

M𝑛(𝑘1, ..., 𝑘𝑛) = M𝑛(0, ..., 0) + 𝐶2
𝑛M𝑛−2(0 ... 0)×

×𝜇2(𝑘1)𝑘
2
1𝛿𝑘1+𝑘2

𝛿𝑘3
... 𝛿𝑘𝑛

+ ..., (1.72)

де 𝜇2(𝑘) – бiнарна кореляцiйна функцiя системи
вiдлiку.

Описана тут ситуацiя зi значеннями кумулянтiв
при 𝑘𝑖 < 𝐵 i при 𝑘 = 0 стала реальним ключем
до розв’язку задачi про критичну точку системи
рiдина–газ i до опису подiй, пов’язаних з фазовим
переходом газ–рiдина, тобто з процесами конден-
сацiї чи кипiння, що вiдбуваються при температу-
рах нижче 𝑇 = 𝑇c. Ми завдячуємо наполегливiй
роботi I.М. Iдзика, який вперше побудував графi-
ки кумулянтiв M𝑛(𝑘1 ... 𝑘𝑛)

2.
Що стосується iнтегрування перехресних додан-

кiв з множниками типу∑︁
k1, ...,k𝑖 < 𝐵

k𝑖+1, ...,k𝑚 > 𝐵

𝜔k1
... 𝜔k𝑖

𝜔k𝑖+1
... 𝜔k𝑚

,

то iнтегрування по 𝜔k з 𝑘 > 𝐵 призведе
до перенормування кумулянтiв M𝑖(k1, ...,k𝑖) з

2 Як я говорив з цього приводу на перших доповiдях у вi-
сiмдесятих роках минулого столiття, природа завжди дає
людям шанс.
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𝑘1, ..., 𝑘𝑖 < 𝐵. Але, як показали оцiнки, вико-
нанi I. Iдзиком i В. Коломiйцем в [39], вони
дуже несуттєво вплинуть на змiну значень ку-
мулянтiв M𝑖. Зокрема, при iнтегруваннi вира-
зу exp (2𝜋𝑖)4

4

∑︀
𝑘1>𝐵
𝑘2<𝐵

M4(k1 − k1, 0, 0)𝜔k1
𝜔−k1

𝜔2
0 по-

правка до
∑︀

𝑘<𝐵 M2(0, 0)𝜔k𝜔−k становить долi вiд-
сотка значень M2(0, 0).

1.5. Статистична сума

В результатi ми приходимо до такого вихiдного ви-
разу для Ξ:

Ξ = Ξ0Ξ𝐿, (1.73)

де Ξ0 – статистична сума системи вiдлiку, Ξ𝐿 –
статистична сума в областi 𝑘 < 𝐵:

Ξ𝐿 =

∫︁
𝑤4(𝜌𝜔)(𝑑𝜌)

𝑁B(𝑑𝜔)𝑁B, (1.74)

𝑤4(𝜔𝜌) = exp

{︃
ℎ𝜌0 −

1

2

∑︁
𝑘<𝐵

𝛼(𝑘)𝜌k𝜌−k +

+ 𝑖2𝜋
∑︁
𝑘<𝐵

𝜔k𝜌k +

4∑︁
𝑛=1

(−𝑖2𝜋)𝑛

𝑛!
𝑁1−𝑛/2M𝑛 ×

×
∑︁

𝑘1 ... 𝑘𝑛

𝑘𝑖 < 𝐵

𝜔k1 ... 𝜔k𝑛𝛿k1+ ...+k𝑛

}︃
. (1.75)

Ми звiльняємо вираз в експонентi (1.75) вiд
кубiчного члена i при тому зберiгаємо форму
𝑖2𝜋

∑︀
𝑘<𝐵 𝜔k𝜌k для зворотного фур’є-переходу вiд

𝜔-простору у 𝜌-простiр. Це робиться шляхом двох
пiдстановок:

𝜔0 = 𝜔′
0 +

√
𝑁M3

(2𝜋𝑖)M4
i 𝜌0 = 𝜌′0 + M̃1, (1.76)

де

M̃1 =
√
𝑁
(︁
1 +M2𝜉 +

1

3
M3𝜉

2
)︁
, 𝜉 =

M3

|M4|
.

Надалi всюди будемо опускати аргумент (0) у
позначеннi кумулянтiв i писати M2(0) ≡ M2,
M3(0) ≡ M3, M4(0) ≡ M4 i т.д. В результатi
простих дещо громiздких перетворень Ξ𝐿 набуває
форми

Ξ𝐿 = ϒ

∫︁
exp

{︃
√
𝑁𝜇*(𝜌0 + M̃1)−

− 1

2

∑︁
𝑘<𝐵

𝛼(𝑘)𝜌k𝜌−k + 𝑖2𝜋
∑︁
𝑘<𝐵

𝜔k𝜌k −

− 1

2
(2𝜋)2

∑︁
𝑘<𝐵

M̃2𝜔k𝜔−k − (2𝜋)4

4!

1

𝑁B
×

×
∑︁
𝑘<𝐵

|M̃4|𝜔k1
... 𝜔k4

𝛿k1+ ...+k4

}︃
(𝑑𝜔)𝑁B(𝑑𝜌)𝑁B ,

(1.77)
де

ϒ = exp

{︂
𝑁(𝜉 − 1

2
𝜉Δ+

1

24
M4𝜉

4) +
1

2
|𝛼(0)|M̃2

1

}︂
,

𝜇* = ℎ− 𝜉 + |𝛼(0)| M̃1√
𝑁
,

M̃2 = M2 +
1
2M3𝜉, M̃4 = 𝑁B

𝑁 M4,

M̃1 =
√
𝑁 [1−Δ], 𝜉 = M3

|M4| ,

Δ = −
(︁
M2𝜉 +

1
3M3𝜉

2
)︁
.

(1.78)

Ми одержали перший фундаментальний резуль-
тат. Ми привели вираз для Ξ𝐿 до вигляду, анало-
гiчного до форми статистичної суми тривимiрної
моделi Iзiнга у полi узагальненого хiмiчного по-
тенцiалу 𝜇*. Це означає, що створено математи-
чний апарат для дослiдження фазового переходу
[39–44].

Величину 𝐵 будемо трактувати як границю зони
Брiлюена простої кубiчної ґратки зi сталою ґратки
𝑐 = 𝜋

𝐵 . Кiлькiсть вузлiв ґратки 3 в об’ємi 𝑉 дорiв-
нюватиме 𝑁B = = 𝑉

𝑐3 = 𝑉
(︀
𝐵
𝜋

)︀3, 𝑉 = 𝜋
6𝜎

3𝑁
𝜂 . Це

означає, що кожнiй фiзичнiй системi, в якiй вiдбу-
вається фазовий перехiд, можна поставити у вiд-
повiднiсть кристалiчну ґратку, на якiй цей перехiд
описується.

Необхiдно пiдкреслити два суттєвих моменти в
наших викладах:

1) наявнiсть полиць у значеннях кумулянтiв
M𝑛(𝑘1 ... 𝑘𝑛) в областi вiд’ємних значень фур’є-
образу потенцiалу притягання;

2) можливiсть впровадження кристалiчної ґра-
тки при розглядi задачi на критичну точку рiдина–
газ i зведення задачi до моделi Iзiнга у зовнiшньо-
му полi.

У виразi (1.77) ведеться iнтегрування по 𝜔k. Зав-
дяки тому, що коефiцiєнти M𝑛 є величинами, не

3 Зокрема у випадку взаємодiї Φ(𝑟), що описується потен-

цiалом Морзе: Φ(𝑟) = 𝜀

[︂
𝑒−

2(𝑟−𝑅)
𝑏 − 2𝑒

(𝑟−𝑅)
𝑏

]︂
; Φ̃(𝐵) = 0;

𝐵 = 𝑏−1

[︂(︁
4− 𝑓1/2

)︁(︁
𝑓1/2 − 1

)︁−1
]︂1/2

, 𝑁B = 𝑉
(𝑏𝜋)3

4−𝑓1/2

𝑓1/2−1
;

𝑓 = exp(𝑅/𝑏) > 1, 𝑅/𝑏 < 4 ln 2.
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залежними вiд 𝑘, шляхом переходу вiд 𝜔k до �̃�l:

𝜔k =

𝑁B∑︁
𝑙=1

�̃�l𝑒
𝑖kl (1.79)

i замiнi
𝛿k1+ ...+k4

=
1

𝑁B

∑︁
𝑙

𝑒𝑖(k1+ ...+k4)𝑙

iнтеграли по �̃�l у (1.77) факторизуються, ми iнте-
груємо по �̃�𝑙 i одержуємо вихiдний вираз для iнте-
грування по 𝜌k

Ξ𝐿 = ϒΞ
(1)
𝐿 , (1.80)

де

Ξ
(1)
𝐿 = (

√
2)𝑁B−1[𝑄(M̃2, M̃4)]

𝑁B ×

×
∫︁

exp

{︂√
𝑁𝜇*(𝜌0 + M̃1)−

1

2

∑︁
𝑘<𝐵

𝑑2(𝑘)𝜌k𝜌−k −

− 𝑎4
4!𝑁B

∑︁
𝑘𝑖<𝐵

𝜌k1 ... 𝜌k4𝛿k1+ ...+k4

}︂
(𝑑𝜌)𝑁B ,

𝑑2(𝑘) = 𝑎2 + 𝛼(𝑘), 𝑎2 =
√
12|M̃4|−1/2𝐾(𝜁),

𝑎4 = 6|M̃4|−1ℒ(𝜁),

𝒦(𝜁) = 𝜁1/2
[︁
𝐾3/4/𝐾1/4(𝜁)− 1

]︁
> 0,

ℒ(𝜁) = 6𝒦2(𝜁) + 4𝜁1/2𝒦(𝜁)− 1 > 0,

𝒬(M̃2, M̃4) =
1

2𝜋

(︂
12𝜁

|M̃4|

)︂1/4
𝑒𝜁𝐾1/4(𝜁),

𝜁 =
3

4

M̃2
2

|M̃4|
≫ 1,

𝛼(𝑘) = Φ̃(𝑘)𝑁/𝑉, (1.81)

𝐾1/4 i 𝐾3/4 – функцiї Бесселя уявного аргумента.
Тут принципово важливо, щоб 𝑑2(𝐵) > 0 i

𝑑2(0) < 0.
Iнтеграл (1.80) описує подiї у критичнiй точцi

𝑇 = 𝑇c, у критичнiй областi 𝑇 > 𝑇c i 𝑇 < 𝑇c.
За своєю формою, при iнтегруваннi по 𝜌k, за ви-

нятком iнтегрування по 𝜌0, iнтеграл (1.81) повнi-
стю збiгається з виразом для моделi Iзiнга.

До цього часу нашi мiркування носили досить
формальний характер. Тепер покажемо, що фазо-
вий простiр {𝜌k}, який ми ввели, є саме тим при-
родним простором, що описує фазовий перехiд.

1.6. Рiвняння Ейлера

Позначимо через 𝐸(𝜌) функцiю, що стоїть в екс-
понентi пiд iнтегралом у (1.81), розглядаючи її як
функцiонал вiдносно 𝜌k:

𝐸(𝜌) =
√
𝑁𝜇*(𝜌0 + M̃1)−

1

2

∑︁
𝑘<𝐵

𝑑2(𝑘)𝜌k𝜌−k −

− 𝑎4
4!𝑁B

∑︁
𝑘𝑖<𝐵

𝜌k1
... 𝜌k4

𝛿k1+ ...+k4
. (1.82)

Залежнiсть вiд температури мiститься в коефiцi-
єнтi 𝑑2(𝑘) = 𝑎2 + 𝛼(𝑘) та у 𝜇*, заданому в (1.78),
min 𝛼(𝑘) = 𝛼(0) < 0. Знайдемо функцiю 𝜌(𝑘),
що надає максимум функцiонала 𝐸(𝜌). З умов
𝛿𝐸(𝜌) = 0, позначаючи 𝑑2(𝑘) через 𝑑(𝑘) для спро-
щення запису, знаходимо систему рiвнянь:

√
𝑁𝜇* − 𝑑(0)𝜌0 −

𝑎4
3!𝑁B

𝜌30 −
1

2
𝑎4𝜌0

1

𝑁

∑︁
𝑘 ̸=0

𝜌k𝜌−k −

− 𝑎4
3!𝑁B

𝜌0
∑︁

𝑘1,𝑘2,𝑘3

𝜌k1
𝜌k2

𝜌k3
𝛿k1+k2+k3

= 0, (1.83)

.......................................(︁
𝑑(𝑘) +

𝑎4
2

1

𝑁B
𝜌20

)︁
𝜌−k +

𝑎4
2𝑁B

∑︁
k′

k′ ̸=0,k

𝜌k′𝜌−k′𝜌−k +

+
𝑎4
2𝑁B

𝜌k𝜌−k𝜌−k +
𝑎4
2𝑁B

∑︁
k+k2+k3=0

𝜌0𝜌k2
𝜌k3

+

+
𝑎4

3!𝑁B

∑︁
k+k1+k2+k3=0

𝜌k1
𝜌k2

𝜌k3
= 0. (1.84)

.......................................

Вважаємо, що останнiй доданок в (1.83) та два
останнi доданки в системi рiвнянь (1.84) дуже ма-
лi. Середнi їх значення за розподiлом Гауса чи
за iншою парною функцiєю розподiлу дорiвнюють
нулевi. Опускаємо цi доданки i приводимо систему
до вигляду:
√
𝑁𝜇*−𝑑(0)𝜌0−

𝑎4
3!𝑁B

𝜌30−
1

2
𝑎4𝜌0

1

𝑁B

∑︁
𝑘 ̸=0

𝜌k𝜌−k = 0,

(1.85)
................................................

(︁
𝑑(𝑘)+

𝑎4
2

1

𝑁B
𝜌20

)︁
𝜌−k +

𝑎4
2𝑁B

⎛⎝ ∑︁
k′ ̸=0,k

𝜌k′𝜌−k′

⎞⎠ 𝜌−k +

+
𝑎4
2𝑁B

𝜌k𝜌−k𝜌−k = 0. (1.86)

................................................
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Завжди 𝑑(𝑘) > 𝑑(0), 𝑑(0) < 0. Рiвняння (1.83)
та (1.85) мають завжди вiдмiннi вiд нуля коренi.
Зокрема при 𝜇* = 0

1

𝑁B
(𝜌0)

2 ≈ 3!

𝑎4

[︁
−𝑑(0)− 𝑎4

2𝑁B

∑︁
𝑘

𝑘 ̸= 0

𝜌k𝜌−k

]︁
. (1.87)

Тут 𝑑(0) = 𝑎2 − 𝛽𝑁/𝑉 Φ̃(0) < 0 за умовою задачi.
При 𝑇 → 0 𝑑(0) → −∞, звiдки очевидно, що, по-
перше, iснує нетривiальний розв’язок для 𝜌0 i, по-
друге, що 𝜌0 – макроскопiчна величина.

За умови 𝜇* = 0 покажемо, що всi рiвняння для
𝜌k в (1.86) мають тiльки нульовi розв’язки. При-
пустимо, що для певного 𝑘 = 𝑘1, 𝜌k1

̸= 0 i задо-
вольняє одне з рiвнянь (1.86). Видiлимо з системи
(1.86) це рiвняння для 𝜌k1

i скоротимо його на 𝜌k1
,

маючи на увазi, що 𝜌k1 ̸= 0. Тодi, використовуючи
(1.87), матимемо

𝑑(𝑘1) +
3!

2

[︃
− 𝑑(0)− 𝑎4

2𝑁B

∑︁
𝑘

𝑘 ̸= 0

𝜌k𝜌−k

]︃
+

+
𝑎4
2𝑁B

(︃ ∑︁
𝑘′

𝑘′ ̸= 0, 𝑘1

𝜌k′𝜌−k′

)︃
+

𝑎4
2𝑁B

𝜌k1
𝜌−k1

= 0.

Визначаємо величину
𝑎4
2𝑁B

𝜌k1
𝜌−k1

= 𝑑(𝑘1)− 3𝑑(0)− 𝑎4
𝑁B

∑︁
𝑘′ ̸=0,𝑘1

𝜌k′𝜌−k′

або
𝑎4
𝑁B

∑︁
𝑘′ ̸=0

𝜌k′𝜌−k′ = 𝑑(𝑘1)− 3𝑑(0).

Пiдставляємо в (1.87)
𝑎4

𝑁B3!
(𝜌0)

2 =
[︁
−𝑑(0)− 1

2
𝑑(𝑘1) +

3

2
𝑑(0)

]︁
=

=
1

2

[︁
𝑑(0)− 𝑑(𝑘1)

]︁
=

1

2
[𝛼(0)− 𝛼(𝑘1)] < 0. (1.88)

Ми одержали протирiччя, з якого випливає, що
при 𝜇* = 0 максимум експоненти 𝐸(𝜌) i пiдiнте-
гральної функцiї в (1.81) реалiзується тiльки у ви-
падку 𝜌0 ̸= 0; 𝜌k = 0 для всiх 𝑘 ̸= 0. Ми одержали
важливий якiсний результат.

Якщо розглядати статистичну суму (1.80) чи
(1.81) як функцiонал вiд функцiй 𝜌k, то макси-
мум пiдiнтегральної функцiї досягається лише для
станiв

𝜌0 ̸= 0, 𝜌k = 0 для всiх 𝑘 ̸= 0.

Найбiльш ймовiрне значення 𝜌0 буде пов’язане в
нашiй задачi з параметром порядку.

Тепер зрозумiло, як потрiбно розраховувати ста-
тистичну суму (1.80). Iнтегрування вiдбувається
якби у два етапи.

На першому етапi послiдовне iнтегрування у
просторi {𝜌k} починаємо вiд 𝜌k з 𝑘 = 𝐵 i закiн-
чуємо 𝜌k з 𝑘 > 0.

Тут виникає групова симетрiя мiж коефiцi-
єнтами послiдовно одержуваних гамiльтонiанiв
𝐸𝑛(𝜌), пов’язаних мiж собою четвiрним додан-
ком

∑︀
k1 ...k4

𝑎4𝜌k1
... 𝜌k4

𝛿k1+ ...+k4
, що входить до

складу гамiльтонiана в (1.82). Ця симетрiя вiд-
ображає масштабну iнварiантнiсть коефiцiєнтiв у
послiдовно одержуваних гамiльтонiанах. Iнварiан-
тнiсть, вiдкриту Уiдомом i Кадановим [29, 30]. Тер-
модинамiчною характеристикою цiєї ситуацiї є не-
стiйкий режим, так званий “критичний” режим,
що характеризується зростанням ентропiї при зни-
женнi температури, вiд’ємною теплоємнiстю тощо.
При кожнiй температурi 𝑇 ̸= 𝑇c, але 𝑇 → 𝑇c

критичний режим доповнюється стiйким грани-
чним режимом гаусового типу. Поведiнка сумар-
них термодинамiчних функцiй описує фазовий пе-
рехiд другого роду у точцi 𝑇 = 𝑇c i 𝑁

𝑉 =
(︀
𝑁
𝑉

)︀
𝑐
, з вiд-

повiдними критичними iндексами i амплiтудами.
У результатi iнтегрування по всiх {𝜌k}, 𝑘 ̸= 0,

на першому етапi виникає результуючий гамiльто-
нiан другого етапу та iнтегрування по макроскопi-
чнiй змiннiй 𝜌0. Головнi подiї тут будуть пов’язанi
з новими доданками у гамiльтонiанi (1.82), а саме
з доданками

√
𝑁B𝜇

*(𝜌0 + M̃1), якi, як виясниться,
нестимуть основне навантаження при описi фазо-
вого переходу першого роду, що вiдбувається при
𝑇 < 𝑇c. Далi iндекс 𝐵 бiля 𝑁 опускаємо.

2. Перший етап. Iнтегрування у просторi
{𝜌k}, 𝑘 ̸= 0, симетрiя ренормалiзацiйної
групи, критична точка, граничнi гаусовi
режими, вiльна енергiя, критичнi iндекси

Приступаємо до iнтегрування виразу (1.81) для
статистичної суми Ξ

(1)
𝐿 . Змiннi iнтегрування не роз-

дiлюються: 𝑑2(𝑘) є функцiєю 𝑘, у четвiрному до-
данку усi 𝑘1 ... 𝑘4 пов’язанi мiж собою символом
Кронекера. Немає роздiлення змiнних нi у просто-
рi {𝜌k}, нi у просторi фур’є-спряжених {𝜌𝑙}.

Тому область iнтегрування 0 < 𝑘 ≤ 𝐵 розбива-
ється на шари (𝐵𝐵1), перший шар 𝐵1 < 𝑘 ≤ 𝐵
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Фазовi переходи в околi критичної точки газ–рiдина

i далi: (𝐵1𝐵2), ..., (𝐵𝑛−1𝐵𝑛), де 𝐵𝑛 = 𝐵
𝑠𝑛 , 𝑠 – ста-

ла подiлу. Спершу ведеться iнтегрування по 𝜌k у
шарi (𝐵𝐵1), потiм – у шарi (𝐵1𝐵2) i т.д.

Змiннi 𝜌k, у яких iндекс 𝑘 належить до iнтервалу
𝐵1 < 𝑘 ≤ 𝐵 i по яких вестиметься iнтегрування,
позначаються буквами 𝜂𝑘:∫︁

... (𝑑𝜌)𝑁B =

∫︁
... (𝑑𝜌)𝑁𝐵1 (𝑑𝜂)𝑁B−𝑁𝐵1.

Щоб можна було факторизувати вирази пiд iн-
тегралом при iнтегруваннi по (𝑁B − 𝑁𝐵1

) змiн-
них 𝜂𝑘 (𝑁𝐵1

змiнних 𝜌k ми не рухаємо), необхiдно
мати iнтегральну форму для символа Кронекера
𝛿k1+ ...+k4 . Це досягається прийомом∫︁

... (𝑑𝜂)𝑁B−𝑁𝐵1 =

∫︁
...

∏︁
0<𝑘≤𝐵1

𝛿(𝜂k − 𝜌k)(𝑑𝜂)
𝑁B,

який, мабуть, i є основним моментом у запропо-
нованому нами методi iнтегрування статистичної
суми.

У кожному шарi потенцiал взаємодiї Φ̃(𝑘), а от-
же i 𝑑2(𝑘) замiнюються на їх середнi значення для
кожного шару. Так, у шарi (𝐵𝐵1), 𝐵1 < 𝑘 ≤ 𝐵 для
Φ̃(𝑘) береться Φ̃(𝑘) → Φ̃(𝐵𝐵1) =

1
2 [Φ̃(𝐵)+Φ(𝐵1)] –

середнє арифметичне (або середнє геометричне),
вiдповiдно

𝑑2(𝑘) → 𝑑2(𝐵1𝐵) =
1

2

(︁
𝑑2(𝐵) + 𝑑2(𝐵1)

)︁
або
𝑑2(𝐵𝐵1) =

𝑑2(𝐵) + 𝑑2(𝐵1)

𝑁B −𝑁𝐵1

.

Статистична сума (1.81) переписується у
виглядi

Ξ
(1)
𝐿 =

√
2
𝑛−1

[𝑄(M2M4)]
𝑁

∫︁
exp

{︂√
𝑁𝜇*(𝜌0+M̃1)−

−1

2

∑︁
𝑘<𝐵1

[𝑑2(𝑘)− 𝑑2(𝐵1𝐵)]𝜌k𝜌−k +

+
1

2

∑︁
𝐵1<𝑘≤𝐵

ΔΦ̃(𝑘)𝜂k𝜂−k −

− 1

2

∑︁
𝑘<𝐵

𝑑2(𝐵1𝐵)𝜂k𝜂−k − 1

4!

1

𝑁
𝑎4 ×

×
∑︁

𝑘1, ..., 𝑘4

𝑘𝑖 < 𝐵

𝜂k1
... 𝜂k4

𝛿k1+ ...+k4

}︂
,

∏︁
0<𝑘≤𝐵1

𝛿(𝜂k − 𝜌k)(𝑑𝜂)
𝑁 (𝑑𝜌)𝑁1 , (2.1)

де ΔΦ̃(𝑘) = 𝛽Φ̃(𝑘)−𝛽Φ̃(𝐵1𝐵). При дальшому iнте-
груваннi будемо нехтувати цiєю поправкою. Вона
врахована в [9] i дуже акуратно в [17]; її врахуван-
ня дає малий критичний iндекс. Забираємо також
iндекс 𝐵 бiля 𝑁B i пишемо всюди 𝑁 .

За допомогою замiн

𝜂l =
1√
𝑁

∑︁
0<𝑘≤𝐵

𝜂k𝑒
𝑖kl; 𝜂k =

1√
𝑁

∑︁
l

𝜂l𝑒
−𝑖kl, (2.2)

де 𝑙(𝑙𝑥, 𝑙𝑦, 𝑙𝑧) – координати вузлiв блочної ґратки

(𝑑𝜂)𝑁 =
√
2
−𝑁+1

𝑑𝜂𝑙, (2.3)∏︁
0≤𝑘≤𝐵1

𝛿(𝜂k − 𝜌k) =

=

∫︁ [︁
exp 𝑖2𝜋

∑︁
𝑘<𝐵1

𝜈k(𝜂k − 𝜌k)
]︁
(𝑑𝜈)𝑁1 =

=

∫︁
exp
(︁
−𝑖2𝜋

∑︁
𝑘

𝜈k𝜌k

)︁
exp
(︁
𝑖2𝜋

∑︁
𝑙

𝜈𝑙𝜂𝑙

)︁
(𝑑𝜈)𝑁1 ,

де

𝜈l =
1√
𝑁

∑︁
𝑘<𝐵1

𝜈k exp(−𝑖kl). (2.4)

Тодi формула (2.1) запишеться 4

Ξ
(1)
𝐿 = [𝑄(M2,M4)]

𝑁

∫︁
exp

{︃
√
𝑁𝜇*(𝜌0 +M1)−

− 1

2

∑︁
𝑘<𝐵1

(𝑑2(𝑘)− 𝑑2(𝐵1𝐵))𝜌k𝜌−k −

− 𝑖2𝜋
∑︁
𝑘<𝐵1

𝜈k𝜌k

}︃
(𝑑𝜌)𝑁1

(︃∏︁
𝑙

∞∫︁
−∞

exp
{︁
−1

2
𝑑2(𝐵1𝐵)𝜂2𝑙 −

− 1

4!
𝑎4𝜂

4
𝑙 + 𝑖2𝜋𝜈𝑙𝜂𝑙

}︁
𝑑𝜂𝑙

)︃
(𝑑𝜈)𝑁1 . (2.5)

4 Маємо добуток однократних iнтегралiв:

∏︁
l

∞∫︁
−∞

exp
[︁
−
1

2
𝑑2(𝐵1𝐵)𝜂2l −

1

4!
𝑎4𝜂

4
l + 𝑖2𝜋𝜂l𝜈l

]︁
𝑑𝜂l =

=
[︁
𝑄
(︁ 𝑑2

(2𝜋)2
,

𝑎4

(2𝜋)4

)︁]︁𝑁
𝐼(𝜈l),

де 𝐼(𝜈l) =
∏︀
l
exp

[︁
− 1

2
(2𝜋)2𝑃2𝜈2l − 1

4!
(2𝜋)4𝑃4𝜈42 + ...

]︁
.
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Iнтегрування по 𝜂𝑙 аналогiчне iнтегруванню по �̃�𝑙

при переходi вiд (1.77) до (1.81), i ми одержуємо

Ξ
(1)
𝐿 = 2𝑁 �̃�1

∫︁ [︃
exp

√
𝑁𝜇*(𝜌0 + M̃1)×

× exp−1

2

∑︁
𝑘<𝐵1

[𝑑2(𝑘)− 𝑑2(𝐵1𝐵)]𝜌k𝜌−k ×

× exp

(︃
−𝑖2𝜋

∑︁
𝑘<𝐵1

𝜈k𝜌k

)︃
exp

[︃
−1

2
(2𝜋)2𝑃2 ×

×
∑︁
𝑘<𝐵1

𝜈k𝜈−k − 1

4

1

𝑁
(2𝜋)4𝑃4 ×

×
∑︁

k1, ...,k4

𝜈k1 ... 𝜈k4𝛿k1+ ...+k4 − ...

]︃
(𝑑𝜌)𝑁1(𝑑𝜈)𝑁1,

(2.6)

де

�̃�1 =
[︁
𝑄(M̃2M̃4)𝑄

(︂
𝑑2

(2𝜋)2
𝑎4

(2𝜋)4

)︂]︁𝑁
,

𝑃2 =
√
12𝑎

−1/2
4 𝒦(𝑧) =

4

𝑑(𝐵1𝐵)

√
𝑧𝒦(𝑧),

𝑃4 = 6𝑎−1
4 ℒ(𝑧)𝑠−3 =

8

(𝑑(𝐵1𝐵))2
𝑧ℒ(𝑧)𝑠−3,

𝑧 =
3

4

[𝑑(𝐵1𝐵)]2

𝑎4
.

(2.7)

Вираз 𝑄
(︁

𝑑2

(2𝜋)2 ,
𝑎4

(2𝜋)4

)︁
=
(︁
12
𝑎4

)︁1/4
𝑧1/4 exp 𝑧𝐾1/4(𝑧) у

точностi збiгається з виразом 𝑄(M̃2, M̃4), що в
(1.81), якщо тiльки замiнити M̃2 на 𝑑2

(2𝜋)2 , а |M̃4|
на 𝑎4

(2𝜋)4 .
Iнтегрування

∫︀
... (𝑑𝜈)𝑁1 аналогiчне iнтегруван-

ню в (1.77) по (𝑑𝜔). Щоб його виконати, змiннi 𝜈k
пiд iнтегралом у (2.6) мають бути роздiленi. Ве-
личини �̃�1, 𝑃2, 𝑃4 є константами, залежнiсть вiд 𝑘
випливає лише iз символа Кронекера. Тому роздi-
лення змiнних iнтегрування наставатиме, подiбно
як це ми мали у випадку (1.77), при переходi вiд
змiнних 𝜈k до вузлових змiнних 𝜈𝑚. Їх має бути
𝑁1, стiльки ж, скiльки є змiнних 𝜈k. То ж вводимо

𝜈m =
1√
𝑁1

∑︁
0≤𝑘≤𝐵1

𝜈k𝑒
𝑖𝑘m,

𝜈k =
1√
𝑁1

∑︁
m

𝜈m𝑒−𝑖𝑘m.
(2.8)

Вектори m нумерують вузли нової кубiчної ґратки
з перiодом 𝑐1 = 𝑠𝑐 та вiдповiдною зоною Брiлюена:

0 < 𝑘 ≤ 𝐵1, 𝐵1 = 𝐵/𝑠 =
𝜋

𝑐1
,

m = (𝑚𝑥i+𝑚𝑦j+𝑚𝑧k)𝑐1.

Для хвильових векторiв маємо

𝑘𝑖 =
2𝜋𝑛𝑖

𝑁𝑖𝑐
=

2𝜋𝑛𝑖

𝑁1𝑖𝑐1
; −𝑁1𝑖

2
≤ 𝑛𝑖 ≤

𝑁1𝑖

2
,

𝑁𝑖 = 𝑁𝑥 = 𝑁𝑦 = 𝑁𝑧; 𝑁3
𝑖 = 𝑁,

𝑁1𝑖 = 𝑁1𝑥 = 𝑁1𝑦 = 𝑁1𝑧; 𝑁3
1𝑖 = 𝑁1.

(2.9)

Об’єм перiодичностi кристала залишається незмiн-
ним:

𝑉 = 𝑁𝑐3 = 𝑁1𝑐
3
1.

У нових вузлових змiнних 𝑚l окремi доданки га-
мiльтонiана в (2.6) виглядають так:∑︁
𝑘<𝐵1

𝜈k𝜈−k =
∑︁
m

𝜈2m,

1

𝑁

∑︁
𝑘1,...,𝑘4

𝜈k1
... 𝜈k4

𝛿k1+ ...+k4
=

1

𝑠3

∑︁
m

𝜈4m +

+
1

𝑁

∑︁
𝑘1,...,𝑘4

𝜈k1
... 𝜈k4

Ω(𝑘1 ... 𝑘4),

де

Ω(k1, ...,k4) =
1

𝑁1

∑︁
m

exp [𝑖(k1 + ... + k4)m]×

×

[︃
1

𝑠3

∑︁
Δl

exp[𝑖(k1 + ... + k4)Δl]− 1

]︃
.

Функцiя Ω(𝑘1, ..., 𝑘4) = 0, коли 𝑘1 + ... + 𝑘4 = 0.
Як показали конкретнi розрахунки [9], поправ-
кою Ω(𝑘1, ..., 𝑘4) можна знехтувати. Ми опустили
у (2.6) доданки з сумами по 𝑘, що бiльшi як чо-
тири, тобто обмежились четвiрним наближенням.
Iнтеграли по 𝜈k переходять у добуток iнтегралiв
по 𝜈m, так, як це було у нас ранiше при iнтегру-
ваннi по �̃�𝑙. Тепер цей вираз для Ξ

(1)
𝑙 ми випишемо

явно, вводячи у (2.6) змiннi 𝜈m:

Ξ
(1)
𝐿 = �̃�1

∫︁
exp

(︁√
𝑁𝜇*(𝜌0 + M̃1)

)︁
×

× exp

[︃
1

2

∑︁
𝑘<𝐵1

(|𝛼(𝑘)| − |𝛼(𝐵1𝐵)|𝜌k𝜌−k

]︃
×
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× (1 + Δ̂𝜑 + Δ̂𝑚 + ... )
∏︁
m

{︃ ∞∫︁
−∞

exp(−𝑖2𝜋𝜈m𝜌m)×

× exp

[︂
− (2𝜋)2

2
𝑃2𝜈

2
m − (2𝜋)4

4!
𝑃4𝜈

4
m

]︂
𝑑𝜈m

}︃
×

×(
√
2)𝑁1−1(𝑑𝜌)𝑁1 . (2.10)

Iнтегруємо по 𝜈m i одержуємо

Ξ
(1)
𝐿 = �̃�1(

√
2)𝑁1−1 (𝑄(𝑃2𝑃4))

𝑁1 ×

×
∫︁

exp
√
𝑁𝜇*(𝜌0 + M̃1)×

× exp
1

2

[︃ ∑︁
𝑘<𝐵1

(|𝛼(𝑘)| − |𝛼(𝐵1𝐵)|)𝜌k𝜌−k ×

× exp

[︃
−1

2
𝑅2

∑︁
𝑘<𝐵1

𝜌k𝜌−k − 1

4!

1

𝑁1
𝑅4 ×

×
∑︁

𝑘1, ..., 𝑘4

𝑘𝑖 < 𝐵1

𝜌k1 ... 𝜌k4𝛿
𝐵1(k1+ ...+k4)

]︃
(𝑑𝜌)𝑁1 . (2.11)

Тут

𝑄(𝑃2𝑃4) =
4
√
12

2𝜋
[𝑃4]

−1/4𝜁1/4 exp[𝜁]𝐾1/4(𝜁),

𝜁 =
3

4

𝑃 2
2

𝑃4
,

𝑅2 =
√
12𝑃

−1/2
4 𝒦(𝜁); 𝒦(𝜁) =

√
𝜁(𝐾(𝜁)− 1);

𝑅4 = 6
𝑃4

ℒ(𝜁); ℒ(𝜁) = 6𝒦2(𝜁) + 4
√
𝜁𝒦(𝜁)− 1;

𝐾(𝜁) =
𝐾3/4(𝜁)

𝐾1/4(𝜁)
.

(2.12)

𝛿(𝐵1)(k1+ ...+k4) – символ Кронекера для 𝑘𝑖 ≤ 𝐵1.
Ми знехтували поправками Δ̂𝜑, Δ̂𝑚 на усередне-

ння потенцiалу 5 i на перехiд на нову ґратку m.
Позначимо через

𝑑
(1)
2 = |𝛼(𝐵1𝐵)|+𝑅2, 𝑎

(1)
4 = 𝑅4,

𝑑
(1)
2 (𝑘) = 𝑎

(1)
2 − |𝛼(𝑘)|,

(2.13)

�̃�1

√
2
𝑁1−1

𝑄(𝑃2𝑃4)
𝑁1 = 𝐶𝒜. (2.14)

5 Поправки, пов’язанi з оператором Δ̂𝜑, в рамках моделей
𝜌4 i 𝜌6 враховано, вiдповiдно, в роботах [17] i [18].

В 𝐶𝒜 зiбрано результати iнтегрування по �̃�𝑙, 𝜂𝑙,
𝜈𝑚:

𝒜 =

[︃(︂
𝑄

(︂
𝑑2

(2𝜋)2
,

𝑎4
2𝜋)4

)︂)︂𝑁 √
2
𝑁1−𝑁

(𝑄(𝑃2𝑃4))
𝑁1

]︃
,

(2.15)

𝐶 = 2𝑁
√
2
𝑁1−1

𝑄(M̃2, M̃4)
𝑁.

Коефiцiєнт 𝐶 пов’язаний з одержанням вихiдної
густини мiри у 𝜌k представленнi; вираз у квадра-
тних дужках є результатом iнтегрування у фазо-
вому шарi 𝜌k для 𝐵1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐵. Тодi остаточно для
Ξ
(1)
𝐿 одержимо

Ξ
(1)
𝐿 =

∫︁
𝑊

(1)
4 (𝑑𝜌)𝑁1, (2.16)

де 𝑊
(1)
4 – нова базисна густина мiри

𝑊
(1)
4 = 𝐶𝒜 exp𝐸

(1)
4 (𝜌),

𝐸
(1)
4 (𝜌) =

√
𝑁𝜇*(𝜌0 −M1)−

1

2

∑︁
𝑘<𝐵1

𝑑
(1)
2 (𝑘)𝜌k𝜌−k −

− 1

4!

1

𝑁1
𝑎
(1)
4

∑︁
𝑘1, ..., 𝑘4

𝑘𝑖 < 𝐵1

𝜌k1
... 𝜌k4

𝛿𝑘1+ ...+𝑘4
. (2.17)

Ми одержали новий вираз для статистичної суми,
заданий у фазовому просторi 𝑁1 змiнних 𝜌k. Пiд
iнтегралом у (2.16) маємо “згладжену” густину мi-
ри, задану на блочнiй ґратцi зi сталою 𝑐1 = 𝑠 𝑐,
яка в 𝑠 разiв бiльша за попередню 𝑐. Гамiльтонiан
задачi 𝐸(1)

4 (𝜌) має новi коефiцiєнти 𝑑
(1)
2 (𝑘) i 𝑎(1)4 . У

наших розрахунках обмежимось четвiрною густи-
ною мiри.

Щоб розв’язати задачу про фазовий перехiд газ–
рiдина в околi критичної точки, ми маємо знайти
явнi вирази для всiх коефiцiєнтiв 𝑑

(𝑖)
2 , 𝑎(𝑖)4 блочних

гамiльтонiанiв, одержати явнi вирази для парцi-
альних статистичних сум типу (2.15) для всiх фа-
зових шарiв, просумувати усе i одержати кiнцевi
результати для термодинамiчних величин (1.8) та
(1.14).

То ж почнемо iз рекурентних спiввiдношень мiж
𝑑
(1)
2 (𝑘), 𝑎(1)4 i 𝑑2(𝑘), 𝑎4, щоб в результатi визначити

всi характеристики фазових шарiв.
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3. Рекурентнi спiввiдношення

У спiввiдношеннях (2.13) пiдставимо замiсть 𝜁, 𝑅2

i 𝑅4 їх значення з формул (2.12). Величини 𝑅2, 𝑅4

та 𝜁 виражаються через функцiї 𝑃2 i 𝑃4 i аргумент
𝑧, що заданi у формулах (2.7). Далi у правiй сто-
ронi рiвняння для 𝑎

(1)
2 додаємо i вiднiмаємо 𝑎2. В

результатi одержуємо такi два рiвняння мiж 𝑎
(1)
2 i

𝑎
(1)
4 та 𝑎2 i 𝑎4:

𝑎
(1)
2 = 𝑎2 + 𝑑2(𝐵1𝐵)ℳ(𝑧),

ℳ(𝑧) = 𝒩 (𝑧)− 1 =

√
𝜁𝒦(𝜁)√
𝑧𝒦(𝑧)

− 1
(3.1)

та

𝑎
(1)
4 =

𝑁

𝑁1

ℒ(𝜁)
ℒ(𝑧)

𝑎4. (3.2)

Функцiї 𝒦, ℒ i 𝜁 поданi в (2.12). Iз написаних
рiвнянь випливає, що залежнiсть 𝑎

(1)
2 i 𝑎

(1)
4 вiд

𝛽Φ̃(𝐵1𝐵), 𝑎2 i 𝑎4 складається з “двох крокiв”: ар-
гументами першого кроку iнтегрування є

𝑑2(𝐵1𝐵) = 𝑎2 − |𝛼(𝐵1𝐵)|, 𝑎4, 𝑧 =
3

4

(𝑑2(𝐵1𝐵))2

𝑎4
,

з яких шляхом iнтегрування по 𝜂 у (2.1), (2.5) i
(2.6) виникають аргументи другого кроку

𝑃2, 𝑃4 та 𝜁 =
3

4

𝑃 2
2

𝑃4
,

де 𝜁 – складна форма вiд iнтегрування у першому
кроцi

𝜁 =
3

2

𝑁

𝑁1

𝒦2(𝜁)

ℒ(𝑧)
.

При цьому ми зробили ряд апроксимацiй:
– нехтували поправками на усереднення потен-

цiалу Φ̃(𝑘) у кожному з шарiв6;
– опустили поправки, пов’язанi з переходом на

нову ґратку;
– в усьому процесi iнтегрування обмежувались

базисним четвiрним розподiлом.
За вказаних спрощень проiнтегруємо статисти-

чну суму по наступних шарах фазового простору

6 Поправки обчисленi в роботах [9, 17, 18] i приводять до
появи малого критичного iндексу 𝜂; поправки ж, пов’я-
занi з переходом на нову ґратку, несуттєвi.

𝜌k: 𝐵2 ≤ 𝑘 < 𝐵1, 𝐵3 ≤ 𝑘 < 𝐵2, ..., 𝐵𝑛 ≤ 𝑘 < 𝐵𝑛−1.
Замiнюємо в кожному шарi потенцiал Φ̃(𝑘) його
середнiм значенням, пiсля iнтегрування в 𝑛 послi-
довних шарах одержуємо статистичну суму у ви-
глядi

Ξ
(1)
𝐿 =

∫︁
𝑊𝑛(𝜌)(𝑑𝜌)

𝑁𝑛 , (3.3)

де 𝑊𝑛 = 𝐶𝒜1 ...𝒜𝑛 exp𝐸
(𝑛)
4 (𝜌), 𝒜𝑛 – парцiальна

статистична сума 𝑛-го шару,

𝒜𝑛 =

{︃
𝑄

[︃
𝑑
(𝑛−1)
2

(2𝜋)2
𝑎
(𝑛−1)
4

(2𝜋)4

]︃}︃𝑁𝑛−1

×

×
[︁
𝑄
(︁
𝑃

(𝑛−1)
2 𝑃

(𝑛−1)
4

)︁]︁𝑁𝑛

(
√
2)𝑁𝑛−𝑁𝑛−1 ,

𝐸𝑛
4 (𝜌) =

√
𝑁𝜇*(𝜌0 + M̃1)−

1

2

∑︁
𝑘<𝐵𝑛

𝑑
(𝑛)
2 (𝑘)𝜌k𝜌−k −

− 1

4!

1

𝑁𝑛
𝑎
(𝑛)
4

∑︁
𝑘1, ..., 𝑘4

𝑘𝑖 < 𝐵𝑛

𝜌k1
... 𝜌k4

𝛿𝑘1+ ...+𝑘4
,

𝑑
(𝑛)
2 (𝑘) = 𝑎

(𝑛)
2 − |𝛼(𝑘)|. (3.4)

В результатi iнтегрування в 𝑛 послiдовних ша-
рах, спираючись на (3.1) i (3.2), запишемо загальнi
рекурентнi спiввiдношення:

𝑎
(𝑛+1)
2 = 𝑎

(𝑛)
2 +ℳ(𝑧(𝑛))𝑑𝑛2 (𝐵𝑛+1𝐵𝑛), (3.5)

𝑎
(𝑛+1)
4 = 𝑎

(𝑛)
4

𝑁𝑛

𝑁𝑛+1

ℒ(𝜁(𝑛))
ℒ(𝑧(𝑛))

, (3.6)

𝜁(𝑛) =
3

2

𝑁𝑛

𝑁𝑛+1

𝒦2(𝑧(𝑛))

ℒ(𝑧(𝑛))
,

𝑧(𝑛) = 3
[︁
𝑎
(𝑛)
2 − |𝛼(𝐵𝑛+1𝐵𝑛)|

]︁2
(4𝑎

(𝑛)
4 )−1,

𝑁𝑛𝑐
3
𝑛 = 𝑁𝑐3 = 𝑉.

Зi спiввiдношень (3.3)–(3.6) одержуємо вихiднi ве-
личини для дослiдження фазових переходiв в око-
лi критичної точки. Нам слiд знову, як це було в
(1.81)–(1.88), повернутись до рiвнянь Ейлера вже
для форми (3.4). Припустимо, що ми проiнтегру-
вали по всiх 𝜌k в границi 𝑛 → ∞ i залишається
ще проiнтегрувати по змiннiй 𝜌0, яка є макроско-
пiчною величиною.

Дослiдження системи рiвнянь Ейлера для фор-
ми (3.4) приведе нас до аналогiчних висновкiв i
результатiв, як i тi, що поданi в (1.81)–(1.88). Ми
знову переконаємось, що єдиною функцiональною
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змiнною, що надає максимуму функцiї 𝐸(𝑛)(𝜌) є
𝜌0 ̸= 0 i при тому всi iншi 𝜌k у (3.4) мають дорiв-
нювати нулевi 𝜌k = 0 для 𝑘 ̸= 0. Ця змiнна визна-
чатиме параметр порядку системи, для якого ми
тепер у (3.4) мали б оцiнку

√
𝑁𝜌0 = ±

(︃
−𝑑

(𝑛)
2 (0)𝑁𝑛

𝑎
(𝑛)
4

3!

)︃1/2
. (3.7)

При 𝑇 < 𝑇c параметр порядку визначатиме ска-
чок густини у фазовому переходi 1-го роду. I цей
скачок прямуватиме до нуля при наближеннi до
𝑇c, а фазовий перехiд першого роду переходитиме
у фазовий перехiд другого роду, що має мiсце при
𝑇 = 𝑇c.

З цього з (3.7) випливало б, що при 𝑛 → ∞

𝑑
(𝑛)
2 (0) < 0 при 𝑇 < 𝑇c,

𝑑
(𝑛)
2 (0) = 0 при 𝑇 = 𝑇c,

𝑑
(𝑛)
2 (0) > 0 при 𝑇 > 𝑇c.

(3.8)

I для критичної точки дається таке означення:
критичною температурою називається температу-
ра 𝑇c, для якої у рекурентних спiввiдношеннях
(3.5), (3.6) iснує границя

lim
𝑛→∞

𝑑
(𝑛)
2 [𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛] = 0, lim

𝑛→∞
𝐵𝑛 = 0.

При тому згiдно з (3.8)

lim
𝑛→∞

𝑑
(𝑛)
2 (𝐵𝑛) ≥ 0, lim

𝑛→∞
𝑑
(𝑛)
2 (0) ≤ 0. (3.9)

Це твердження не залежить вiд того, яка форма
береться для базисної густини мiри – четвiрна, ше-
стiрна чи бiльша. Можливо, це найточнiше озна-
чення 𝑇c.

Повернемось до формул (3.5), (3.6). Це основнi
спiввiдношення запропонованого тут методу iнте-
грування статистичної суми. Функцiї 𝒦, ℒ i 𝜁 є
монотонними функцiями своїх аргументiв. Пода-
мо короткi форми їх розкладiв у ряди за малими

Таблиця 1. Значення функцiй 𝒦(𝑧),
ℒ(𝑧) i 𝜁(𝑧) у рекурентних спiввiдношеннях

𝑧 𝒦(𝑧)
√
𝑧𝒦(𝑧) ℒ(𝑧) 𝜁/𝑠3

0 0,478 0 0,371 0,924
0,1 0,343 0,108 0,139 1,267
3,0 0,130 0,226 0,003 4,653
∞ 0 0,250 (3/32)𝑧−2 𝑧

i за великими значеннями аргументiв. Для малих
значень аргументiв:

𝒦(𝑧) =
√
2𝛾[1− 1,607

√
𝑥+ 1,828𝑥−𝑂(𝑥3/2)],

ℒ(𝑧) = [(12𝛾2 − 1)− 1,701
√
𝑥+ 4,206𝑥−𝑂(𝑥3/2)],

𝜁𝑛(𝑧) = 𝜁0
𝑁𝑛−1

𝑁𝑛
(1 + 1,374

√
𝑥+

+1,199𝑥+𝑂((𝑥3/2)),

𝑥 =
𝑧

2
; 𝛾 = Γ(3/4)/Γ(1/4) = 0,338;

𝜁0 = 𝜁𝛾2/(12𝛾2 − 1) ≈ 0,924.

(3.10)

При великих 𝑧:

𝒦(𝑧) =
1

4
√
𝑧

1− 15/32𝑧−1 +𝑂(1/𝑧2)

1− 3/32𝑧−1 +𝑂(1/𝑧2)
,

ℒ(𝑧) = 3

32
𝑧−2

(︂
1− 21

8
𝑧−2 +𝑂(𝑧−2)

)︂
,

𝜁𝑛(𝑧) = 𝑧
𝑁𝑛−1

𝑁𝑛

(︂
1 +

15

8
𝑧−1 −𝑂(𝑧−2)

)︂
,

𝑧(𝑛) =
3

4

[𝑎
(𝑛)
2 − |𝛼(𝐵𝑛+1𝐵𝑛)|]2

𝑎
(𝑛)
4

.

(3.11)

Подаємо також табл. 1 значень цих функцiй.
Бачимо, що i при малих, i при великих значен-

нях аргумента функцiї 𝒦(𝑧) i ℒ(𝑧) сходяться ду-
же повiльно. Це означає, що у конкретних розра-
хунках належить розглядати ряди Маклорена цих
функцiй тiльки в околi конкретних фiзичних то-
чок. Наведенi значення функцiй 𝒦(𝑧), ℒ(𝑧) i 𝜁(𝑧)
справедливi тiльки, коли 𝑑(𝐵𝑛+1𝐵𝑛) > 0, випадок
вiд’ємних значень буде розглядатись окремо 7. Ва-
жливо сказати, що величина промiжного аргумен-
та 𝜁(𝑧) пропорцiйна до вiдношення 𝑁𝑛

𝑁𝑛+1
= 𝑠3 i є,

звичайно, величиною значно бiльшою за одиницю.
Функцiя ℒ(𝜁) при великих 𝜁 веде себе як 𝜁−2, тоб-
то пропорцiйна 𝑠−6, а функцiя ℒ(𝑧) при малих 𝑧

є константою; тож рiвняння (3.2) чи (3.6) для 𝑎
(𝑛)
4

записується у виглядi

𝑎
(𝑛+1)
4 = 𝑎

(𝑛)
4 𝑠−6ℰ(𝑧(𝑛)) (3.12)

i функцiя ℰ(𝑧) близька до одиницi. В рiвнян-
нях (3.1) для 𝑎

(1)
2 та (3.5) для 𝑎

(𝑛+1)
2 функцiя

ℳ(𝑧(𝑛)) завжди бiльша за одиницю i тому пове-
дiнка 𝑎

(1)
2 суттєво залежить вiд знака 𝑑(𝐵𝑛+1𝐵𝑛),

якщо 𝑑(𝐵𝑛+1𝐵𝑛) – позитивне, то 𝑎
(𝑛+1)
2 бiльше

за 𝑎
(𝑛)
2 i навпаки, а це має мiсце при 𝑇 < 𝑇c,

7 Тут i надалi замiсть 𝑑2 писатимемо 𝑑.
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якщо 𝑑(𝐵𝑛+1𝐵𝑛) < 0, то 𝑎
(𝑛+1)
2 менше за 𝑎

(𝑛)
2 .

До складу рекурентних спiввiдношень (3.5), (3.6)
входять середнi значення фур’є-образу потенцiа-
лу Φ̃(𝐵𝑛+1𝐵𝑛). У цiй роботi ведеться дослiджен-
ня термодинамiчних властивостей широкого кла-
су фiзичних систем газ–рiдина в околi критичної
точки. Дослiджуються фазовi переходи. Властиво-
стi, якi тут будуть одержанi i описанi, притаман-
нi широкому набору потенцiалiв взаємодiї, зокре-
ма тiй їх частинi, що описує притягання. Ми вже
обмежили форму фур’є-образу Φ̃(𝑘) кривою, по-
даною на рис. 2, де Φ̃(𝑘) вiдмiнне вiд нуля для
0 ≤ 𝑘 ≤ 𝐵, а Φ̃(𝐵) = 0, i це перший нуль цi-
єї функцiї. Видiлена нами форма кривої Φ̃(𝑘) для
0 ≤ 𝑘 ≤ 𝐵 iснує у всiх формах потенцiалiв притяга-
ння. Для опису властивостей коефiцiєнтiв 𝑑(𝑛)(𝑘) i
𝑎
(𝑛)
4 нам необхiдно знову таки видiлити в потенцiа-

лах, наведених на рис. 2, бiльш конкретну ознаку,
характерну для широкого класу сил притягання.
Звичайно, ця ознака мала б мати форму, зручну
для обчислень.

Все це має узасаднити апроксимування кривої,
поданої на рис. 2 параболою. Отже, покладаємо:

𝛽Φ̃(𝑘) =

{︃
𝛽Φ̃(0)(1− 2𝑏2𝑘2) для 𝑘 ≤ 𝐵′,

0 для 𝐵′ < 𝑘 ≤ 𝐵,
(3.13)

де 𝐵′ – точка перетину параболи з вiссю абсцис,
𝐵′ = 1√

2𝑏
. У вихiднiй формi (1.75) покладаємо

𝛼(𝑘) = 0 для 𝐵′ < 𝑘 ≤ 𝐵, iнтегруємо по 𝑑𝜌k з
𝐵′ < 𝑘 ≤ 𝐵, одержуємо добутки

∏︀
𝐵′<𝑘≤𝐵 𝛿(𝜔k)

та по
∏︀

k
𝐵′<𝑘≤𝐵

𝑑𝜔k i одержуємо нову форму для
(1.73) i (1.74), де 𝑘 пробiгатимуть значення 0 ≤ 𝑘 ≤
≤ 𝐵′, 𝐵′ = 1√

2𝑏
, 𝑐′ = 𝜋

𝐵′ =
√
2𝑏𝜋, 𝑉 = const =

= 𝑁B𝑐
3 = 𝑁 ′𝑐′3, 𝑁 ′ = 𝑁B

(︁
𝑐√
2𝑏𝜋

)︁3
, M′

2 = M2,

M′
4 =

𝑁 ′
B

𝑁B
M4 =

(︁
𝑐

𝜋
√
2𝑏

)︁3
M4, замiсть (𝑑𝜔)𝑁B(𝑑𝜌)𝑁B

буде (𝑑𝜔)𝑁
′
(𝑑𝜌)𝑁

′
i при iнтегруваннi по 𝜔k для

одержання (1.80) ми переходимо вiд 𝜔k до �̃�𝑙, яке
тепер дорiвнюватиме

�̃�𝑙 =
1√
𝑁 ′

∑︁
𝑘<𝐵′

𝜔k exp(−𝑖k𝑙).

В результатi iнтегрування по �̃�𝑙 у формулi (1.80)
змiняться значення коефiцiєнтiв 𝑎2 → 𝑎′2 i 𝑎4 →
→ 𝑎′4. Надалi покладемо 𝑏 = 𝑐, в результа-
тi 𝑎′2 зросте i наблизиться до одиницi, 𝑎′4 змен-
шиться пропорцiйно до (𝜋

√
2)3, в (1.81) замiсть

𝑄(M2M4) виникне новий множник 𝑄(M′
2M

′
4) =

=
4√12
2𝜋 |M′

4|−1/4(𝜁 ′)1/4 exp 𝜁 ′𝒦1/4(𝜁
′). Величина 𝜁 ′ =

= 3
4

M2
2

|M′
4| зросте i для 𝑎′2 i 𝑎′4 одержимо формули

(1.81), тiльки 𝜁 замiнюється на 𝜁 ′. Зате маємо ви-
значену залежнiсть 𝑑(𝑘) вiд 𝑘, тепер в (1.80) буде

|𝛼(𝑘)| = |𝛼(0)|(1− 2𝑏2𝑘2),

𝑑(𝑘) = 𝑑(0) + 𝑞𝑘2; 𝑑(0) = 𝑎′2 − |𝛼(0)|, (3.14)

𝑞 = 2𝑏2|𝛼(0)|; 𝛼(𝐵′) = 0; 𝑑(𝐵′) = 𝑎′2.

Середнi значення для 𝑛-го сферичного шару 8

𝛼(𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛) = 𝛼(0)− 𝑞𝑠−2𝑛,

𝑞𝑠−2𝑛 = 2𝑏2𝛼(0)⟨𝑘2⟩𝐵𝑛+1𝐵𝑛
= 𝑞𝛽(0)𝑠−2𝑛,

(3.15)

𝑞 = 1
2 (1+ 𝑠−2) для середнього арифметичного, або

𝑞 = 3
5
(1−𝑠−5)
(1−𝑠−3) для середнього геометричного. Тодi

𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛) = 𝑎
(𝑛)
2 − |𝛼(0)|+ 𝑞/𝑠2𝑛,

𝑑(𝑛+1)(𝐵𝑛+2, 𝐵𝑛+1) = 𝑎
(𝑛+1)
2 − |𝛼(0)|+ 𝑞/𝑠2(𝑛+1).

(3.16)

Повернемось до основного – до рекурентних
спiввiдношень (3.5)–(3.9), де замiсть 𝑎

(𝑛)
2 i 𝑎

(𝑛+1)
2

пiдставимо їх значення через 𝑑(𝑛) i 𝑑(𝑛+1) з (3.11).

𝑑(𝑛+1)(𝐵𝑛+2𝐵𝑛+1) = 𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1𝐵𝑛)𝒩 (𝑧(𝑛))−Δ𝑛,

(3.17)

𝑎
(𝑛+1)
4 = 𝑠−3ℰ(𝑧(𝑛))𝑎(𝑛)4 , (3.18)

де

Δ𝑛 =
𝑞

𝑠2𝑛
(1− 𝑠−2); 𝒩 (𝑧(𝑛)) =

√︀
𝜁(𝑛)𝒦(𝜁(𝑛))√
𝑧(𝑛)𝒦(𝑧(𝑛))

,

ℰ(𝑧(𝑛)) = 𝑠6
ℒ(𝜁(𝑛))
ℒ(𝑧(𝑛))

.

(3.19)

Згiдно з (3.10) i (3.11)

ℒ(𝜁(𝑛)) ≃ 3

32

1

(𝜁(𝑛))2
≃ 3

32

(︂
𝑁𝑛−1

𝑁𝑛

)︂2
∼

∼ 3

32

(︂
𝑁 ′𝑠3𝑛

𝑠3(𝑛−1)𝑁

)︂2
∼ 3

32
𝑠−6,

8 З кубiчної переходимо на сферичну ґратку. Множник пе-
реходу 6

𝜋
.
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i, отже, ℰ(𝑧(𝑛)) – величина порядку одиницi. Як
випливає з табл. 1,

√
𝑧𝒦(𝑧) i

√
𝜁𝒦(𝜁) – монотон-

но зростаючi i 𝒩 (𝑧(𝑛)) завжди бiльша за одини-
цю. Тому у правiй сторонi рiвняння (3.17) маємо
двi тенденцiї: перший доданок збiльшує результат,
другий, навпаки, зменшує його.

Справедлива теорема 1:
Для 𝜏 = 𝑇−𝑇c

𝑇0
> 0 рiвняння (3.17) i (3.18) ма-

ють граничну точку:

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛) = const > 0,

lim
𝑛→∞

𝑎
(𝑛)
4 = lim

𝑛→∞
𝑎
(𝑛𝜏 )
4 𝑠−3(𝑛−𝑛𝜏 ) = 0,

lim
𝑛→∞

𝑧(𝑛) = ∞.

(3.20)

Доведення. За означенням середнє вiд
𝑑(𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛) в областi температур, що розгля-
дається, завжди бiльше вiд нуля. З (3.6) та (3.11)
випливає

lim
𝑛→∞

𝜁(𝑛) = 𝑧(𝑛)𝑠3, lim
𝑛→∞

𝒩 (𝑧(𝑛)) = 1,

а також lim
𝑛→∞

Δ𝑛 = 0. Тодi

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑛+1)(𝐵𝑛+2𝐵𝑛+1) =

= lim
𝑛→∞

𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1𝐵𝑛) = const > 0.

Для 𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1𝐵𝑛) теорема доведена. Далi, з (3.11)
маємо:

lim
𝑛→∞

ℰ(𝑧(𝑛)) = 1, а отже, lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1
4

𝑎𝑛4
= 𝑠−3, (3.21)

𝑎
(𝑛)
4 убуває як 𝑠−3𝑛 i при 𝑛 → ∞ прямує до нуля.

Як наслiдок, при всiх температурах, що переви-
щують критичну температуру, базовою густи-
ною мiри у великих блочних структурах є гаусова
густина мiри. Назвемо цей стан граничним гаусо-
вим режимом (ГГР).

Розглянемо тепер той специфiчний випадок гар-
монiї мiж 𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1𝐵𝑛) i 𝑎𝑛4 , коли поведiнка пер-
шого i другого доданкiв у (3.17) при переходi вiд
𝑛-го до 𝑛+1-го шарiв у фазовому просторi 𝜌k себе
взаємно врiвноважують.

Теорема 2. При 𝑇 = 𝑇c рекурентнi рiвнян-
ня (3.17), (3.18) мають спецiальнi розв’язки, якi
надалi будемо називати “критичним режимом”
(КР). Для таких розв’язкiв маємо

𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1𝐵𝑛) =
𝑟𝑛 + 𝑞

𝑠2𝑛
, 𝑎

(𝑛)
4 = 𝑢𝑛𝑠

−4𝑛 (3.22)

та

lim
𝑛→∞

𝑟𝑛 = 𝑟* = const,

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 𝑢* = const,

lim
𝑛→∞

𝑧(𝑛) = lim
𝑛→∞

3

4

(𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1𝐵𝑛))
2

𝑎
(𝑛)
4

= 𝑧* = const.

Величини

𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛)

𝑟𝑛 + 𝑞
= 𝑠−2𝑛,

𝑎
(𝑛)
4

𝑢𝑛
= 𝑠−4𝑛

утворюють елементи циклiчної напiвгрупи. А ве-
личина 𝑑(𝑛)(0) як функцiя 𝑛 веде себе як 𝑠−2𝑛!,
(𝑑(𝑛)(0) = 𝑎

(𝑛)
2 − |𝛼(0)|).

Доведення. Пiдставимо (3.22) у рiвняння
(3.17), (3.18) i одержимо рiвняння для 𝑟𝑛 i 𝑢𝑛:

𝑟𝑛+1 = 𝑠2(𝑟𝑛+𝑞)𝒩 (𝑧(𝑛))−𝑠2𝑞; 𝑢𝑛+1 = 𝑠ℰ(𝑧(𝑛))𝑢𝑛.

(3.23)

Як випливає з означень (3.8) 𝑑(𝑛)(0) < 0, тому i
𝑟𝑛 < 0. Функцiя ℰ > 0, тому завжди 𝑢𝑛 > 0. Фун-
кцiї 𝒩 , ℰ – неперервнi функцiї моїх аргументiв. Їх
поведiнка при температурах, бiльших за 𝑇c, але
близьких до критичної температури буде близь-
кою до поведiнки при 𝑇 = 𝑇c. Тому систему (3.23)
будемо розв’язувати для температур 𝑇 > 𝑇c, а то-
дi знайдемо розв’язки при 𝑇 = 𝑇c i визначимо
область температур 𝜏 < 𝜏*, в серединi якої такi
розв’язки матимуть мiсце, 𝜏 = 𝑇−𝑇c

𝑇c
. У зв’язку з

монотоннiстю поведiнки 𝒩 i ℰ одним iз часткових
розв’язкiв (3.23) буде нерухома точка:

𝑧(𝑛) = 𝑧* = const; 𝑟𝑛 = 𝑟* = const,

𝑢𝑛 = 𝑢* = const.
(3.24)

Рiвняння для 𝑧* одержимо, скорочуючи обидвi
сторони другого рiвняння на 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 ̸= 0:

𝑠ℰ(𝑧*) = 1. (3.25)

Звiдки
√
𝑧* =

√︀
3/4(𝑟* + 𝑞)/

√
𝑢*, i далi пiдставля-

ючи в (3.23), знайдемо

𝑟* = 𝛼(0)𝑟, 𝑟 =
𝑠2(𝒩 (𝑧*)− 1)

𝑠2𝒩 (𝑧*)− 1
𝑞,

𝑢* = �̄�[𝛼(0)]2, �̄� =
3

4
(𝑧*)−1 (1− 𝑠−2)2

[𝒩 (𝑧*)− 𝑠−2]2
𝑞 2.

(3.26)
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Як випливає з означень (3.25), (3.26), 𝑟/𝑞 та �̄�/𝑞 2

не залежать вiд 𝛼(0) i є унiверсальними функцiями
параметра 𝑠. Тут i надалi в ролi 𝑠 будемо викори-
стовувати 𝑠 = 𝑠* = 3,5862, за якого 𝑧* = 0. Це зна-
чення 𝑠 = 𝑠* одержується з рiвняння 𝑠*ℰ(0) = 1.
Ми знайшли частковий розв’язок (3.24) рекурен-
тних рiвнянь (3.17), (3.18) чи (3.23), справедливий
як при 𝑇 = 𝑇c, так i в певнiй областi температур,
близьких до 𝑇c. Щоб знайти загальний розв’язок
рiвнянь (3.23), скористаємось розкладами функцiй
𝒩 (𝑧(𝑛)) та ℰ(𝑧(𝑛)) в ряди поблизу нерухомої точки
𝑟(𝑛) = 𝑟*, 𝑢(𝑛) = 𝑢*, 𝑧 = 𝑧* i обмежимось у розкла-
дах лiнiйними наближеннями стосовно 𝑟𝑛 − 𝑟* та
𝑢𝑛 − 𝑢*.

У лiнiйному наближеннi рiвняння (3.23) запишу-
ться у формi

𝑟𝑛+1 = 𝑟* +𝑅11(𝑟𝑛 − 𝑟*) +𝑅12(𝑢𝑛 − 𝑢*),

𝑢𝑛+1 = 𝑢* +𝑅21(𝑟𝑛 − 𝑟*) +𝑅22(𝑢𝑛 − 𝑢*),
(3.27)

де 𝑅𝑖𝑗 – матричнi елементи рiвнянь 9

𝑅11 =

(︂
𝜕𝑟𝑛+1

𝜕𝜏𝑛

)︂*
= 𝑠2

[︂
𝒩 (𝑧*) +

√
𝑧*

𝜕𝒩 (𝑧*)

𝜕
√
𝑧*

]︂
,

𝑅12 =

(︂
𝜕𝑧𝑛+1

𝜕𝑢𝑛

)︂*
= − 𝑠2√

3

𝑧*√
𝑢*

𝜕𝒩 (𝑧*)

𝜕
√
𝑧*

= 𝑅0
12

1√
𝑢*

,

𝑅21 =

(︂
𝜕𝑢𝑛+1

𝜕𝑧𝑛

)︂*
= 𝑠

√
3

2

√
𝑢* 𝜕ℰ(𝑧

*)

𝜕
√
𝑧*

= 𝑅0
21

√
𝑢*,

𝑅22 =

(︂
𝜕𝑢𝑛+1

𝜕𝑢𝑛

)︂*
= 𝑠

(︂
ℰ(𝑧*)− 1√

2

√
𝑧*

𝜕ℰ(𝑧*)
𝜕
√
𝑧*

)︂
.

(3.28)

Символ ()* означає, що для 𝑧* потрiбно використа-
ти його значення з рiвняння (3.25). Вперше прово-
дити розклади бiля нерухомої точки було запропо-
новано Вiльсоном у [31, 32]. В роботах М. Козлов-
ського [13] були знайденi точнi значення матри-

чних елементiв матрицi ℛ =
(︁
𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

)︁
, а також її

власнi значення 𝐸1 та 𝐸2:

𝐸1 ≃ 𝑅11 +𝑅22 +
𝑅12𝑅21 −𝑅11𝑅22

𝑅11 +𝑅22
,

𝑠 < 𝐸1 < 𝑠2, 𝑠 > 1, 5,

𝐸2 ≃ 𝑅11𝑅22 −𝑅12𝑅21

𝑅11 +𝑅22
< 1.

(3.29)

9 У моделi Iзiнга 𝑅0
12 i 𝑅0

21 – унiверсальнi числа, в системi
газ–рiдина – функцiї густини.

З’ясувалось, що 𝐸1 i 𝐸2 не залежать вiд 𝛽Φ̃(0) i
є унiверсальними величинами i що величина 𝐸2

слабо залежить вiд 𝑠. Пiдставляючи явнi вирази
для коефiцiєнтiв 𝑅𝑖𝑗 , одержуємо явнi вирази для
рекурентних рiвнянь (3.27) 10:

𝑟𝑛+1 = 𝑠2
[︁
𝑟𝑛 +

√
𝑢𝑛

(︁
𝜇1 + 𝜇2

𝑟𝑛 + 𝑞
√
𝑢𝑛

+

+𝜇3

(︂
𝑟𝑛 + 𝑞

𝑢𝑛

)︂2
+ ...

)︁]︁
, (3.30)

𝑢𝑛+1 = 𝑠𝑢𝑛

[︁
𝛼+𝛼1

𝑟𝑛 + 𝑞
√
𝑢𝑛

+𝛼2

(︁𝑟𝑛 + 𝑞
√
𝑢𝑛

)︁2
+ ...

]︁
. (3.31)

Для нерухомої точки 𝑧* = 0, 𝑟𝑛+𝑞 = 0 з (3.23) зна-
ходимо явну форму рiвняння 𝑠*ℰ(0) = 1, а саме
𝑠*𝛼 = 1, звiдки 𝑠 ≃ 3,5862. З (3.10), (3.11) знаходи-
мо 𝑁(𝑧*) = ∞ при 𝑠 = 𝑠* та 𝑧 = 𝑧*, а з (3.26), що
𝑟 = 𝑞, а отже 𝑟* = −𝑞 = −𝑞|𝛼(0)| i 𝜁*(0) = 𝜁0(𝑠

*)3

(для моделi Iзiнга 𝑞 = 0,612, 𝜁0 = 3𝛾2

12𝛾2−1 = 0,924).
У розглядуваному випадку системи газ–рiдина ко-
ефiцiєнти 𝜇𝑖 i 𝛼𝑖 є функцiями густини.

Поки що ми говорили про частковий розв’язок
рекурентних спiввiдношень у виглядi координат
нерухомої точки. Тепер, у лiнiйному наближеннi
за методом, розвиненим Вiльсоном, можемо напи-
сати загальний розв’язок рекурентних спiввiдно-
шень (3.23), (3.27), (3.30) та (3.31). Для цього зна-
ходимо 𝑤1 та 𝑤2 – власнi вектори матрицi ℛ1 та
вектори 𝑣1, 𝑣2, спряженi до них [12, 13]:

𝑤1 =

(︃
1

𝐸1−𝑅11

𝑅12

)︃
; 𝑣+1 = 𝑤−1

(︂
1

𝑅12

𝑅11 − 𝐸2

)︂
,

𝑤2 =

(︂ 𝑅12

𝐸2−𝑅11

1

)︂
; 𝑣+2 = 𝑤−1

(︂
𝑅11 − 𝐸1

𝑅12
1

)︂
; (3.32)

𝑤 =
𝐸1 − 𝐸2

𝑅11 − 𝐸2
.

Використовуємо початковi умови з (3.22) 𝑟0 + 𝑞 =
= 𝑑(𝐵1𝐵) = 𝑎2 − |𝛼(0)| + 𝑞, 𝑟0 = 𝑎2 − |𝛼(0)|, 𝑢0 =

= 𝑎
(0)
4 ≡ 𝑎4, (у моделi Iзiнга 𝑎2 = 0,989, 𝑢0 = 0,021).

Початковий вектор подамо у формi(︂
𝑟0 − 𝑟*

𝑢0 − 𝑢*

)︂
= 𝐶1𝑤1 + 𝐶2𝑤2, (3.33)

10 Для прикладу наводимо значення коефiцiєнтiв 𝜇𝑖 i 𝛼𝑖 для
моделi Iзiнга. З точнiстю до поправок, пропорцiйних 𝑠−3,
𝑠−6: 𝜇1 = 0,604, 𝜇2 = −0,406, 𝜇3 = 0,170, 𝛼 = 0,296,
𝛼1 = 0,333, 𝛼2 = 0,040. Нагадаємо, що в критичному
режимi величина 𝑟𝑛 веде себе як 𝑞 i завжди 𝑟𝑛 < 0.
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Фазовi переходи в околi критичної точки газ–рiдина

множимо на 𝑣+1 та 𝑣+2 i одержуємо

𝐶1 = [𝑎2 − |𝛼(0)| − 𝑟* + (𝑎4 − 𝑢*)𝑅]𝑤−1

та

𝐶2 = [−(𝑎2 − |𝛼(0)| − 𝑟*)𝑅′ + 𝑎4 − 𝑢*]𝑤−1, (3.34)

де 𝑅 = 𝑅12

𝑅11−𝐸2
, 𝑅′ = 𝐸1−𝑅11

𝑅12
. Iнтегрування вiд

шару до шару приводить до дiї на вектор (3.33)
оператора ℛ =

(︁
𝑅11𝑅12

𝑅21𝑅22

)︁
або

(︁
𝐸1,0
0,𝐸2

)︁
. В результатi

вектор стану пiсля 𝑛 послiдовних iнтегрувань ма-
тиме форму:(︂
𝑟𝑛 − 𝑟*

𝑢𝑛 − 𝑢*

)︂
= 𝐶1𝐸

𝑛
1𝑤1 + 𝐶2𝐸

𝑛
2𝑤2. (3.35)

Цей розв’язок, природно, має загальну форму
ренормгрупових розв’язкiв, одержаних Вiльсоном
[31–33], але вiдрiзняється вiд них явними значен-
нями усiх величин.

Повертаємось до теореми 2, до формули (3.22).
Закiнчуємо доведення теореми, пiдставляємо зна-
чення 𝑟𝑛 i 𝑢𝑛 з (3.35) у формулу (3.22) i одержуємо

𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1𝐵𝑛) =
𝑟* + 𝐶1𝐸

𝑛
1 − 𝐶2𝑅𝐸𝑛

2 + 𝑞

𝑠2𝑛
,

𝑎
(𝑛)
4 =

𝑢* + 𝐶1𝑅
′𝐸𝑛

1 + 𝐶2𝐸
𝑛
2

𝑠4𝑛
.

(3.36)

При 𝑇 = 𝑇c цi розв’язки справедливi для всiх 𝑛.
Для 𝑇 ̸= 𝑇c вони дiйснi лише у певних iнтервалах
температур як при 𝑇 > 𝑇c, так i при 𝑇 < 𝑇c.

Нагадаємо, що при 𝑇 > 𝑇c для великих 𝑛 спра-
ведливим є, вiдповiдно до теореми 1, ГГР.

Ми одержали явнi розв’язки рекурентних рiв-
нянь (3.17), (3.18) у лiнiйному наближеннi за роз-
кладами функцiй 𝒩 (𝑧(𝑛)) та ℰ(𝑧(𝑛)) в околi неру-
хомої точки. Ми використали тут методику, за-
пропоновану Вiльсоном в [31–33]. В загальному,
за допомогою комп’ютерних розрахункiв можна
одержати загальнi розв’язки рiвнянь (3.17) i (3.18)
та визначити межi справедливостi лiнiйного на-
ближення при розкладах в околi нерухомої то-
чки. Суттєво, що результати будуть залежати вiд
𝑠-параметра подiлу фазового простору на шари.
Проте 𝑠 = 𝑠* = 3,5862 залишатиметься оптималь-
ним параметром подiлу, беручи до уваги, що яви-
ще ренормгрупової симетрiї для коефiцiєнтiв бло-
чних гамiльтонiанiв – явище унiверсальне.

4. Критична температура

Ми подали два означення критичної точки. Одне
випливатиме iз загальних рекурентних спiввiдно-
шень (3.5) i (3.6) та мiркувань (3.8).

Критична температура 𝑇c визначається як гра-
ниця послiдовностей, наведених у (3.9). З iншого
боку, ми визначили критичну точку як темпера-
туру, при якiй мають мiсце границi (3.22) вели-
чин, що виникають з лiнiйного наближення реку-
рентних спiввiдношень.

Тут ми розвинемо означення 𝑇c на основi спiв-
вiдношень (3.17). За означенням (3.8), (3.9) при
𝑇 = 𝑇c, при 𝑛 → ∞ середнє значення 𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1𝐵𝑛)
наближатиметься до нуля. У границi 𝑛 → ∞ ма-
ють мiсце спiввiдношення:

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1𝐵𝑛) = 0,

𝑑(𝑛)(𝐵𝑛) ≥ 0; 𝑑(𝑛)(0) ≤ 0; lim
𝑛→∞

𝐵𝑛 = 0.

Для розв’язкiв (3.36) це означає

𝑑(𝑛)(𝐵𝑛) = 𝑠−2𝑛
{︁
𝑟* + 𝑞|𝛼(0)|𝑐 +

+𝐶1𝐸
𝑛
1 − 𝐶2𝑅𝐸𝑛

2

}︁
≥ 0, (4.1)

𝑑(𝑛)(0) = 𝑠−2𝑛
{︁
𝑟* + 𝐶1𝐸

𝑛
1 − 𝐶2𝑅𝐸𝑛

2

}︁
≤ 0,

𝑅 = 𝑅0(𝑢
*)−1/2, 𝑅0 – величина унiверсальна, вла-

снi значення 𝐸1 > 1, 𝐸2 < 1. Виконання цих умов
при 𝑛 → ∞ можливе лише, коли

𝐶1 = 0. (4.2)

Пiдставляємо замiсть 𝐶1 його вираз з (3.34) i одер-
жуємо

𝐶1 = 𝑎2 − 𝛼(0)𝑐 − 𝑟* + (𝑎4 − 𝑢*)
𝑅0

√
𝑢*

= 0, (4.3)

де 𝑟* = −𝑟 |𝛼(0)|𝑐, 𝑢* = �̄�(𝛼(0)𝑐)
2, 𝛼(0) = 𝑁

𝑉 𝛽Φ̃(0).
Видiляючи 𝛼(0), одержуємо квадратне рiвняння,
яке i визначає 𝑇c:

|𝛼(0)|2𝑐
(︂
1− 𝑟 +

𝑅0
12

√
�̄�

𝑅11 − 𝐸2

)︂
− 𝑎2|𝛼(0)|𝑐 −

− 𝑎4𝑅
0
12√

�̄�(𝑅11 − 𝐸2)
= 0, (4.4)
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Рис. 4. Визначення координати критичної точки: крива
𝑇c(𝜂) вiдповiдає перетиновi поверхнi (4.5) з площиною 𝜇* =

= 0 та умовi (4.10), M3 = 0

|𝛼(0)|𝑐 =

=
𝑎2 ±

{︁
𝑎22 +

4𝑎4𝑅
0
12√

�̄�(𝑅11−𝐸2)

(︁
1− 𝑟 +

𝑅0
12

√
�̄�

𝑅11−𝐸2

)︁}︁1/2
2(1− 𝑟 +𝑅0

12(𝑅11 − 𝐸2)−1
√
�̄�)

. (4.5)

У табл. 2 подаємо значення величин, що входять
до цiєї формули для випадку 𝑠 = 3,5862.

У ролi оцiнки для моделi Iзiнга при 𝑠 = 𝑠* =
= 3,5862, 𝑎2 = 𝑎′2, 𝑎4 = 𝑎′4 рiвняння виглядає так:

0, 888(𝛽𝑐Φ̃(0))
2 − 0,989𝛽𝑐Φ̃(0)− 0,012 = 0, (4.6)

як бачимо, третiй доданок є малою величиною,

𝛽𝑐Φ̃(0) = 1,128; 𝑘𝑇c = 0,876
Φ̃(0)

𝑎2
. (4.7)

Виконання умови (4.3) завершує доведення теоре-
ми 2.

З (3.36) знаходимо

𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1𝐵𝑛) =
𝑟* + 𝑞 − 𝐶2(𝑇c)𝑅(𝑇c)𝐸

𝑛
2

𝑠2𝑛
,

𝑎
(𝑛)
4 =

𝑢* + 𝐶2(𝑇c)𝐸
𝑛
2

𝑠4𝑛
. (4.8)

При 𝑛 → ∞ 𝐶2(𝑇c)𝑅(𝑇c)𝐸
𝑛
2 → 0, 𝐶2(𝑇c)𝐸

𝑛
2 → 0,

(𝐸2 < 1) i в результатi

𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1𝐵𝑛) = (𝑟*+𝑞)𝑠−2𝑛; 𝑎
(𝑛)
4 = 𝑢*𝑠−4𝑛. (4.9)

Таблиця 2. Значення коефiцiєнтiв,
що входять у розв’язки рекурентних спiввiдношень

𝐸1 𝐸2 𝑟 �̄� 𝑅
(0)
12 𝑅

(0)
21 𝑞 𝑅11

8,235 0,377 0,612 0,889 3,837 1,174 0,612 7,613

Величини 𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1𝐵𝑛), 𝑎
(𝑛)
4 є елементами циклi-

чної напiвгрупи.
У задачi, що нами розглядається, про крити-

чну точку системи газ–рiдина суттєвою була ви-
мога привести гамiльтонiан системи газ–рiдина до
гамiльтонiана моделi Iзiнга. Вона звелась до двох
умов, покласти у початковому гамiльтонiанi:

M3 = 0, (4.10)

а в гамiльтонiанi 𝐸
(𝑛)
4 (𝜌), заданому у (3.4), по-

класти

𝜇* = 0. (4.11)

А поки ми працюємо у певнiй задачi M3 ̸= 0,
𝜇* ̸= 0, то системою незалежних змiнних є тем-
пература 𝑇 , густина 𝜂 = 𝑁

𝑉
𝜋𝜎3

6 та узагальнений хi-
мiчний потенцiал 𝜇* (або ж хiмiчний потенцiал 𝜇).

У зв’язку з цим спiввiдношення (4.5) визначає
(𝛼(0))𝑐 як функцiю густини i узагальненого хi-
мiчного потенцiалу 𝜇*. Насправдi, замiсть точки
(𝛼(0))𝑐 маємо поверхню (𝛼(0))𝑐 як функцiю 𝜂 i 𝜇*.
Поклавши вiдповiдно до (4.11) 𝜇* = 0, одержи-
мо криву (𝛼(0))𝑐 як функцiю густини, наведену на
рис. 4.

На осi абсцис знаходимо точку (4.10), M3=0 ста-
вимо перпендикуляр до перетину з кривою (𝛼(0))𝑐
i одержуємо значення критичної температури 𝑇c.
Уся ця операцiя була акуратно проведена в робо-
тi [45]. З умови (4.10) було знайдено унiверсальне
значення критичної густини

𝜂𝑐 = 0,130443. (4.12)

Таке саме значення було одержано в роботi [66] при
розглядi можливостей рiвняння ван-дер-Ваальса
для твердих сфер. Величина унiверсальної густи-
ни (4.12) була використана В. Коломiйцем [39–43]
для визначення дiаметра твердої кульки при роз-
глядi областi критичної точки в рядi фiзичних си-
стем. Використовувалось спiввiдношення

𝜂c =
𝜋

6

(︂
𝑁

𝑉

)︂
cr

𝜎3
cr, (4.13)

в якому 𝜂c – величина (4.12),
(︀
𝑁
𝑉

)︀
cr

– експеримен-
тальне значення критичної густини для певного
об’єкта, 𝜎cr – ефективний дiаметр частинки об’є-
кта. Було показано, що розрахований при заданих
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Таблиця 3. Критичнi температури та ефективнi дiаметри сфер для рiзних систем [1, 45]

Система 𝑃𝑐, атм. 𝑃𝑐, атм. [1] 𝑇c, ∘C (exp.) 𝑇c, ∘C [1] 𝜎0, Å (exp.) 𝜎0, Å 𝜎/𝜎0 𝜀/𝐾B, K

CO–CO 34,532 37,92 –140,23 –138,46 3,76 3,37 0,898 100,2
Ar–Ar 47,964 51,75 –122,65 –123,27 3,405 3,14 0,922 119,8
Kr–Kr 54,182 56,76 –63,1 –67,84 3,6 3,367 0,935 171
Xe–Xe 57,537 65,88 16,62 16,84 4,1 3,71 0,905 221
O2–O2 49,77 54,76 –118,84 –110,8 3,58 3,18 0,89 117,5
N2–N2 33,55 44,08 –147,05 –150,02 3,698 3,365 0,91 95,05

𝜂𝑐 i
(︀
𝑁
𝑉

)︀
cr

дiаметр 𝜎cr збiгається з координатою пер-
шого пiка структурного фактора об’єкта. Резуль-
тати розрахункiв занесенi у табл. 3.

I, накiнець, нам необхiдно пiдтвердити гiпотезу
Ландау i Вiльсона, що справдi 𝐶1(𝑇 ) пропорцiйне
до 𝜏 . Для цього з виразу (3.24) для 𝐶1 вiднiмемо
вираз (4.3) – рiвне нулевi значення 𝐶1 у критичнiй
точцi. Тодi для 𝐶1 одержимо

𝐶1 = (𝛼𝑐(0)− 𝛼(0)) + 𝑟*(𝑇c)− 𝑟*(𝑇 )+

+𝑅0
[︁
𝑎4

(︁
𝑢*(𝑇c))

−1/2 − 𝑢*(𝑇 )−1/2
)︁
+

+
√︀

𝑢*(𝑇c)−
√︀
𝑢*(𝑇 )

]︁
.

Видiляючи 𝜏 , одержуємо (наприклад, 𝛼𝑐(0)−
−𝛼(0) = 𝜏𝛼(0)),

𝐶1 = 𝜏𝐶1, 𝐶1 = 𝛼(0)𝑐11 + [𝛼𝑐(0)]
−1𝑐12, (4.14)

де 𝑐11 = (1−𝑟+𝑅0
√
�̄�)𝑤−1, 𝑐12 = 𝑎4𝑅

0(�̄�)−1/2𝑤−1. I
так, справдi, 𝐶1 є лiнiйною функцiєю 𝜏 , як справе-
дливо це постулювали Ландау i Вiльсон в [33, 38].

5. Межi критичного режиму

У попередньому параграфi ми одержали перший
фундаментальний результат – критичну точку, до-
вели справедливiсть теореми 2, описали поведiн-
ку системи вздовж критичної iзотерми 𝑇 = 𝑇c i
саму критичну точку. Ми показали, що конкре-
тнi форми рекурентних рiвнянь (3.23) чи (3.27)
та їх розв’язки (3.36) є неперервними функцiя-
ми температури i густини. Це ж саме стосується
i властивостей загальних рекурентних спiввiдно-
шень (3.17), (3.18), справедливих для всiх значень
параметра подiлу 𝑠. При температурах як 𝑇 > 𝑇c,
так i 𝑇 < 𝑇c, виходячи з неперервностi коефiцiєн-
тiв рiвнянь, iснують областi температур i густин

Δ𝑇 * i Δ𝜂*, в яких має мiсце КР мiж коефiцiєнта-
ми блочних гамiльтонiанiв, означений теоремою 2
i спiввiдношеннями (3.22). Але при тому, згiдно з
теоремою 1, iснує межа КР. В рекурентних рiвня-
ннях (3.17) та (3.18) КР, тобто розв’язки ренорм-
групового типу, iснують лише до певних значень
𝑛 = 𝑛𝜏 чи 𝑛 = 𝑚𝜏 , а далi, згiдно з теоремою 1,
вони, як i базисна густина мiри, переходять в гау-
совий розподiл.

Потрiбно знайти величину 𝑚𝜏 – точку виходу
з КР для кожного |𝜏 | ≠ 0. Спершу покажемо,
що розв’язки ренормгрупового типу (3.36) не за-
довольняють теорему 1 при 𝑇 ̸= 𝑇c. Дiйсно, згiдно
з (3.36),

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑛)(𝑇 ) = lim
𝑛→∞

𝑟* + 𝑞 + 𝐶1𝐸
𝑛
1 − 𝐶2𝑅𝐸𝑛

2

𝑠2𝑛
=

= lim
𝑛→∞

𝐶1𝐸
𝑛
1

𝑠2𝑛
= 0, 𝑠 < 𝐸1 < 𝑠2 (5.1)

та

lim
𝑛→∞

𝑎
(𝑛)
4 (𝑇 ) = lim

𝑛→∞

𝐶1𝑅
′𝐸𝑛

1

𝑠4𝑛
> lim

𝑛→∞

const

𝑠3𝑛
.

Отож, КР при 𝜏 > 0 панує лише у певних шарах
фазового простору. Для кожного 𝜏 > 0 iснує певне
граничне значення 𝑚𝜏 – номера шару у фазово-
му просторi 𝜌k. При 𝑛 < 𝑚𝜏 рекурентнi рiвняння
мають розв’язки ренормгрупового характеру. Во-
ни випливають з четвiрної базисної густини мiри
розподiлу мод флуктуацiй густини 𝜌k для хвильо-
вих векторiв 𝐵′

𝑠𝑚𝜏 < 𝑘 ≤ 𝐵′. Для 𝑛 > 𝑚𝜏 розпо-
дiл стає гаусовим довкола значень 𝜌k = 0. Крити-
чна iзотерма 𝜏 = 0 є особливим мiсцем точок. Тут
справедлива теорема 2, яка стверджує, що кривi
𝑑(𝑛)(𝑘, 𝑇c) i 𝑎(𝑛)4 (𝑇c) синхронно, вiдносно осi 𝑘, стя-
гуються до нуля при 𝑛 → ∞ в результатi поступо-
вого iнтегрування по шарах у фазовому просторi
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Рис. 5. Еволюцiя iзотерм 𝑑(𝑛)(𝑘) залежно вiд номера 𝑛-шару фазового простору, в якому ведеться
iнтегрування по 𝜌k: а – 𝑇 = 𝑇c; б – 𝑇 > 𝑇c; в – 𝑇 < 𝑇c

𝜌k. Схематично це зображено на рис. 5, а. У фор-
мулi (3.22), яка характеризує процес у критичнiй
точцi, 𝑟𝑛

𝑠2𝑛 описує поведiнку (𝑎2 − |𝛼(0)|)(𝑛)𝑐 , тобто
𝑑
(𝑛)
𝑐 (0), а доданок 𝑞

𝑠2𝑛 – поведiнку |𝛼(0)|2𝑏⟨𝑘2⟩)(𝑛)𝑐 .
При 𝑛 → ∞ виникає синхроннiсть у звужуваннi
кривої 𝑑(𝑛)(𝑘) до осi абсцис (осi 𝑘). При темпера-
турах, що перевищують критичну, 𝜏 > 0, нижнiй
кiнець на кривих 𝑑(𝑛)(𝑘) рухається вгору скорiше,
нiж знижується їх верхнiй кiнець. Крива 𝑑(𝑛)(𝑘)
“вискакує” на вiсь абсцис, як це схематично подано
на рис. 5, б. Тобто, при 𝑘 > 𝐵𝑛 коефiцiєнт 𝑑(𝑛)(𝑘) у
виразi (3.4) для 𝐸

(𝑛)
4 (𝜌) стає додатним. В iнтегра-

лах (3.3) можна обмежитись гаусовою густиною
мiри як базовою. КР розподiлу мод флуктуацiй гу-
стини закiнчується, виникає режим, який назвемо
“граничним гаусовим режимом” (ГГР). Вiдповiд-
ним чином змiнюється порядок iнтегрування у ви-
разах (3.3) при 𝜏 > 0.

Знайдемо верхню по температурi границю КР,
що визначатиметься з умови

𝑑(𝑚𝜏 )(0) = 0, 𝑑(𝑚𝜏 )(𝑘) > 0. (5.2)

З формули (3.35) маємо

𝑟*+𝐶1𝐸
𝑚𝜏
1 −𝐶2𝑅𝐸𝑚𝜏

2 = 0 або 𝑑(𝑚𝜏 )(0) = 0. (5.3)

При визначеннi 𝑚𝜏 нехтуватимемо доданком
𝑐2𝑅𝐸𝑚𝜏

2 . Тодi

𝑚𝜏 = − ln 𝜏

ln𝐸1
+

ln(|𝑟*|/𝐶1)

ln𝐸1
, (5.4)

при 𝜏 → 0 𝑚𝜏 → ∞.
З рис. 5, в випливає, що для 𝜏 < 0 рух кривих

𝑑(𝑛)(𝑘) буде вiдбуватись таким чином, що їх верх-
нiй кiнець опускатиметься скорiше, нiж пiднiмати-
меться нижнiй i матимемо ситуацiю, зображену на

рис. 5, в. Це означає, що при 𝜏 < 0 при певному 𝑛𝜏 :

𝑑(𝑛𝜏 )(𝐵𝑛𝜏
) = 0; 𝑑(𝑛𝜏 )(𝑘) < 0;

𝑎
(𝑛𝜏 )
2 − |𝛼(0)|+ 𝑞𝐵2

𝑛𝜏
= 0; (5.5)

𝑞 = 2𝑏2|𝛼(0)|; 𝐵𝑛𝜏
= 𝐵′𝑠−𝑛𝜏 .

Знову таки на основi (3.35) можна записати

𝑟* + 𝐶1𝐸
𝑛𝜏
1 − 𝐶2𝑅𝐸𝑛𝜏

2 + |𝛼(0)| = 0,

(оскiльки 2𝑏(𝐵′)2 = 1), але тепер 𝐶1 = 𝜏𝐶1 < 0.
При оцiнцi нехтуємо доданком 𝐶2𝑅𝐸𝑛𝜏

2 i одер-
жуємо

𝑛𝜏 = − ln |𝜏 |
ln𝐸1

+
ln{𝐶−1

1 (𝑟* + |𝛼(0)|)}
ln𝐸1

. (5.6)

Числа 𝑚𝜏 i 𝑛𝜏 досить близькi мiж собою. Для
𝑠 = 𝑠* при |𝜏 | = 0,01 𝑚𝜏 = 2,044; 𝑛𝜏 = 1,828 при
|𝜏 | = 10−4, 𝑚𝜏 = 4,226, 𝑛𝜏 = 4,001. Критична iзо-
терма 𝑑(𝑇c) перетинає вiсь абсцис (вiсь хвильового
вектора k) у точцi

𝐵0 = 𝐵′(1− 𝑎′2/|𝛼𝑐(0)|)1/2, (5.7)

де 𝛼𝑐(0) = 𝛽𝑐Φ̃(0)
𝑁 ′

𝑉 .
Iзотерми 𝑑(𝑛)(𝑇 )𝑇>𝑇c

, (|𝛼(0)| < |𝛼𝑐(0)|) перети-
нають вiсь абсцис у точках, розташованих злiва
вiд точки 𝐵0, 𝐵𝑛(𝑇 )𝑇>𝑇c

< 𝐵0(𝑇c), а iзотерми
𝑑(𝑛)(𝑇 )𝑇<𝑇c перетинають вiсь абсцис справа вiд
𝐵0. Тепер на основi (5.4) i (5.6) можемо визначити
область температур, у якiй має мiсце КР або ре-
нормгрупова симетрiя мiж коефiцiєнтами блочних
гамiльтонiанiв.

Означення. Область КР обмежена зверху iзо-
термою 𝑑(𝑘, 𝑇ℎ) = 𝑎2 − |𝛼(𝑘)|𝑇=𝑇ℎ

, для якої точка
перетину з вiссю абсцис рiвна

𝐵(𝑇ℎ) = 𝐵𝑚𝜏
= 𝐵′/𝑠𝑚𝜏 . (5.8)
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У вихiдному гамiльтонiанi в (1.80) вона перетинає
вiсь абсцис (вiсь 𝑘) у точцi 𝐵(𝑇ℎ) = 𝐵𝑚𝜏

. З ураху-
ванням параболiчної апроксимацiї (3.13) маємо

𝑑(𝐵𝑚𝜏 , 𝑇ℎ) = 𝑎′2 − |𝛼(𝐵𝑚𝜏 , 𝑇ℎ)| =
= 𝑎′2 − |𝛼(0)|(1− 2𝑏2(𝐵𝑚𝜏

)2) = 0. (5.9)

Пiдставляємо 𝐵𝑚𝜏 = 𝐵′/𝑠𝑚𝜏 , 2𝑏2(𝐵′)2 = 1, 𝑚𝜏

з (5.4) i 𝑠−𝑚𝜏 = exp(−𝑚𝜏 ln 𝑠) = exp
[︁(︁

ln 𝜏 −

− ln |𝑟*|/𝐶1

)︁
ln 𝑠
ln𝐸1

]︁
= 𝜏𝜈(|𝑟*|/𝐶1)

−𝜈 i одержуємо

𝜏𝜈ℎ

(︃
𝐶1

𝜏*

)︃𝜈

=

√︃
1− 𝑎′2

|𝛼(0)|
, (5.10)

де 𝜈 = ln 𝑠
ln𝐸1

– критичний iндекс кореляцiйної дов-
жини. При 𝑠 = 𝑠* = 3,5862, 𝜈 = 0,605. З правої
сторони (5.10) маємо величину, обернену до коре-
ляцiйного радiуса, притаманного гаусовiй густинi
мiри, злiва – величина, обернена до радiуса коре-
ляцiї у четвернiй густинi мiри.

Границя КР при 𝜏 > 0 визначається точкою

𝐵𝑚𝜏 = 𝐵′𝜏𝜈(|𝑟*|/𝐶1)
−𝜈 = 𝐵′𝜏𝜈(𝐶1/|𝑟*|)𝜈 ,

lim
𝜏→0

𝐵𝑚𝜏 = lim
𝜏→0

𝐵′𝜏𝜈(𝐶1/|𝑟*|)𝜈 = 0.
(5.11)

Кожна iзотерма 𝑑(𝑘, 𝑇 ) починається у точцi з ко-
ординатами: по осi абсцис 𝑘 = 𝐵′, по осi ординат
𝑑(𝐵′, 𝑇 ) = 𝑎′2. Рiвняння кривої, що розмежовує КР
вiд ГГР та має проходити через двi точки (𝐵′, 𝑎′2)
i (𝐵𝑚𝜏 , 0), набуває вигляду

𝑑(𝑘, 𝑇ℎ) = 𝑎′2

(︂
1− 1− 2𝑏2𝑘2

1− 2𝑏2𝐵2
𝑚𝜏

)︂
. (5.12)

Отже, ми визначили у вихiдному гамiльтонiанi
(1.80) iзотерму (5.12), яка при 𝑇 > 𝑇c розмежо-
вує зверху область теплових флуктуацiй густини
гаусового типу вiд областi флуктуацiй, що вiдбу-
ваються у КР.

Iзотерма 𝑑(𝑘, 𝑇𝑙) (low), що вiдокремлює область
𝜌k – мод коливань густини ренормгрупового типу,
шукається на основi спiввiдношення (5.6). Викону-
ючи аналогiчнi перетворення, одержимо точку пе-
ретину граничної iзотерми 𝑑(𝑘, 𝑇𝑙) з вiссю абсцис:

𝐵(𝑇𝑙) = 𝐵𝑛𝜏 . (5.13)

Беручи до уваги спiввiдношення (5.6) та

𝑑(𝐵𝑛𝜏
, 𝑇𝑙) = 𝑎′2 − |𝛼(0)|(1− 2𝑏2(𝐵𝑛𝜏

)2) = 0,

𝐵𝑛𝜏
= 𝐵′/𝑠𝑛𝜏 , 2𝑏2(𝐵′)2 = 1,

приходимо до рiвностi 11:

𝑎′2 − |𝛼(0)|
(︀
1− 2𝐵′2𝑏2𝑠−2𝑛𝜏

)︀
= 0.

З неї, з врахуванням 𝑠−2𝑛𝜏= |𝜏 |2𝜈(𝑟*+|𝛼(0)|)−2𝜈𝐶2𝜈
1

знаходимо

|𝜏𝑙|𝜈
(︃

𝐶1

𝑟* + |𝛼(0)|

)︃𝜈
=

√︃
1− 𝑎′2

|𝛼(0)|
.

Границя КР при 𝜏 < 0 визначається точкою

𝐵𝑛𝜏 = 𝐵′/𝑠𝑛𝜏 = 𝐵′|𝜏 |𝜈
(︃

𝐶1

𝑟* + |𝛼(0)|

)︃𝜈
. (5.14)

Рiвняння iзотерми 𝑑(𝑘, 𝑇𝑙), що розмежовує КР
вiд IГР (iнверсний гаусовий режим при 𝜏 < 0) та
проходять через двi точки (𝐵′, 𝑎′2) i (𝐵𝑛𝜏

, 0), буде
таким:

𝑑(𝑘, 𝑇𝑙) = 𝑎′2

(︂
1− 1− 2𝑏2𝑘2

1− 2𝑏2𝐵2
𝑛𝜏

)︂
. (5.15)

Закiнчуючи цей параграф, подамо iлюстрацiю
кривих 𝑑(𝑛)(𝑘), що виникають в результатi iнтегру-
вання статистичної суми у формулах (3.3)–(3.6).

На рис. 5, а подана iлюстрацiя еволюцiї крити-
чної iзотерми 𝑑(𝑛)(𝑘, 𝑇c). В результатi iнтегруван-
ня по шарах у фазовому просторi 𝜌k при 𝑇 = 𝑇c,
кривi 𝑑(𝑛)(𝑘) сходяться до нуля при 𝑛 → ∞; на
рис. 5, б – еволюцiя 𝑑(𝑛)(𝑘) при 𝑇 > 𝑇c, крива 𝑑(𝑚𝜏 )

зображає верхню межу КР; на рис. 5, в – еволюцiя
𝑑(𝑛)(𝑘) при 𝑇 < 𝑇c, крива 𝑑(𝑛𝜏 ) зображає нижню
межу КР.

6. Iнтегрування статистичної
суми Ξ

(1)
𝐿 по всiх 𝜌k з 𝑘 ̸= 0 при 𝑇 ≥ 𝑇c

В результатi розгляду рiвнянь Ейлера для фор-
ми (1.81) ми зробили висновок, що iнтегрування
статистичної суми Ξ

(1)
𝐿 розпадається на два етапи:

iнтегрування по всiх 𝜌k з 𝑘 ̸= 0 та iнтегрування по
макроскопiчнiй змiннiй 𝜌0. Кожне з них дає макро-
скопiчний результат, обидвi дiї взаємно пов’язанi

11𝑎2 − |𝛼(0)|+ |𝛼(0)|𝑠−2𝑛|𝜏| = 0,

𝑠−2𝑛|𝜏| = 𝑒−2𝑛|𝜏| ln 𝑠 = 𝑒
−2 ln 𝑠

[︂
− ln |𝜏|

ln𝐸1
+

ln(𝑟*+|𝛼(0)|)
ln𝐸1

− ln �̄�1
ln𝐸1

]︂
=

= 𝑒
ln |𝜏 | 2 ln 𝑠

ln𝐸1
−ln(𝑟*+|𝛼(0)|)2 ln 𝑠

ln𝐸1
+ln �̄�12

ln 𝑠
ln𝐸1 ,

ln 𝑠

ln𝐸1
= 𝜈, 𝑒ln |𝜏 | = |𝜏 |.
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мiж собою. Спершу ведеться повне iнтегрування
по змiнних 𝜌k, 𝑘 ̸= 0, в результатi якого одержу-
ється вiльна енергiя усiх мод коливань густини, а
також результуюча форма гамiльтонiана для iнте-
грування по 𝜌0. В iнтегралах по {𝜌k} вiдсутнi вира-
зи, до складу яких входив би хiмiчний потенцiал 𝜇.
Тому в результатi iнтегрування по {𝜌k} одержуємо
вирази саме для вiльної енергiї 𝐹 (𝑇, 𝑁

𝑉 ). У складi
𝐹 (𝑇, 𝑁

𝑉 ) вiдсутнiй хiмiчний потенцiал i для систе-
ми вiдлiку, бо у виразах (1.44)–(1.48) для кумулян-
тiв M𝑛(0) ми обмежились їх виразами при 𝑘 = 0.
Останнi дорiвнюють флуктуацiям числа частинок.
Флуктуацiї виражаються за правилами термоди-
намiки через стисливiсть системи вiдлiку та через
її похiднi по об’єму. Має мiсце еквiвалентнiсть ре-
зультатiв канонiчного i великого канонiчного роз-
подiлу для системи вiдлiку. В областi критичної
точки рiдина–пара термодинамiчнi функцiї систе-
ми вiдлiку (системи твердих кульок) є неперерв-
ними, монотонними функцiями густини i темпера-
тури. За цiєї причини ми не використовували спiв-
вiдношення 𝜕 ln Ξ0

𝜕𝛽𝜇0
= ⟨𝑁⟩, яке вкупi зi спiввiдноше-

нням 𝑃0𝑉 = 𝑘𝑇 ln Ξ0 дає рiвняння огинаючої для
системи вiдлiку. Немає жодних особливостей у си-
стемi вiдлiку поблизу 𝑇 = 𝑇c.

Нагадаємо також, що ВСС нам потрiбна, щоб
описати фазовий перехiд першого роду у сферi га-
зу об’ємом 𝑉 , числом частинок 𝑁 , що полягатиме
у виникненнi двофазної системи газ–рiдина з роз-
подiлом 𝑁 = 𝑁𝑔+𝑁𝑙, де 𝑁𝑔 i 𝑁𝑙 будуть вiдповiдно
змiнюватись. Тому надалi у рiвняннi 𝜕 ln Ξ

𝜕𝜇 = ⟨𝑁⟩
ми всюди писатимемо 𝑁 замiсть ⟨𝑁⟩ (спочатку
процесу 𝑁𝑔 = 𝑁 , 𝑁𝑙 = 0, вкiнцi – 𝑁𝑔 = 0, 𝑁𝑙 = 𝑁).

Повернемось до розрахунку статистичної суми
Ξ𝐿, заданої у формулi (1.80):

Ξ𝐿 = ϒΞ
(1)
𝐿 .

Ми працюємо в областi, дуже близькiй до 𝑇 = 𝑇c,
𝜂 = 𝜂𝑐. Замiсть M̃2 i M̃4 пiдставимо їх значення
при 𝑇 = 𝑇c, 𝜂 = 𝜂𝑐, вiдповiдно до (1.78). Для M3

беремо його значення при 𝑇 = 𝑇c, M3(𝑇c) = 0, та-
кож i Δ = 0, для ϒ матимемо ϒ = exp 1

2 |𝛼(0)|M̃
2
1.

У виразi для Ξ
(1)
𝐿 потрiбно подати результат iн-

тегрування по 𝜌k для 𝑘 ̸= 0. Вiдповiдно до рис. 5, б
ми виконали iнтегрування у КР. Формула (3.3) за-
пишеться

Ξ
(1)
𝐿 = 𝐶

𝑚𝜏∏︁
𝑛=1

𝒜𝑛

∫︁
exp𝐸(𝑚𝜏 )(𝜌)(𝑑𝜌)𝑁𝑚𝜏, (6.1)

де

𝐸(𝑚𝜏 ) =
{︁√

𝑁(𝜌0 + M̃1)𝜇
* −

− 1

2

∑︁
𝑘<𝐵𝑚𝜏

𝑑(𝑚𝜏 )(𝑘)𝜌k𝜌−k

∑︁
𝑘1 ... 𝑘4

1

4!

1

𝑁𝑚𝜏

𝑎
(𝑚𝜏 )
4 ×

×
∑︁

𝑘1 ... 𝑘4

0 < 𝑘𝑖 < 𝐵𝑚𝜏

𝜌k1
... 𝜌k4

𝛿k1+ ...+k4

}︁
. (6.2)

Добуток
∏︀𝑚𝜏

𝑛=1 𝒜𝑛 є результатом iнтегрування по
𝑚𝜏 шарах фазового простору, в яких “панує” КР.
Кожна статсума шару 𝒜𝑛 має вигляд

𝒜𝑛 =

[︃
𝑄

(︃
𝑑(𝑛−1)(𝐵𝑛𝐵𝑛−1)

(2𝜋)2
,
𝑎
(𝑛−1)
4

(2𝜋)4

)︃]︃𝑁𝑛−1

×

×
[︁
𝑄
(︁
𝑃

(𝑛−1)
2 , 𝑃

(𝑛−1)
4

)︁]︁𝑁𝑛√
2
𝑁𝑛−𝑁𝑛−1

,

𝒜𝑛 = exp−𝛽𝐹𝑛, (6.3)

де 𝐹𝑛 – вiльна енергiя 𝑛-го шару у КР;

𝑄

(︃
𝑑(𝑛−1)(𝐵𝑛𝐵𝑛−1)

(2𝜋)2
,
𝑎
(𝑛−1)
4

(2𝜋)4

)︃
=

= 4

√︃
12

𝑎
(𝑛−1)
4

(𝑧(𝑛−1))1/4 exp[𝑧(𝑛−1)]𝒦1/4(𝑧
(𝑛−1)),

𝑄
(︁
𝑃

(𝑛−1)
2 , 𝑃

(𝑛−1)
4

)︁
=

=
1

2𝜋
4

√︃
12𝜁(𝑛−1)

𝑃
(𝑛−1)
4

exp[𝜁(𝑛−1)]𝒦1/4(𝜁
(𝑛−1)),

(6.4)

𝑧(𝑛−1) =
3

4

[𝑑(𝑛−1)(𝐵𝑛𝐵𝑛−1)]
2

𝑎
(𝑛−1)
4

,

𝜁(𝑛−1) =
3

4

[𝑃
(𝑛−1)
2 (𝑧(𝑛−1))]2

𝑃
(𝑛−1)
4 (𝑧(𝑛−1))

.

Ми розглядаємо оптимальний варiант подiлу на
фазовi шари, покладаючи 𝑠 = 𝑠* = 3,5862, тодi
𝑧(𝑛) – дуже мале, 𝑧* = 0, а 𝜁(𝑛) – величина суттєво
бiльша вiд одиницi 𝜁(𝑛) = 𝜁0𝑠

3, 𝜁0 ≈ 1 (див. (3.10)).
Для 𝑧(𝑛−1) з врахуванням (3.36) маємо

𝑧(𝑛−1) =
3

4

(𝑟* + 𝑞 + 𝐶1𝐸
(𝑛−1)
1 )2

(𝑢* + 𝐶1𝑅′𝐸
(𝑛−1)
1 )

. (6.5)
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Усi функцiї у (6.4) можна розкласти в ряд Тейлора
по 𝑧(𝑛) − 𝑧*, 𝑧* = 0. Приходимо до таких формул:

{2𝑧(𝑛)}1/4𝒦1/4(𝑧
(𝑛)) =

=
𝜋

Γ(3/4)

(︃
1− 4𝛾

(︂
𝑧(𝑛)

2

)︂1/2)︃
exp(−𝑧(𝑛)),

√︀
𝜁(𝑛) exp[𝜁(𝑛)]𝒦1/4(𝜁

(𝑛)) =

√︂
𝜋

2

(︂
1− 3

32
(𝜁(𝑛))−1

)︂
,

𝛾 = Γ(3/4)/Γ(1/4) ≃ 0,338, Γ(3/4) = 1,225,

𝜁(𝑛) = 𝜁0𝑠
3

(︃
1 + 1, 374

√︂
𝑧(𝑛)

2

)︃
.

Тут 𝑟* + 𝑞 = 𝑧* = 0, 𝑢* > 𝐶1𝑅
′
1𝐸

(𝑛−1)
1 . Пiсля пiд-

становки i акуратних збирань знаходимо

𝐹КР
𝑛 = −𝑘𝑇

[︁
𝑁𝑛−1 ln𝑄(𝑑(𝑛−1) ... )+

+𝑁𝑛 ln𝑄(𝑃
(𝑛−1)
2 ... )− 𝑁𝑛−1 −𝑁𝑛

2
ln 2
]︁
=

= −𝑁 ′𝑘𝑇𝑠−3(𝑛−1)
{︁
(𝑛− 1) ln 𝑠(1− 𝑠−3)−

− 1

4
(1− 𝑠−3) ln𝑢* + 1,043(1− 𝑠−3)+

+0,219𝑠−3−2𝛾

√︂
3

2
(𝑢*)−1/2

(︁
𝑟*+𝑞+𝑐𝐸

(𝑛−1)
1

)︁}︁
. (6.6)

Цей вираз пiдсумовується по 𝑛 у КР 𝐵𝑚𝜏 ≤ 𝑘 < 𝐵′,
для якого справедлива ренормгрупова симетрiя, i,
нехтуючи доданками ∼𝑠−3, одержуємо

𝐹КР = −𝑁 ′𝑘𝑇
{︁
−𝑚𝜏𝑠

−3𝑚𝜏 ln 𝑠+ (1− 𝑠−3𝑚𝜏 )×

×
[︂
1,043− 0,828

𝑟* + 𝑞√
𝑢*

− 1

4
ln𝑢*

]︂
−

− (1− (𝑠−3𝐸1)
𝑚𝜏 )(1− 𝑠−3𝐸1)

−10,828𝐶1(𝑢
*)−1/2

}︁
.

(6.7)

Вiдповiдно до (5.4) 𝑚𝜏 ∼ − ln 𝜏/ ln𝐸1 i перший
доданок у 𝐹КР буде пропорцiйний до величини
𝜏3𝜈 ln 𝜏 , де 𝜈 = ln 𝑠/ ln𝐸1. Якби такий доданок за-
лишався iснувати у виразi для повної вiльної енер-
гiї 𝐹 , це приводило б до порушення властивостей
однорiдностi термодинамiчних функцiй.

У виразi (6.1) ми розглянули добуток
∏︀𝑚𝜏

𝑛=1 𝒜𝑛.
Вiн є результатом iнтегрування у КР. Тепер пере-
йдемо до iнтегрування по 𝜌k, для 0 < 𝑘 < 𝐵𝑚𝜏

.

Згiдно з рис. 5, б у цiй областi 𝑘 при 𝑇 > 𝑇c ко-
ефiцiєнт 𝑑(𝑚𝜏 )(𝑘) всюди додатний. Це означає, що
iнтеграл

∫︀
exp[𝐸(𝑚𝜏 )(𝜌)](𝑑𝜌)𝑁𝑚𝜏 можна розрахува-

ти у гаусовiй базиснiй густинi мiри. Не зачiпаю-
чи iнтеграла по 𝜌0, розглянемо iнтеграли по 𝜌k,
0 < 𝑘 < 𝐵𝑚𝜏 . Позначимо через 𝑍𝑚𝜏 статистичну
суму

𝑍𝑚𝜏
=

∫︁
exp

{︃
−1

2

∑︁
k

𝑑𝑚𝜏 (𝑘)𝜌k𝜌−k −

− 1

4!

1

𝑁𝑚𝜏

∑︁
𝑘1 ... 𝑘4

𝑎
(𝑚𝜏 )
4 𝜌k1 ... 𝜌k4𝛿k1+ ...+k4

}︃
𝑑𝜌𝑁𝑚𝜏.

(6.8)
Четвiрний доданок запишемо у виглядi

1

4!

1

𝑁𝑚𝜏

∑︁
𝑘1 ... 𝑘4

𝑎
(𝑚𝜏 )
4 𝜌k1 ... 𝜌k4𝛿k1+ ...+k4 =

= 𝑎
(𝑚𝜏 )
4

1

𝑁𝑚𝜏

[︃
1

8

∑︁
k1

𝜌k1𝜌−k1

∑︁
k2

𝜌k2𝜌−k2 +

+
1

3!
𝜌0S𝑘1𝑘2𝑘3

𝜌k1
𝜌k2

𝜌k3
𝛿k1+k2+k3

+

+
1

4!
S𝑘1 ... 𝑘4

𝜌k1
... 𝜌k4

𝛿k1+ ...+k4

]︃
. (6.9)

Символ S означає незвiдну суму векторiв k1+k2 +
+k3 = 0 i k1 + ... + k4 = 0 вiдповiдно. У першому
доданку (6.9) замiнимо 1

𝑁𝑚𝜏

∑︀
𝑘<𝐵𝑚𝜏

𝜌k𝜌−k сере-
днiм значенням, покладаючи:

𝑎
(𝑚𝜏 )
4

1

𝑁𝑚𝜏

1

8

∑︁
𝑘1,𝑘2

𝜌k1
𝜌−k1

𝜌k2
𝜌−k2

=
1

2
𝐴

∑︁
𝑘<𝐵𝑚𝜏

𝜌k𝜌−k,

(6.10)
де

𝐴 =
1

4
𝑎
(𝑚𝜏 )
4

1

𝑁𝑚𝜏

∑︁
𝑘<𝐵𝑚𝜏

⟨𝜌k𝜌−k⟩, 𝐴 > 0.

Тодi для (6.8) одержимо

𝑍𝑚𝜏
=

∫︁
exp

{︃
− 1

2

∑︁
𝑘<𝐵𝑚𝜏

(𝑑(𝑚𝜏 )(𝑘) +𝐴)𝜌k𝜌−k

}︃
×

×

[︃
1 +

𝑁−2
𝑚𝜏

2

(︃
𝑎
(𝑚𝜏 )
4

3!
𝜌0S𝑘1𝑘2𝑘3

𝜌k1
𝜌k2

𝜌k3
𝛿𝑘1+𝑘2+𝑘3

+

+
𝑎
(𝑚𝜏 )
4

4!
S𝑘1 ... 𝑘4𝜌k1...𝜌k4𝛿𝑘1+ ...+𝑘4

)︃2
+ ...

]︃
(𝑑𝜌)𝑁𝑚𝜏.

(6.11)
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За означенням 𝑑(𝑚𝜏 )(0) = 0, тому

𝑑(𝑚𝜏 )(𝑘) +𝐴 = 𝐴+ 2𝑏2|𝛼(0)|𝑘2.

Обмежимось в (6.11) нульовим наближенням, по-
кладаючи

𝑍0
𝑚𝜏

=

∫︁
exp

[︂
− 1

2

∑︁
𝑘<𝐵𝑚𝜏

(𝐴+ 2𝑏2𝛼(0)𝑘2)𝜌k𝜌−k

]︂
×

× (𝑑𝜌)𝑁𝑚𝜏 =
∏︁′

𝑘<𝐵𝑚𝜏

[︂
𝜋

(𝐴+ 2𝑏2|𝛼(0)|𝑘2)

]︂1/2
. (6.12)

Тут 𝑘 змiнюється у верхнiй напiвсферi. Для ну-
льового наближення 𝐹 0

𝑚𝜏
– вiльної енергiї в ГГР,

одержимо

𝐹 0
ГГР = −𝑘𝑇 ln𝑍0

𝑚𝜏
=

=
1

2
𝑘𝑇

𝑉

(2𝜋)3
4𝜋

6

𝜋

𝐵𝑚𝜏∫︁
0

𝑘2𝑑𝑘 ln[𝐴+ 2𝑏2|𝛼(0)|𝑘2]−

−𝑁𝑚𝜏
𝑘𝑇 ln

√
𝜋. (6.13)

Множник 6
𝜋 пов’язаний з переходом вiд сум по

кубiчнiй ґратцi до iнтегрувань по сферi радiусом
𝐵𝑚𝜏

. В результатi iнтегрування знаходимо

𝐹 0
ГГР = 𝑁 ′𝑠−3𝑚𝜏

𝑘𝑇

2
×

×
{︂
ln(|𝛼(0)|+𝐴′)− 2𝑚𝜏 ln 𝑠−

−2

3
+ 2𝑟 − 2𝑟3/2 arctg

1√
𝑟
− ln𝜋

}︂
, (6.14)

де 𝑟 = (𝐴/|𝛼(0)|)𝑠2𝑚𝜏, 𝐴′ = 𝐴𝑠2𝑚𝜏 . Величину 𝐴
знаходимо, визначивши з (6.12) та (6.14)

1

𝑁𝑚𝜏

∑︁
𝑘<𝐵𝑚𝜏

⟨𝜌k𝜌−k⟩ =
1

𝑁𝑚𝜏

2

𝑘𝑇

𝜕𝐹 0
ГГР
𝜕𝐴

=

=
𝑠2𝑚𝜏

𝛼(0)
3

(︂
1−

√
𝑟 arctg

1√
𝑟

)︂
. (6.15)

Нагадаємо, що згiдно з (3.22) 𝑎
(𝑚𝜏 )
4 = 𝑢𝑚𝜏 𝑠

−4𝑚𝜏 i
тодi в (6.14):

𝐴′ =
𝑢𝑚𝜏

4|𝛼(0)|
(3− 3

√
𝑟 arctg(𝑟−1/2)). (6.16)

Визначаємо 𝐴′ через 𝑟 i одержуємо самоузгоджене
рiвняння для 𝑟:

𝑟 =
3

4

𝑢𝑚𝜏

|𝛼(0)|2
[︁
1− 𝑟−1/2 arctg(𝑟−1/2)

]︁
. (6.17)

З оцiнки 𝑢𝑚𝜏
випливає, що 𝑟 – мала величина,

для arctg 𝑟−1/2 береться його розклад при великих
𝑟−1/2. В результатi знаходимо 𝑟, з (6.16) знаходимо
𝐴′, а з (6.10) – величину 𝒜 i

1

𝑁𝑚𝜏

∑︁
𝑘<𝐵𝑚𝜏

⟨𝜌k𝜌−k⟩ ∼
𝑟|𝛼(0)|
𝑢𝑚𝜏

𝑠2𝑚𝜏. (6.18)

Виходячи з (6.14) остаточно отримуємо

𝐹ГГР = 𝑁𝑠−3𝑚𝜏 𝑘𝑇

{︂
−𝑚𝜏 ln 𝑠−

1

2
ln𝜋+

+
1

2
ln[𝛼(0)(1 + 𝑟)]− 1

3
+ 𝑟 − 𝜋

2
𝑟3/2 + ...

}︂
. (6.19)

Зокрема для 𝑠 = 𝑠* = 3,5862 маємо

𝐹ГГР = 𝑁𝑠−3𝑚𝜏 𝑘𝑇 {−𝑚𝜏 ln 𝑠− 0,5862}. (6.20)

З (5.4) випливає

𝑠−3𝑚𝜏 = 𝜏3𝜈(|𝑟*|/𝐶1)
−3𝜈.

Перший доданок у (6.19), який створює найбiль-
ший клопiт у 𝐹КР та у 𝐹ГГР, у сумi 𝐹КР+𝐹ГГР вза-
ємно скорочується. Це означає, що розглядуванi
окремо величини 𝐹КР та 𝐹ГГР не мають фiзичного
сенсу. Це накладає також обмеження на справе-
дливiсть лiнiйного наближення у розкладах бiля
нерухомої точки. При 𝑇 → 𝑇c ми маємо користу-
ватись повними рекурентними спiввiдношеннями
(3.5), (3.6) i означення критичної точки подавати
сукупнiстю умов (3.8) i (3.9).

Нам ще залишається розглянути iнтеграл по ма-
кроскопiчнiй змiннiй 𝜌0. Виходимо з виразiв (6.1)
та (6.2), а далi, як це ми робили при розрахунку
𝑍𝑚𝜏

в (6.11) та (6.12), запишемо iнтеграл по 𝜌0 при
𝑇 > 𝑇c так:

𝑍(𝜌0)
𝑚𝜏

=

∫︁
exp
[︁√

𝑁𝜇*(𝜌0 + M̃1)−

− 1

2
𝐴𝜌20 −

𝑎𝑚𝜏
4

4!𝑁𝑚𝜏

𝜌40

]︁
𝑑𝜌0, (6.21)

при тому ми нехтували доданком ∼
(︂
𝑎
(𝑚𝜏 )
4

𝑁𝑚𝜏

)︂2
×

×𝜌20⟨(𝑆𝑘1𝑘2𝑘3
𝜌k1

𝜌k2
𝜌k3

)2⟩, що випливає з (6.11). Тут
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Фазовi переходи в околi критичної точки газ–рiдина

𝐴, коефiцiєнт при 𝜌20 – величина позитивна, як i,
зрештою, 𝑎(𝑚𝜏 )

4 . Справедлива гаусова густина мiри
як базисна.

Скористаємось макроскопiчнiстю змiнної 𝜌0, на-
гадаємо з (1.77), що M̃1 =

√
𝑁(1−Δ) i що

Δ = −
(︂
M2𝜉 +

1

3
M3𝜉

2

)︂
, 𝜉 =

M3

|M4|
.

Тодi

𝑍(𝜌0)
𝑚𝜏

=

∫︁
exp(𝑁𝐸(𝜌0))𝑑𝜌0, (6.22)

де

𝐸(𝜌0) = 𝜇*(𝜌0+1−Δ)− 1

2
𝐴𝜌20−

𝑎
(𝑚𝜏 )
4

4!

𝑁

𝑁𝑚𝜏

𝜌40. (6.23)

Використовуватимемо метод найбiльш швидкого
спуску. Знайдемо 𝜌

(max)
0 , що надає максимум пi-

дiнтегральнiй функцiї

𝜕𝐸(𝜌0)

𝜕𝜌0
= 0,

𝜕2𝐸

𝜕𝜌20
< 0. (6.24)

Будемо мати рiвняння

𝜇* −𝐴𝜌max
0 − 1

6
𝑎
(𝑚𝜏 )
4 𝑠3𝑚𝜏 𝑠30(𝜌

max
0 )3 = 0 (6.25)

i потрiбну умову

−𝐴− 1

2
𝑎
(𝑚𝜏 )
4 𝑠3𝑚𝜏 𝑠30(𝜌

max
0 )2 < 0. (6.26)

Тут 𝑎
(𝑚𝜏 )
4 = 𝑢𝑚𝜏

𝑠−4𝑚𝜏 , 𝑠0 = 𝜋
√
2𝑏/𝑐, а з (6.10) та

з (6.18) отримуємо

𝐴 ∼ 𝑟|𝛼(0)|
𝑢𝑚𝜏

𝑠2𝑚𝜏𝑢𝑚𝜏
𝑠−4𝑚𝜏 ∼ 𝑟|𝛼(0)|𝑠30𝜏2𝜈. (6.27)

Приводимо рiвняння до стандартної форми:

𝜌30 + 𝑉 𝜌0 +𝑊 = 0, (6.28)

де

𝑉 =
6𝐴

𝑢𝑚𝜏 𝑠
3
0𝜏

𝜈
∼ 6𝑟|𝛼(0)|𝜏2

𝜈 1

𝑢𝑚𝜏 𝑠
3
0𝜏

𝜈
∼ 𝜏𝜈,

𝑊 = − 6𝜇*

𝑢𝑚𝜏
𝜏𝜈

.

Тут усi величини однакового порядку малостi по
𝜏 . Порiвнюючи перший i другий доданки, бачимо,
що

𝜌
(max)
0 ∼ 𝜏𝜈/2, а 𝑊 ∼ 𝜏3/2𝜈.

Дискримiнант рiвняння 𝑄 додатний

𝑄 =
𝑊 2

4
+

𝑉 3

27
> 0, (6.29)

рiвняння (6.28) має один дiйсний розв’язок i два
комплексно спряженi. Коли пiдставити в 𝑄 значен-
ня 𝑊 i 𝑉 , бачимо, що обидва доданки мають одна-
ковий порядок малостi по 𝜏 i пропорцiйнi до 𝜏3𝜈 .
Тут нiчого дивного, бо 𝐵𝑚𝜏 = 𝐵/𝑠𝑚𝜏 – перелом-
на точка переходу вiд четвiрної базової до гаусової
базової густин мiри. З виразу (6.28) випливає, що
𝜌
(max)
0 буде функцiєю температури, густини i хiмi-

чного потенцiалу 𝑇 , 𝜂 i 𝜇, або 𝑇 , 𝜂 та 𝜇*.
Щоб виключити хiмiчний потенцiал, перейдемо

вiд рiвняння (6.23) до рiвняння для огинаючої, до-
даючи до (6.23) умову

𝜕 ln𝑍
(𝜌0)
𝑚𝜏

𝜕𝜇* ≡ 𝜕 ln Ξ

𝜕𝛽𝜇
= 𝑁. (6.30)

Одержуємо додаткове до (6.23) рiвняння:∫︀
(𝜌0 + 1−Δ)𝑁 exp(𝑁𝐸(𝜌0))𝑑𝜌0∫︀

exp(𝑁𝐸(𝜌0))𝑑𝜌0
= 𝑁 (6.31)

або

⟨𝜌0⟩ = Δ, (6.32)

де

⟨𝜌0⟩ =
∫︀
𝜌0𝑒

𝑁𝐸(𝜌0)𝑑𝜌0∫︀
𝑒𝑁𝐸(𝜌0)𝑑𝜌0

.

Iнтеграли розраховуємо методом найбiльш швид-
кого спуску i в результатi одержуємо

⟨𝜌0⟩ = 𝜌
(max)
0 = Δ, (6.33)

де Δ задана в (1.78), Δ = −(𝜉M2+
1
3𝜉

2M3). З (6.25)
маємо вираз для 𝜇*:

𝜇* = 𝐴Δ+
1

6
𝑢𝑚𝜏

𝑠30𝜏
𝜈Δ3. (6.34)

Поведiнка Δ визначається кумулянтами системи
вiдлiку.

За формулою Кардано:

𝜌
(max)
0 =

3

√︂
−𝑊

2
+
√︀
𝑄+

3

√︂
−𝑊

2
−
√︀
𝑄. (6.35)
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У дискримiнантi 𝑄 обидва доданки однакової ве-
личини i припускаючи один раз, що 𝐴 – дуже мала
величина, покладаємо 𝑄 ≈ 𝑊 2

4 i для 𝜌
(max)
0 буде

𝜌
(max)
0 = 3

√
−𝑊 = 3

√︃
6𝜇*

𝑢𝑚𝜏
𝑠30𝜏

𝜈
∼ 𝜏𝜈/2.

Звiдси

𝜇*=
𝑢𝑚𝜏 𝑠

3
0𝜏

𝜈

6

(︁
𝜌
(max)
0

)︁3
=

𝑢𝑚𝜏 𝑠
3
0𝜏

𝜈

6
Δ3 ∼ 𝜏

5
2𝜈. (6.36)

Iншим разом, припускаючи, що ми працюємо бiля
самої критичної точки, коли 𝜇* = 0, i тодi

𝜌
(max)
0 ≈ 𝜇*

𝐴
∼ 𝜏𝜈/2.

Ми знову таки приходимо до результату (6.26)–
(6.36).

Для статистичної суми (6.22), (6.23) з врахуван-
ням (6.33) i (6.34) одержуємо

𝐸(Δ) = 𝜇*(Δ)− 1

2
𝐴Δ2 − 𝑢𝑚𝜏

4!
𝜏𝜈Δ4, (6.37)

𝑍(𝜌0)
𝑚𝜏

=
√
𝑁 exp𝑁𝐸(Δ)×

×
∫︁

exp

[︃
𝑁�̈�(Δ)

2
(Δ− 𝜌0)

2

]︃
(𝜌0 −Δ)𝑑𝜌0 =

= exp𝑁𝐸(Δ)

√︃
2𝜋

�̈�(Δ)
. (6.38)

З врахуванням

ln𝑍(𝑚𝜏 )
𝜌0

=
𝑃

(𝑚𝜏 )
𝜌0 𝑉

𝑘𝑇
(6.39)

одержуємо внесок у рiвняння стану вiд iнтегрува-
ння по 𝜌0:

𝑃 (𝑚𝜏 )
𝜌0

=
𝑁

𝑉
𝑘𝑇

[︂
𝜇*(Δ)− 1

2
𝐴Δ2 − 𝑢𝑚𝜏

4!
𝑠30𝜏

𝜈Δ4

]︂
=

=
𝑁

𝑉
𝑘𝑇

[︃(︂
𝐴Δ+

1

6
𝑢𝑚𝜏

𝑠30𝜏
𝜈Δ3

)︂
−

− 1

2
𝐴Δ2 − 𝑢𝑚𝜏

4
𝑠30𝜏

𝜈Δ4

]︃
. (6.40)

Таким чином, умовою (6.31), а також (6.25) i
(6.33) ми пов’язали мiж собою дiї обох складо-
вих потенцiалу взаємодiї: далекодiючих ван-дер-
ваальсiвських взаємодiй притягання з короткодiю-
чими взаємодiями, якi ми тут моделювали потен-
цiалом пружних кульок.

Рiвняння (6.40) перепишемо в iншiй формi:

𝑃 (𝑚𝜏 )
𝜌0

=
𝑁𝑘𝑇

𝑉

[︂
𝐴Δ

(︂
1− 1

2
Δ

)︂
+

+
1

6
𝑢𝑚𝜏

𝑠30𝜏
𝜈Δ3

(︂
1− 3

2
Δ

)︂]︂
. (6.41)

Функцiя 𝑃
(𝑚𝜏 )
𝜌0 має форму кубiчної параболи з то-

чкою Δ = 0 точку перегину. Нагадаємо, що Δ = 0
означає критичну густину 𝜂𝑐 = 0,13044.

7. Iнтегрування в областi 𝑇 < 𝑇c

Як випливає з дослiдження рiвняння Ейлера, iнте-
грування у статистичнiй сумi розбивається на два
етапи: iнтегрування по всiх змiнних 𝜌k з 0 < 𝑘 ≤ 𝐵
i iнтегрування по змiннiй 𝜌0. Кожне з них дає пев-
нi термодинамiчнi макроскопiчнi результати. Оби-
два типи iнтегрування взаємно пов’язанi. Так, у
результатi iнтегрувань по {𝜌k}, 0 < 𝑘 ≤ 𝐵 одержу-
ємо координати критичної точки, критичнi iнде-
кси, появу ренормгрупової симетрiї у послiдовно-
стi коефiцiєнтiв блочних гамiльтонiанiв i граничнi
гаусовi режими. Iнтеграл за змiнною 𝜌0 при 𝑇 > 𝑇c

нiчого особливого не додавав до картини, що ви-
никала пiсля iнтегрувань по множинi {𝜌k}. Необхi-
дно вiдзначити, що iзотерми мали точку перегину
на перетинi з перпендикуляром прямолiнiйного дi-
аметра Δ = 0.

Еквiвалентнiсть результатiв при розглядi у ве-
ликому канонiчному i у канонiчному розподiлах
виступає при 𝑇 > 𝑇c усюди. Ми, до речi, скори-
стались цим при засередненнi по системi вiдлiку
i прийняли для кумулянтiв M1, ...,M4 їхнi вирази
через стисливiсть (æ), що випливали з розгляду у
канонiчному розподiлi.

При 𝑇 < 𝑇c маємо якiсно iншу картину. В си-
стемi вiдбувається фазовий перехiд першого роду.
У газовiй фазi виникає рiдка фаза. Вiдбувається
роздiлення середнього числа частинок мiж фаза-
ми, перехiд частинок з однiєї фази в iншу. У ви-
кладках суттєву роль вiдiграє хiмiчний потенцiал
𝜇 чи узагальнений хiмiчний потенцiал 𝜇* i рiвнян-
ня для огинаючої.

При 𝑇 < 𝑇c основнi результати виникають при
iнтегруваннi по змiннiй 𝜌0.

При 𝑇 < 𝑇c, як видно з рис. 5, в, настає та-
кий момент 𝑛𝜏 в iнтегруваннi по шарах фазового
простору, коли крива 𝑑(𝑛𝜏 )(𝑘) стає вiд’ємною для
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всiх 𝑘, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝐵𝑛𝜏
. На точцi 𝐵𝑛𝜏

закiнчується
область КР.

В результатi iнтервал iндексiв 𝑘 при iнтегруван-
нi по 𝜌k у статистичнiй сумi Ξ𝐿 з (1.73) розбиває-
ться на три частини: 𝐵 ≥ 𝑘 ≥ 𝐵𝑛𝜏 , 𝐵𝑛𝜏 > 𝑘 > 0 i
𝑘 = 0 вiдповiдно

Ξ𝐿 = ΞКР ΞIГР Ξ𝜌0
, (7.1)

де ΞКР – результат iнтегрування у КР, 𝐵𝑛𝜏
≤ 𝑘 ≤

≤ 𝐵, ΞIГР – результат iнтегрування в IГР i Ξ𝜌0
–

результат iнтегрування по змiннiй 𝜌0.
На iнтервалi (𝐵𝑛𝜏 ≤ 𝑘 ≤ 𝐵) вiдбувається iнте-

грування четвiрної густини мiри за методом, роз-
виненим для моделi Iзiнга 12. Для статистичної су-
ми у критичному режимi одержуємо

ΞКР = exp

(︂
− 1

𝑘𝑇
𝐹КР

)︂
, (7.2)

де

𝐹КР = −𝑁𝑘𝑇{−𝑛𝜏a
3𝜈 |𝑟|3𝜈 ln 𝑠+

+(1− a3𝜈 |𝑟|3𝜈)𝜙1 + |𝜏 |(1− a3𝜈−1|𝑟|3𝜈−1)𝜙2}.

Тут 𝑠 – параметр подiлу фазового простору на ша-
ри, 𝐵𝑛𝜏 = 𝐵/𝑠𝑛𝜏 :

a = 𝐶1(𝑟
* + |𝛼(0)|)−1,

𝜙1 = 1,043− 0,828
𝑟* + 𝑞√

𝑢*
− 0,250 ln𝑢*,

𝜙2 = 0,828
𝐶1√
𝑢*

(1− 𝑠−3𝐸1)
−1, 𝑞 = 𝑞 |𝛼(0)|;

𝑞 =
3

5

(1− 𝑠−5)

(1− 𝑠−3)

при 𝑠 = 𝑠* = 3,5862 𝐶1 = 0,818|𝛼(0)| + 0,011×
× [|𝛼𝑐(0)|]−1, 𝐸1 = 8,235.

IГР виникає пiсля iнтегрування по 𝜌k у КР. Ви-
хiдний iнтеграл ΞIГР має вигляд

ΞIГР = exp

[︃
𝜇*

√
𝑁(𝜌0 + M̃1)−

− 1

2

∑︁
𝑘<𝐵𝑛𝜏

𝑑
(𝑛𝜏 )
2 (𝑘)𝜌k𝜌−k − 1

4!

1

𝑁𝑛𝜏

×

12 Викладки цiлком аналогiчнi до тих, що були у випадку
𝑇 > 𝑇c.

×
∑︁

k1 ...k4

𝑘𝑖 < 𝐵𝑛𝜏

𝑎
(𝑛𝜏 )
4 𝜌k1

... 𝜌k4
𝛿k1+ ...+k4

]︃
(𝑑𝜌)𝑁𝑛𝜏, (7.3)

в якому коефiцiєнти 𝑑
(𝑛𝜏 )
2 (𝑘) i 𝑎

(𝑛𝜏 )
4 формуються

в результатi iнтегрування в КР (режимi ренорм-
групи):

𝑑(𝑛𝜏 )(𝑘) = (𝑟* + 𝐶1𝐸
𝑛𝜏
1 − 𝐶2𝐸

𝑛𝜏
2 𝑅)𝑠−2𝑛𝜏 + 𝑞𝑘2,

𝑎
(𝑛𝜏 )
4 = (𝑢* + 𝐶1𝐸

𝑛𝜏
1 𝑅′ + 𝐶2𝐸

𝑛𝜏
2 )𝑠−4𝑛𝜏 ,

𝐵𝑛𝜏
= 𝐵

𝑠𝑛𝜏 ; 𝑁𝑛𝜏
= 𝑁

𝑠3𝑛𝜏 ; 𝑞 = 2𝑏2𝛼(0); 𝐸1 i 𝐸2 –
власнi значення матрицi лiнiйного наближення ре-
курентних рiвнянь. Для iнших величин маємо:
𝑅 = 𝑅12

𝑅11−𝐸2
; 𝑅′ = 𝐸1−𝑅11

𝑅12
, 𝑅𝑖𝑗 – матричнi елемен-

ти матрицi лiнiйного наближення, 𝐶1 = 𝜏𝐶1, де
𝐶1 ≃ |𝛼(0)|, 𝐶2 ∼ 0,02. Докладнi значення 𝐶1, 𝐶2,
𝐸1 i 𝐸2, 𝑅 i 𝑅′ поданi в [14]. Суттєво, що тепер
𝐶1 < 0, бо 𝜏 < 0. При 𝜏 < 0 при розглядi послi-
довностi блочних iнтегралiв використовувались не
функцiї Бесселя 𝐾

(𝑧)
1/4 i 𝐾(𝑧)

3/4, 𝑧 = 3
4
(𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1𝐵𝑛))

2

𝑎
(𝑛)
4

,

а функцiї параболiчного цилiндра 𝑈(0, 𝑥) i 𝑈(1, 𝑥),
де 𝑥(𝑛) =

√
3𝑑(𝑛)(𝐵𝑛+1𝐵𝑛)√︁

𝑎
(𝑛)
4

. Тут 𝑑
(𝑛𝜏 )
2 (𝑘) < 0 для всiх

𝑘 < 𝐵𝑛𝜏
. Тим не менше iнтеграл (7.3) збiгається,

iнтеграл iснує завдяки тому, що 𝑎
(𝑛𝜏 )
4 завжди пози-

тивне для всiх 𝑘 < 𝐵𝑛𝜏
. Використовуємо цей вплив

коефiцiєнта 𝑎
(𝑛𝜏 )
4 , змiщуємо 𝜌𝑘 на величину

𝜌k = 𝜌′k* + 𝜎
√
𝑁𝛿k, (7.4)

де 𝜎 знаходиться з умови максимуму:

𝐸iнв.(𝜎) =
1

2
|𝑑(𝑛𝜏 )(0)|𝜎2 − 1

4!
𝑎
(𝑛𝜏 )
4 𝑠3𝑛𝜏𝜎4.

Отримуємо 𝜎 =

√︂
3!|𝑑𝑛𝜏 (0)|
𝑎
(𝑛𝜏 )
4 𝑠3𝑛𝜏

. В результатi такого

змiщення коефiцiєнт 𝑑(𝑛𝜏 )(𝑘) у (7.3), що має вiд’єм-
не значення, замiнюється новим, що має позитивне
значення:

𝑑(𝑘) = 2|𝑑𝑛𝜏 (0)|+ 𝑞𝑘2 > 0.

Завдяки цьому при розрахунку у (7.3) можна ви-
користати гаусову густину мiри. За її допомогою
ведемо iнтегрування по всiх 𝜌k за винятком iнте-
грування по змiннiй 𝜌0. В iнтегралi по 𝜌0, що зали-
шився у (7.3) в показнику експоненти, завдяки пе-
ретворенню (7.4) з’являється кубiчний член. Щоб
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його знищити, виконується ще одне змiщення 𝜌0,
виявляється що воно є зворотним до (7.4):

𝜌′0 = 𝜌′′0 − 𝜎
√
𝑁. (7.5)

В результатi вираз для ΞIГРΞ𝜌0
запишеться у ви-

глядi:

ΞIГРΞ𝜌0 = exp (−𝛽𝐹𝑛𝜏 )×

×
∫︁

exp

(︂√
𝑁𝜇*(𝜌0+M̃1)+𝐷𝜌20−

1

𝑁
𝐺𝜌40

)︂
𝑑𝜌0, (7.6)

де 𝐹𝑛𝜏
є результатом iнтегрування в IГР, що по-

чинається з формули (7.3), яка, в свою чергу, є
продовженням iнтегрування у критичному режи-
мi. Величина 𝐹𝑛𝜏

включає в себе результати пере-
творень змiщення (7.4) i (7.5) та iнтегрування по
𝜌k з 0 < 𝑘 ≤ 𝐵𝑛𝜏 . Iнтегрування виконувалось з га-
усовою густиною мiри. Воно таке саме, як це має
мiсце в моделi Iзiнга при 𝑇 ≤ 𝑇c i докладно описа-
не у роботах [9, 14, 43].

В результатi для 𝐹𝑛𝜏 маємо вираз

𝐹𝑛𝜏
= −𝑁 ′𝑘𝑇a3𝜈 |𝑟|3𝜈(𝜙3 + 𝑛𝜏 ln 𝑠), (7.7)

де
𝜙3 =

3

4
ℒ̃1(1/

√
2)− 1

32
�̄�[ℒ̃1(1/

√
2)]2 + 𝛼𝑞�̄�/2+

+
1

3
[1− ℒ̃1(1/

√
2)]− 1

2
ln(3𝛼(0)/𝜋),

𝛼𝑞 ≃ 0,07 , �̄� = 𝑢*/(𝛼(0))2 ≈ 0,9,

ℒ̃1(𝑥) = 3
𝑥− arctg 𝑥

𝑥3
, ℒ̃1(𝑥) = 1 + 0(𝑥2).

Наведенi тут результати iнтегрування в КР та в
IГР залежать вiд величини параметра 𝑠 – параме-
тра подiлу фазового простору на шари. 13 Опти-
мальним значенням 𝑠 при iнтегруваннi з четвiр-
ною густиною мiри є 𝑠 = 𝑠* = 3,5862, для якого
параметр

√
𝑧* = (3/4)1/2(𝑟*+ 𝑞)/

√
𝑢* дорiвнює ну-

левi. Важливими є коефiцiєнти 𝐷 i 𝐺 в показнику
пiдiнтегральної функцiї у формулi (7.6). Для кое-
фiцiєнта при 𝜌20 отримуємо

𝐷 =
1

2
|𝑑(𝑛𝜏 )(0)| − 𝑎

(𝑛𝜏 )
4

8|𝑑(𝑛𝜏 )(0)|
ℒ̃1(𝑥) = |𝜏 |2𝜈𝐷0,

𝐷0=
1

2
|𝑟(𝑛𝜏 )|

(︂
1− 𝑢𝑛𝜏

4|𝑟(𝑛𝜏 )|2
ℒ̃1(𝑥)

)︂(︃
𝐶1

𝑟*+|𝛼(0)|

)︃2𝜈
.

(7.8)

13 Нагадаємо, що iнтегрування вiдбувається у вузькiй обла-
стi температур нижче 𝑇 = 𝑇c, 𝜏 < 0,01.

Аналогiчно

𝐺 =
𝑢𝑛𝜏

4
𝑠−𝑛𝜏 = |𝜏 |𝜈𝐺0,

𝐺0 =

(︃
𝐶1

𝑟* + |𝛼(0)|

)︃𝜈
𝑢𝑛𝜏

4!
, 𝜈 = 0,605.

На вiдмiну вiд моделi Iзiнга, в якiй вихiднi куму-
лянти M1, M2, M3, M4 були величинами сталими,
у цiй задачi вони є функцiями густини 𝜂.

У формулi (7.6) ми одержали вихiдний вираз
для дослiдження подiй нижче 𝑇c.

Пiдкреслимо важливiсть розгляду як КР, так i
IГР. В результатi iнтегрувань у КР виникає у фор-
мулi (7.3) вихiдний розподiл для iнтегрування в
IГР. А в результатi наступного етапу – iнтегру-
вання в IГР – включаючи перетворення змiщення
(7.4), виникає вихiдна форма (7.6) для iнтегрува-
ння по змiннiй 𝜌0. Як випливає з формули (7.8),
коефiцiєнт 𝐷 є сумою двох доданкiв. Форма пер-
шого з них, а саме 1

2 |𝑑
(𝑛𝜏 )(0)| – визначається у КР

i пов’язана з перетвореннями ренормгрупи, а дру-
гий доданок – 𝑎

(𝑛𝜏 )
4

8|𝑑(𝑛𝜏 )(0)| ℒ̃1(𝑥) – є внеском вiд iнте-
грування в IГР.

Подiбно як це було при 𝑇 > 𝑇c, у випадку 𝑇 < 𝑇c

в результатi iнтегрування у довгохвильовiй обла-
стi мод коливань густини 𝜌k для 𝑘 0 < 𝑘 ≤ 𝐵 ма-
ємо доволi пiкантну ситуацiю. У КР 𝐵𝑛𝜏

< 𝑘 < 𝐵
система не є термодинамiчно стiйкою, знаки сти-
сливостi i теплоємностi є нефiзичними

(︀
𝜕𝑃
𝜕𝑉

)︀
𝑇
> 0

i 𝐶𝑉 < 0. Лише включення результатiв iнтегрува-
ння у ГГР (при 𝑇 ≥ 𝑇c) i в IГР (при 𝑇 < 𝑇c) дає
сумарне значення вiльної енергiї, що має усi озна-
ки термодинамiчної стiйкостi. Це означає, що тер-
модинамiка в критичнiй точцi 𝑇c є границею сум
внескiв вiд критичного 𝐵𝑛𝜏

≤ 𝑘 ≤ 𝐵 i iнверсного
(граничного) гаусових режимiв 0 < 𝑘 ≤ 𝐵𝑛𝜏 .

На закiнчення огляду результатiв iнтегрування
у просторi {𝜌k} 𝑘 ̸= 0 подаємо значення критичних
iндексiв, розрахованих у роботах М. Козловського
i I. Пилюка [9, 14–16].

8. Iнтегрування по 𝜌0.
Дослiдження фазового переходу 1-го роду

Отже, вважається, що у статистичнiй сумi Ξ здiй-
снено повне iнтегрування у просторi 𝜌𝑘, за виня-
тком iнтегрування по змiннiй 𝜌0.

Наше завдання полягає у дослiдженнi iнтеграла
по 𝜌0 у формулi (7.6). Пiсля замiни 𝜌0 =

√
𝑁𝜌′0,
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опускаючи доданки, пропорцiйнi ln𝑁 , маємо та-
кий вихiдний вираз:

Ξ𝜌0
= exp

[︁
𝑁𝜇*(1−Δ)

]︁
×

×
∫︁

exp𝑁{𝜇*𝜌0 +𝐷𝜌20 −𝐺𝜌40}𝑑𝜌0. (8.1)

Ξ𝜌0 є функцiєю хiмiчного потенцiалу 𝜇*, густини
𝜂 i температури 𝜏 . Позначимо

𝐸(𝜌0) = 𝜇*𝜌0 +𝐷𝜌20 −𝐺𝜌40. (8.2)

Тут

𝜇* = 𝜇− 𝜇0 − 𝜉 + |𝛼(0)|M̃1,

𝐷 i 𝐺 заданi у формулi (7.8), цi величини дода-
тнi. Коефiцiєнт при 𝜌2 у (39) є додатним i пiдiн-
тегральна функцiя при малих 𝜌0 є зростаючою, а
при 𝜌0 → ∞ пiдiнтегральна функцiя exp𝑁𝐸0(𝜌0)
прямує до нуля, завдяки доданку 𝐺𝜌40. Показник
експоненти у (8.1) пропорцiйний до 𝑁 .

Отже, пiдiнтегральна функцiя може мати один
або декiлька дуже високих максимумiв. Завдяки
цьому iнтеграл (8.1) можна розрахувати, викори-
стовуючи метод найбiльш швидкого спуску. Для
цього знайдемо точки максимуму 𝐸(𝜌0):

𝜕𝐸

𝜕𝜌0
= 0;

𝜕2𝐸

𝜕𝜌20
< 0 або

𝜇* + 2𝐷𝜌0 − 4𝐺𝜌30 = 0,

2𝐵 − 12𝐺𝜌20|𝜌0=𝜌0 max
< 0,

(8.3)

або в стандартнiй формi:

𝜌30 + 𝑉 𝜌0 +𝑊 = 0, (8.4)

Таблиця 4. Критичнi iндекси моделi Iзiнга,
до класу якої належить задача про критичну
точку системи газ–рiдина

Вели-
чина

Метод колективних
змiнних Теоретико-

польовий
пiдхiд [14]

Високотем-
пературнi
розклади

[14]Модель 𝜌4

[9, 14, 15]
Модель 𝜌6

[16]

𝜈 0,605 0,637 0,630 0,638
𝛼 0,185 0,088 0,110 0,125
𝛽 0,303 0,319 0,325 0,312
𝛾 1,210 1,275 1,241 1,250
Δ1 0,463 0,525 0,498 0,50

де 𝑉 = −𝐷
2𝐺 , 𝑊 = − 1

4
𝜇*

𝐺 , з умовою 3𝜌20 + 𝑉 > 0, що
вiдповiдає (8.3). Рiвняння (8.4) має три коренi, що
випливають з формули Кардано:

𝜌0 =
3

√︂
−𝑊

2
+
√︀
𝑄+

3

√︂
−𝑊

2
−
√︀

𝑄, (8.5)

де 𝑄 – дискримiнант рiвняння

𝑄 =
𝑊 2

4
+

𝑉 3

27
. (8.6)

Перший доданок дискримiнанта завжди додатний,
другий – завжди вiд’ємний. Тому можуть бути три
випадки 𝑄 > 0, 𝑄 < 0 i 𝑄 = 0. В залежностi вiд
знака 𝑄 маємо один дiйсний (𝑄 > 0) або три дiйснi
коренi (𝑄 < 0) 14. Випадок 𝑄 = 0 є границею, на
якiй вiдбувається роздiлення розв’язкiв.

а) Почнемо з 𝑄 > 0. Рiвняння (8.4) має один
дiйсний i два комплексно спряженi коренi. 𝑄 > 0

означає, що 𝑊 2

4 >
⃒⃒⃒
𝑉 3

27

⃒⃒⃒
i
⃒⃒
𝑊
2

⃒⃒
>

√
𝑄. У зв’язку з

цим

𝜌
(1)
0 =

3

√︂
−𝑊

2

{︃[︂
1− 2

√
𝑄

𝑊

]︂1/3
+

[︂
1 +

2
√
𝑄

𝑊

]︂1/3}︃
,

𝑄 = ±|𝑊 |
2

(︁
1 +

1

2
𝛽 − 1

8
𝛽2 + ...

)︁
, (8.7)

𝛽 =

(︂
𝑉

3

)︂3⧸︁(︂𝑊
3

)︂2
.

Розкладаючи в ряд за степенями 𝛽, одержуємо

𝜌
(1)
0 =

(︂
𝜇*

4𝐺

)︂1/3[︃
1 +

(︂
|𝛽|
4

)︂1/3
−

− 1

12
|𝛽|+

3
√
2

24
|𝛽|4/3 − 0(𝛽2)

]︃
. (8.8)

Звiдки

𝜇* = 4𝐺

[︃
1 +

(︂
|𝛽|
4

)︂1/3
− 1

12
|𝛽|+ ...

]︃−3

(𝜌
(1)
0 )3. (8.9)

Знак 𝜌
(1)
0 визначається знаком 𝜇*. При 𝛽 = 1, 𝑄 =

= 0, 𝜌(1)0 = 3
√︀

𝜇*/𝐺, бо(︂
1

4

)︂1/3 [︃
1 +

(︂
1

4

)︂1/3
− 1

12
+

3
√
2

24
− ...

]︃
= 1.

14 При 𝑇 > 𝑇c дискримiнант 𝑄 завжди позитивний, 𝑄 > 0.
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a

Рис. 6. Кривi (8.14) розв’язкiв рiвняння (8.3) для пошу-
ку траєкторiй максимальних значень функцiї 𝐸(𝜌0) в iнте-
гралi (8.1) для Ξ𝜌0. Розв’язки (8.14) визначають траєкто-
рiї iзотермiчних процесiв. Крива, що проходить мiж точка-
ми (−𝑏,−𝑎) та (−𝑏/2, 𝑎), вiдповiдає розв’язковi 𝜌02, крива
(𝑏,−𝑎)–(𝑏/2, 𝑎) – розв’язковi 𝜌01, крива (−𝑏/2, 𝑎)–(𝑏/2,−𝑎) –
розв’язковi 𝜌03. Головнi максимуми позначенi жирними лi-
нiями, вiдноснi максимуми – тонкими. Розв’язок 𝜌03 визна-
чає область нестiйких станiв

Випадок 𝑄 > 0 означає(︂
𝜇*

8𝐺

)︂2
>

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︂
− 𝐵

6𝐺

)︂3 ⃒⃒⃒⃒⃒ i |𝜇*| > 𝐺

(︂
2

3

𝐵

𝐺

)︂3/2
.

Отже, при 𝑄 > 0, 𝜇*, а з ним i корiнь 𝜌0 змiнюю-
ться в межах

|𝜇*| ≥ 𝑎, де 𝑎 = 𝐺

(︂
2

3

𝐷

𝐺

)︂3/2
,

|𝜌(1)0 | ≥ 𝑏, де 𝑏 =

(︂
2

3

𝐷

𝐺

)︂1/2
.

(8.10)

Аналогiчнi результати ми одержали у роздiлi 6.
Рiзниця полягала лише в тому, що там формулах
не було обмежень на 𝜇*.

б) Випадок 𝑄 = 0:(︂
𝑊

2

)︂2
= −

(︂
𝑉

3

)︂3
або 𝜇* = ±𝑎 = ±𝐺

(︂
2

3

𝐷

𝐺

)︂3/2
.

(8.11)

З рiвностi нулю дискримiнанта 𝑄 ми одержа-
ли значення хiмiчного потенцiалу системи 15. З

15 А не iз загальної умови 𝜕 ln Ξ
𝜕𝜇* = 𝑁 .

формули (8.5):

𝜌
(1)
0 = 2

3

√︂
−𝑊

2
= 3

√︂
−𝜇*

𝐺
= 3

√︂
−±𝑎

𝐺
. (8.12)

Пiдставляючи 𝜇* з (8.11), одержуємо

𝜌
(1)
0 = ±𝑏, де 𝑏 =

√︂
2

3

𝐷

𝐺
. (8.13)

Ми одержали вузловi точки бiфуркацiї розв’язкiв
на площинi 𝜇*𝜌0. Точцi (−𝑏,−𝑎) вiдповiдає точка
кореня 𝜌

(1)
0 , заданого в (8.8) при 𝜌

(1)
0 = −𝑏 i то-

чцi (𝑏, 𝑎) вiдповiдає точка кореня 𝜌
(1)
0 при 𝜌

(1)
0 = 𝑏

(рис. 6).
в) В областi 𝑄 < 0 рiвняння (8.4) має три дiйснi

коренi:

𝜌01 = 2

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑉

3

⃒⃒⃒⃒
cos𝜙/3, 𝜌02 = 2

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑉

3

⃒⃒⃒⃒
cos

𝜙+ 2𝜋

3
,

𝜌03 = 2

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑉

3

⃒⃒⃒⃒
cos

𝜙+ 4𝜋

3
,

𝜙 = arccos 𝑡, 𝑡 = − 𝑊

2
(︀
−𝑉

3

)︀3/2 =
𝜇*

𝑎
, тобто

𝜇* = 𝑎 cos𝜙, 𝜌01 = 𝑏 cos𝜙/3,

𝜌02 = 𝑏 cos
𝜙+ 2𝜋

3
, 𝜌03 = 𝑏 cos

𝜙+ 4𝜋

3
.

(8.14)

Поблизу точки 𝜇* = −𝑎 маємо 𝜙 = 𝜋 та: 𝜌01 =
= 𝑏 1

2 , 𝜌02 = −𝑏, 𝜌03 = 𝑏 1
2 .

Як бачимо, тiльки корiнь 𝜌02 стикується з коре-
нем 𝜌

(1)
0 у точцi (−𝑏− 𝑎).

Для випадку 𝜇* = 𝑎, 𝜙 = 0 маємо: 𝜌01 =
= 𝑏 cos 0 = 𝑏, 𝜌02 = 𝑏 cos 2𝜋

3 = − 1
2𝑏, 𝜌03 = 𝑏 cos 4𝜋

3 =
= 𝑏 cos

(︀
𝜋 + 𝜋

3

)︀
= 1

2𝑏, береться корiнь 𝜌01.
Хiмiчний потенцiал 𝜇* змiнюється в межах −𝑎 ≤

≤ 𝜇* ≤ 𝑎. В точцi 𝜇* = 0, 𝜙 = 𝜋
2 𝜌02 = −𝑏

√
3
2 = −𝑑,

𝜌01 = 𝑏 cos 𝜋
6 = 𝑑, де 𝑑 =

√︁
1
2
𝐷
𝐺 .

Лише коренi

𝜌01 = 𝑏 cos
𝜙

3
, 𝜌02 = 𝑏 cos

𝜙+ 2𝜋

3
та 𝜇* = 𝑎 cos𝜙

(8.15)

задовольняють умову максимуму (8.3). Абсолю-
тний максимум exp[𝑁𝐸(𝜌0)] для кореня 𝜌02 має мi-
сце для 𝜋

2 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋 (жирна лiнiя на рис. 6), а для
кореня 𝜌01 – коли 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

2 . Вiдноснi максимуми
exp[𝑁𝐸(𝜌0)] iснують для 𝜌02 в областi 0 ≤ 𝜙 < 𝜋

2 i
для 𝜌01 в областi 𝜋

2 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋.
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Крива для головних максимумiв узагальненого
хiмiчного потенцiалу 𝜇* має скачок по 𝜌0 вiд −𝑑
до +𝑑 на осi 𝜇* = 0.

Має мiсце плавний перехiд розв’язку 𝜌
(1)
0 у

розв’язок 𝜌02 у точцi (−𝑏,−𝑎) i розв’язку 𝜌
(1)
0 у

розв’язок 𝜌01 у точцi (𝑏, 𝑎).
Надалi розглядатиметься iзотермiчний процес

квазiстатичного стиснення газової системи при 𝜏 =
= const, 𝜏 < 0, |𝜏 | < 𝜏*.

З формули (8.3) одержуємо значення узагальне-
ного хiмiчного потенцiалу 𝜇*:

𝜇* = −2𝐷𝜌max
0 + 4𝐺(𝜌max

0 )3, (8.16)

яке ця функцiя набуває вздовж траєкторiй най-
бiльш ймовiрних термодинамiчних процесiв. З iн-
шого боку, для 𝜇* можемо використати його озна-
чення (1.33) i (1.78):

𝜇* = 𝛽(𝜇− 𝜇0)− 𝜉 + |𝛼(0)|(1−Δ). (8.17)

В результатi одержуємо вираз, що описує траєкто-
рiю термодинамiчних процесiв хiмiчного потенцiа-
лу системи 𝜇:

𝛽(𝜇−𝜇0) = 𝜉−|𝛼(0)|(1−Δ)−2𝐷𝜌
(max)
0 +4𝐺[𝜌max

0 ]3.

(8.18)

З цiєї рiвностi випливає, що хiмiчний потенцiал си-
стеми вiдлiку дорiвнює −𝜉:

𝛽𝜇0 = −𝜉 = − M3

|M4|
, (8.19)

де M3 i M4 заданi формулами (1.47) i (1.48).

9. Однофазнi стани газу i рiдини

Розв’язок 𝜌0max = 𝜌
(1)
0 заданий виразом (8.7), опи-

сує точки (густини) абсолютних максимумiв фун-
кцiї exp[𝑁𝐸(𝜌)] в iнтегралi (8.1), (8.2) у виразi для
Ξ𝜌0

. Вважаючи 𝑁 великим числом, скористуємось
методом перевалу, тодi:

ln Ξ𝜌0 = 𝑁(1−Δ)𝜇* +𝑁𝐸(𝜌
(1)
0 ). (9.1)

Виключаємо 𝜇* за допомогою умови:

𝜕 ln Ξ𝜌0

𝜕𝜇* = 𝑁 (9.2)

i одержуємо (1−Δ)𝑁 +𝑁𝜌1 = 𝑁 , звiдки

𝜌
(1)
0 = Δ, (9.3)

а вiдповiдно до (8.3) та (8.2)

𝜇* = 𝜇*(Δ) = −2𝐷Δ+ 4𝐺Δ3

та

𝐸(𝜌max
0 ) = 𝜇*Δ+𝐷Δ2 −𝐺Δ4. (9.4)

Сукупнiсть спiввiдношень (9.1) i (9.2) та виразiв
(1.73)–(1.78) дають нам рiвняння стану

𝑃𝑉 = 𝑃0𝑉 + 𝑃1𝑉 + 𝑃𝜌0𝑉, (9.5)

де

𝑃0𝑉 = Θ lnΞ0 (9.6)

– внесок вiд системи вiдлiку,

𝑃1𝑉 = Θ lnΞ1 (9.7)

– внесок вiд iнтегралiв по 𝜌k з 0 < 𝑘 ≤ 𝐵, що
включає iнтеграли у КР, у ГГР та вiльну енергiю
системи вiдлiку в наближеннi кумулянтiв M3 i M4,
Θ = 𝑘𝑇 .

Накiнець,

𝑃𝜌0𝑉 = Θ lnΞ𝜌0 , (9.8)

ln Ξ𝜌0
= 𝑁ℰ(Δ), (9.9)

де згiдно з (9.1)–(9.4):

ℰ(Δ) = 𝜇*(Δ) +𝐷Δ2 −𝐺Δ4, (9.10)

ℰ(Δ) = −2𝐷Δ+ 4𝐺Δ3 +𝐷Δ2 −𝐺Δ4, (9.11)

𝑃𝜌0
𝑉 = Θ𝑁

{︁
−2𝐷Δ+ 4𝐺Δ3 +𝐷Δ2 −𝐺Δ4

}︁
. (9.12)

Сума виразiв (9.6), (9.7) та (9.12) в (9.5) зображає
iзотерми газового стану при Δ ≤ −𝑏 i рiдкого стану
при Δ ≥ 𝑏.

Наше головне завдання – розглянути подiї в
областi |Δ| ≤ 𝑏, там, де дискримiнант (8.6) рiвня-
ння (8.3) є вiд’ємним, розгляд ведеться в областi
𝜏 < 0, |𝜏 | < 𝜏* ≃ 0,02 i

|𝜂 − 𝜂𝑐| < 𝜂𝑐

√︂
𝐷0

𝐺0
(𝜏*)𝜈/2; (9.13)

за означенням критична точка має координати 𝜏 =
= 0, Δ(𝜂𝑐) = 0, 𝜂𝑐 = 0,13044.

Для Δ як функцiї густини маємо Δ = −(M2𝜉+
+ 1

3M3𝜉
2). Функцiя Δ визначається також зi спiв-

вiдношення (9.3). А для 𝜌
(1)
0 маємо значення (8.8),
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що характеризує подiї у дiї сил притягання (до йо-
го складу входять коефiцiєнти 𝐷 i 𝐺). Таким чи-
ном, завдяки умовi (9.2) вiдбувається зв’язуван-
ня ефектiв далекосяжного притягання з коротко-
сяжними впливами вiд системи вiдлiку.

Крiм того, у критичнiй областi для Δ = Δ(𝜂)
можемо скористатись розкладом

Δ(𝜂) = Δ(𝜂𝑐)−
(︂
𝑑Δ

𝑑𝜂

)︂
𝜂𝑐

(𝜂 − 𝜂𝑐). (9.14)

Тут також справедливi спiввiдношення
(︁
𝑑Δ
𝑑𝜂

)︁
𝜂=𝜂𝑐

=

= 1
𝜂𝑐

, а за означенням критичної точки Δ|𝜂=𝜂𝑐
= 0,

i для (9.14) матимемо:

Δ =
1

𝜂𝑐
(𝜂 − 𝜂𝑐) та 𝜂 = 𝜂𝑐Δ+ 𝜂𝑐. (9.15)

Звiдси випливає, що для газового стану 𝜌
(1)
0 ≤

≤ −𝑏 та для рiдкого стану 𝜌
(1)
0 ≥ 𝑏 в (9.15) мати-

мемо вiдповiднi обмеження на значення Δ i на 𝜂.
Крiм того, ми повиннi враховувати обмеження на
густину у виразi (9.13), а також у зв’язку iз розмi-
рами областi густин, для яких є додатнi значення
кумулянта M4 [39,43].

10. Про систему вiдлiку

Повернемось до формули (7.1) для великої стати-
стичної суми Ξ:

ln Ξ = lnΞ0 + lnΞ1 + lnΞ𝜌0
. (10.1)

Ми маємо на метi видiлити у правiй сторонi рiвно-
стi доданки, що належать тiльки до системи вiд-
лiку. По-перше, це ln Ξ0 = 𝑃0𝑉

𝜃 , де 𝑃0 – тиск вiд
системи вiдлiку. По-друге, згiдно з (9.9), (9.10) та
(8.17) для ln Ξ𝜌0 можемо написати

ln Ξ𝜌0 = 𝑁
[︁
𝛽(𝜇− 𝜇0)− 𝜉 + |𝛼(0)|(1−Δ)

]︁
+

+𝑁(𝐷Δ2 −𝐺Δ4). (10.2)

Отож, у правiй частинi маємо два доданки 𝑁(−𝜉−
−𝛽𝜇0), пов’язанi iз системою вiдлiку, якi не зни-
кають, коли виключити взаємодiю притягання, по-
клавши 𝛼 = 0. I по-третє, у правiй сторонi рiвностi
(10.1) слiд видiлити ще iншi вирази, що разом ком-
плектують вiльну енергiю системи вiдлiку 𝐹0. Мо-
ва йде про множник 16 𝐶 =

√
2
𝑁 ′−1

[𝑄(M̃2, M̃4)]
𝑁 ′

,

16 Вираз для 𝑄(M̃2, M̃4) наведено (1.81).

що входить до складу Ξ1 = exp[−𝛽(𝐹КР + 𝐹IГР)].
Збираючи докупи доданки, що залишаються у ви-
разах (10.1) при 𝛼 = 0, можемо записати (10.1) у
виглядi

𝑃𝑉

Θ
− 𝑃0𝑉

Θ
= 𝑁𝛽{𝜇− 𝜇0} − 𝛽(𝐹 − 𝐹0), (10.3)

де

−𝛽(𝐹 − 𝐹0) = 𝑁
[︁
|𝛼(0)|(1−Δ) + (𝐷Δ2 −𝐺Δ4)

]︁
−

−𝛽(𝐹КР + 𝐹IГР)−

−𝑁

[︂
𝜉 − 𝑁 ′

𝑁

(︂
ln𝑄(M̃2, M̃4) +

1

2
ln 2

)︂]︂
,

𝑁 ′ = 𝑁

(︂
𝐶√
2𝑏𝜋

)︂3
≪ 𝑁.

(10.4)

Таким чином, до складу 𝐹0 входять

𝐹0

Θ
= −𝑁𝜉 +𝑁 ′

[︁
ln𝑄(M̃2, M̃4) +

1

2
ln 2
]︁
. (10.5)

У наших викладках при розглядi подiй у крити-
чнiй областi будемо вважати їх величинами вiдо-
мими. Ми навели тут вирази для 𝐹0, щоб сказати,
що тиск 𝑃0 i хiмiчний потенцiал 𝜇0 слiд визнача-
ти саме з виразу для 𝐹0, одержаного тут з четвiр-
ної базової густини мiри при розрахунку якобiана
переходу до колективних змiнних. Крiм того, не
вдаючись до скрупульозних розрахункiв доданкiв,
що характеризують “чисту” систему вiдлiку, буде-
мо вважати, що в (10.3) можна взаємно скоротити
доданки, що стосуються системи вiдлiку, вважаю-
чи рiвнiсть

−𝑃0𝑉

Θ
= −𝑁𝛽𝜇0 + 𝛽𝐹0

тотожнiстю. Бiльш скрупульозний розгляд мо-
жливостi скорочення доданкiв, що стосуються “чи-
стої” системи вiдлiку, будуть предметом окремих
дослiджень. При розрахунку хiмiчного потенцiалу
системи 𝜇 будемо вважати, що

𝛽𝜇0 =
𝜕𝐹0

𝜕𝑁
≃ −𝜉. (10.6)

Виключення системи вiдлiку при розглядi рiвнян-
ня стану, згiдно iз формулою (10.3), не входитиме
у наш розгляд i буде предметом окремого дослi-
дження.
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11. Область фазового переходу

Розглядається статистична сума (8.1) в областi
вiд’ємних значень дискримiнанта (8.6) рiвняння
(8.4). Докладному розглядовi пiдлягає та частина
виразу (8.1), яка пов’язана з хiмiчним потенцiалом
системи, тобто Ξ𝜌0 :

Ξ𝜌0
= exp

[︁
𝑁𝜇*(1−Δ)

]︁ ∞∫︁
−∞

exp
[︁
𝑁𝐸(𝜌)

]︁
𝑑𝜌. (11.1)

В областi 𝑄 < 0 рiвняння (8.4) на екстремум пiдiн-
тегральної функцiї exp𝑁𝐸(𝜌) має коренi (8.14).

Перейдемо до дослiдження рiвнянь (9.1) та (9.2)
для огинаючої у випадку 𝑄 < 0 (у роздiлi 9 ми
зробили це вже для випадку 𝑄 > 0).

Розглянемо докладно друге з них

𝜕 ln Ξ𝜌0

𝜕𝜇* −𝑁 = 0. (11.2)

Беручи до уваги (11.1), матимемо

𝑁(1−Δ) +

∞∫︀
−∞

𝑁𝜌 exp(𝑁𝐸(𝜌))𝑑𝜌

∞∫︀
−∞

exp(𝑁𝐸(𝜌))𝑑𝜌

= 𝑁

або
∞∫︀

−∞
𝜌 exp(𝑁𝐸(𝜌))𝑑𝜌

∞∫︀
−∞

exp𝑁𝐸(𝜌)𝑑𝜌

= Δ. (11.3)

У правiй сторонi рiвняння маємо Δ = Δ(𝜂), зада-
не у формулах (1.78), в якiй фiгурують кумулянти
системи вiдлiку. У лiвiй сторонi рiвняння – вели-
чини, пов’язанi з ефектами далекосяжного притя-
гання ван-дер-ваальсiвських сил.

Iнтеграл
∫︀∞
−∞ 𝜌 exp(𝑁𝐸(𝜌))𝑑𝜌 розiб’ємо на двi

половини:
∞∫︁

−∞

𝜌 exp(𝑁𝐸(𝜌))𝑑𝜌 =

0∫︁
−∞

𝜌 exp(𝑁𝐸(𝜌))𝑑𝜌+

+

∞∫︁
0

𝜌 exp(𝑁𝐸(𝜌))𝑑𝜌.

У першому з них згiдно з рис. 6 максимум пiдiн-
тегральної функцiї exp(𝑁𝐸(𝜌)) має мiсце для 𝜌 =

𝜌02 = 𝑏 cos 𝜙+2𝜋
3 , 𝜋

2 < 𝜙 ≤ 𝜋. Це область газового
стану речовини. У другому ж максимум функцiї
exp(𝑁𝐸(𝜌)) iснує для 𝜌 = 𝜌01 = 𝑏 cos 𝜙

3 , 0 ≤ 𝜙 < 𝜋
2 –

це область рiдини.
У всьому ж iнтегралi (11.3) абсолютний макси-

мум для газової фази крокує разом з вiдносним ма-
ксимумом для рiдини i, навпаки, абсолютний ма-
ксимум для рiдкої фази крокує поряд iз вiдносним
максимумом для газового стану.

Розглянемо iнтеграли в (11.3). Позначимо через
ℐ iнтеграл:

ℐ =

∞∫︁
−∞

𝜌 exp(𝑁𝐸(𝜌))𝑑𝜌, (11.4)

а через 𝒦 iнтеграл:

𝒦 =

∞∫︁
−∞

exp(𝑁𝐸(𝜌))𝑑𝜌.

Маючи на увазi, що максимуми пiдiнтегральної
функцiї йдуть вздовж лiнiй 𝜌 = 𝜌02 та 𝜌 = 𝜌01 i
що крива 𝜌02, де −𝑏 ≤ 𝜌02 ≤ −𝑏/2, стосується га-
зової фази, а крива 𝜌01, де 𝑏/2 ≤ 𝜌01 ≤ 𝑏 – рiдкої
фази, запишемо iнтеграли (11.4) у виглядi сум:

ℐ = ℐ𝑔 + ℐ𝑙 та 𝒦 = 𝒦𝑔 +𝒦𝑙, де

ℐ𝑔 =

0∫︁
−∞

𝜌 exp
(︁
𝑁𝐸(𝜌)

)︁
𝑑𝜌,

ℐ𝑙 =
∞∫︁
0

𝜌 exp
[︁
𝑁𝐸(𝜌)

]︁
𝑑𝜌,

𝒦𝑔 =

0∫︁
−∞

exp
(︁
𝑁𝐸(𝜌)

)︁
𝑑𝜌,

𝒦𝑙 =

∞∫︁
0

exp
[︁
𝑁𝐸(𝜌)

]︁
𝑑𝜌.

(11.5)

Оскiльки всi вони однотипнi, докладно розрахуємо
ℐ𝑔. Розкладемо функцiю 𝐸(𝜌) бiля точки максиму-
му 𝜌 = 𝜌02 = 𝑏 cos 𝜙+2𝜋

3 . Тодi

ℐ𝑔 = exp[𝑁𝐸(𝜌02)](ℐ11𝜌02 + ℐ12), (11.6)

де

ℐ11 =

0∫︁
−∞

exp

[︂
−𝑁

2
|�̈�(𝜌02)|(𝜌− 𝜌02)

2

]︂
𝑑𝜌 =
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=

{︃√
𝜋

2

(︂
𝑁

2
|�̈�(𝜌02)|

)︂−1/2

+

+

|𝜌02|∫︁
0

exp

(︂
−𝑁

2
|�̈�(𝜌02)|𝑥2

)︂
𝑑𝑥

}︃
,

ℐ12 =

0∫︁
−∞

(𝜌− 𝜌02) exp

[︂
−𝑁

2
|�̈�(𝜌02)|(𝜌− 𝜌02)

2

]︂
𝑑𝜌 =

=
1

|𝑁�̈�(𝜌02)|
exp−1

2
𝑁 |�̈�(𝜌02)|𝜌202.

Для другого iнтеграла в ℐ11 вводимо iнтеграл ймо-
вiрностi i одержуємо 17

|𝜌02|∫︁
0

exp

(︃
−𝑁

2
|�̈�(𝜌02)𝑥

2|

)︃
𝑑𝑥 =

=

√
𝜋

2
(erfc 𝑧)

1√︁
𝑁
2 |�̈�(𝜌02)|

,

𝑧 =

√︂
𝑁

2
|�̈�(𝜌02)||𝜌02|;

erfc 𝑧 =
1√
𝜋

1

𝑧
𝑒−𝑧2

[︃
1 +

∞∑︁
𝑚=1

(−1)𝑚
1,3 ... (2𝑚− 1)

(2𝑧2)𝑚

]︃
.

Пiдставляючи в (11.6) i зiбравши докупи усi до-
данки пiсля скорочення у границi великих 𝑁 , зна-
ходимо

ℐ𝑔 = 𝜌02 𝑒
𝑁𝐸(𝜌02)

√
𝜋√︁

𝑁
2 |�̈�(𝜌02)|

. (11.7)

Iнтеграл ℐ𝑙 при розрахунку проходить подiбнi пе-
ретворення i ми одержуємо

ℐ𝑙 = 𝜌01𝑒
𝑁𝐸(𝜌01)

√
𝜋√︁

𝑁
2 |�̈�(𝜌01)|

. (11.8)

Iнтеграли 𝒦𝑔 i 𝒦𝑙 вже фактично розрахованi при
розрахунку виразу для ℐ11. Для 𝒦𝑔 i 𝒦𝑙 маємо

𝒦𝑔 =

⎡⎣exp[𝑁𝐸(𝜌02)]

√
𝜋√︁

𝑁
2 |�̈�(𝜌02)|

⎤⎦,
𝒦𝑙 =

⎡⎣exp[𝑁𝐸(𝜌01)]

√
𝜋√︁

𝑁
2 |�̈�(𝜌01)|

⎤⎦. (11.9)

17 При розрахунку ℐ11, ℐ12 i 𝒦 ми скористались рiвнiстю
exp𝑁

[︁
𝐸(𝜌02)− 1

2
|�̈�(𝜌02)𝜌202

]︁
≃ exp𝑁𝐸(0), 𝐸(0) = 0.

Пiсля цих розрахункiв повертаємось до виразiв
(11.1), (11.2), що описують рiвняння огинаючої,
тобто рiвняння стану в областi 𝑄 < 0. Спiввiдно-
шення (11.3) тепер запишеться у виглядi:

Δ =
ℐ𝑔 + ℐ𝑙
𝒦𝑔 +𝒦𝑙

,

або, явно

Δ = 𝜌02𝑤𝑔 + 𝜌01𝑤𝑙,

де
𝑤𝑔=

𝑐𝑔 exp(𝑁𝐸(𝜌02))

𝑐𝑔 exp(𝑁𝐸(𝜌02))+𝑐𝑙 exp(𝑁𝐸(𝜌01))
=

𝒦𝑔

𝒦𝑔 +𝒦𝑙
,

𝑤𝑙=
𝑐𝑙 exp(𝑁𝐸(𝜌01))

𝑐𝑔 exp(𝑁𝐸(𝜌02)) + 𝑐𝑙 exp(𝑁𝐸(𝜌01))
=

𝒦𝑙

𝒦𝑔 +𝒦𝑙
,

(11.10)

𝑐𝑔 = (|�̈�(𝜌02)|)−1/2; 𝑐𝑙 = |�̈�(𝜌01)|−1/2, завжди
𝑤𝑔 + 𝑤𝑙 = 1. Функцiї 𝑤𝑔 i 𝑤𝑙 вiдiграють роль ймо-
вiрностей вiдповiдно щодо газового чи щодо рiдко-
го стану речовини:

𝑤𝑙 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 при 𝜙 = 0,
1

2
при 𝜙 =

𝜋

2
,

0 при 𝜙 = 𝜋,

𝑤𝑔 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 при 𝜙 = 0,
1

2
при 𝜙 =

𝜋

2
,

1 при 𝜙 = 𝜋.

(11.11)

Ми особливо звертаємо увагу на точку

𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 =
1

2
при 𝜙 =

𝜋

2
.

Це якiсно новий момент у всьому дослiдженнi при
𝑇 < 𝑇c: ймовiрнiсть появи газового стану дорiвнює
ймовiрностi появи рiдкого стану. При тому на лi-
нiях головних максимумiв на кривих 𝜇* = 𝜇*(𝜌02)
чи 𝜇* = 𝜇*(𝜌01) на рис. 6 це вiдповiдає значенням
𝜙 = 𝜋

2 :
𝜌02 = 𝑏 cos

𝜙+ 2𝜋

3

⃒⃒⃒
𝜋
2

= −𝑑, 𝜇*|𝜋
2
= 0

𝜌01 = 𝑏 cos
𝜙

3

⃒⃒⃒
𝜋
2

= 𝑑, 𝜇*|𝜋
2
= 0

⎫⎪⎬⎪⎭Δ = 0.

На рис. 7 наведенi графiки ймовiрностей 𝑤𝑔 та 𝑤𝑙

як функцiй кута 𝜙, а також як значень 𝜌02 i 𝜌01.
При 𝑁 → ∞ вони вироджуються у функцiї Хевi-
сайда:

𝑤𝑔 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 для −𝑏 ≤ 𝜌02 < −𝑑,

𝜋

2
< 𝜙 ≤ 𝜋,

0 для −𝑑 < 𝜌02 < − 𝑏

2
, 0 ≤ 𝜙 <

𝜋

2
,

1

2
для 𝜌02 = −𝑑, 𝜙 =

𝜋

2
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i, навпаки, для рiдкого стану

𝑤𝑙 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0 для

𝑏

2
≤ 𝜌01 < 𝑑,

𝜋

2
< 𝜙 ≤ 𝜋,

1 для 𝑑 < 𝜌01 ≤ 𝑏,
𝜋

2
> 𝜙 ≥ 0,

1

2
для 𝜌0 = 𝑑, 𝜙 =

𝜋

2
.

У формулi (11.11) ми подали репернi точки фун-
кцiй 𝑤𝑔 та 𝑤𝑙. Насправдi ми маємо керуватись ви-
разами (11.10) або, навiть, бiльш точними розв’яз-
ками рiвняння (11.3) 18. У загальному значення
ймовiрностей 𝑤𝑔 та 𝑤𝑙 поданi в (11.10).

Вiдповiдно до суми Δ = 𝑤𝑔𝜌02 + 𝑤𝑙𝜌01 введемо
позначення

Δ𝑔 = 𝑤𝑔𝜌02,

Δ𝑙 = 𝑤𝑙𝜌01,

Δ = Δ𝑔 +Δ𝑙.

(11.12)

Характерна особливiсть: функцiя Δ, задана в
(11.2), є, фактично, огинаючою максимумiв 𝜌02 i
𝜌01, якi ми знайшли у (8.14); функцiя Δ як сума
Δ = Δ𝑔 + Δ𝑙 обертається на нуль при Δ𝑔 = −𝑑

2 ,
𝑤𝑔 = 1

2 , 𝜌02 = −𝑑, та Δ𝑙 = 𝑑
2 , 𝑤𝑙 = 1

2 , 𝜌01 = 𝑑.
Лiнiя (−𝑑

2–𝑑
2 ) є лiнiєю фазового переходу першого

роду газ–рiдина (i навпаки – рiдина–газ). Значення
Δ𝑔 = − 1

2𝑑 i Δ𝑙 =
1
2𝑑 за формулою (9.15) вiдповiд-

ають густинi: 𝜂− 𝑑
2
= 𝜂𝑐

(︁
−𝑑

2

)︁
+ 𝜂𝑐; 𝜂 𝑑

2
= 𝜂𝑐

(︁
𝑑
2

)︁
+ 𝜂𝑐.

Як буде показано далi, цi густини не змiнюються
аж до кiнця переходу газу в рiдину (чи рiдини
в газ). Точки −𝑑

2 та 𝑑
2 лежать всерединi вiдрiзка(︁

− 𝑏
2– 𝑏

2

)︁
, що характеризує на рис. 6 область нестiй-

кого розв’язку 𝜌03 = 𝑏 cos 𝜙+4𝜋
3 (але до нестiйкого

розв’язку вони жодного вiдношення не мають).
Таким чином, при iзотермiчному стисненнi газу

до густини 𝜂 = 𝜂𝑐(1− 𝑑
2 ) вiдбувається фазовий пе-

рехiд з газу у рiдину з густиною 𝜂 = 𝜂𝑐(1+
𝑑
2 ), має

мiсце скачок густини Δ𝜂 = 𝜂𝑐𝑑.
Нагадаємо, що 𝑏 =

√︁
2
3
𝐷
𝐺 ∼ 𝜏𝜈/2; 𝑑 =

√︁
1
2
𝐷
𝐺 ∼

∼ 𝜏𝜈/2.

18 Зауважимо також, що �̈�(𝜌0), якi входять до складу ко-
ефiцiєнтiв 𝑐𝑔 i 𝑐𝑙 у (3.12), є парними функцiями 𝜌0,
�̈�(𝜌0) = 2𝐷 − 12𝐺𝜌20. Тому �̈�(𝑏) = �̈�(−𝑏); �̈�(𝑑) = �̈�(−𝑑).
В загальному для точок 𝜌02 i 𝜌01, що знаходяться си-
метрично вiдносно прямолiнiйного дiаметра Δ = 0, буде
�̈�(𝜌02)/�̈�(𝜌01) = 1.

w
g

 , 
w

l wg ,

wl ,

wg ,

wl ,

Рис. 7. Ймовiрностi газового i рiдкого станiв як функцiї
кута 𝜙 залежно вiд числа частинок 𝑁 . Чiтко видно пряму-
вання кривих 𝑤𝑔 i 𝑤𝑙 до функцiй Хевiсайда при зростаннi 𝑁

Рис. 8. Крива Δ = Δ𝑔 + Δ𝑙; Δ𝑔 = 𝑤𝑔𝜌02, Δ𝑙 = 𝑤𝑙𝜌01;
𝜌02 = 𝑏 cos 𝜙+2𝜋

3
; 𝜌01 = 𝑏 cos 𝜙

3
, 0≤𝜙≤𝜋. Область 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋

дiлиться на двi половини: для 𝜋
2

< 𝜙 ≤ 𝜋 головний ма-
ксимум припадає на газову фазу 𝜌02; для 0 ≤ 𝜙 < 𝜋

2
голов-

ний максимум припадає на рiдку фазу 𝜌01; фазовий перехiд
вiдбувається вздовж лiнiї 𝜇* = 0, 𝜇* = 𝑎 cos𝜙|𝜙=𝜋/2 = 0;

Δ = 𝜂−1
𝑐 (𝜂 − 𝜂𝑐); 𝜂𝑐 = 0,13044, 𝜂 = 𝑁

𝑉
𝜋𝜎3

6
; Δ = −(M̃2𝜉+

+ 1
3
M̃3𝜉2)

На рис. 8 наведенi кривi функцiй Δ, Δ𝑔 i Δ𝑙 як
функцiй кута 𝜙. Функцiя Δ дорiвнює нулевi при
𝜙 = 𝜋

2 . Для вiдповiдної цiй функцiї густини 𝜂 =
= 𝜂𝑐(1+Δ) при наближеннi Δ до нуля, а 𝜙 – до 𝜋

2 ,
не спостерiгається жодного скачка густини. Розпо-
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Рис. 9. Графiки функцiй ℰ(Δ), 𝜇*(Δ) та 𝐸(Δ); Δ =

= 1
𝜂𝑐

(𝜂 − 𝜂𝑐). Безпосередньо видно, що ℰ(Δ) ≃ 𝜇*(Δ);
𝐸(Δ) = 𝜇*(Δ) ·Δ+𝐷Δ2 −𝐺Δ4 = −𝐷Δ2 + 3𝐺Δ4, функцiя
exp𝑁𝐸(Δ) визначає густину мiри розподiлу по Δ. По осi
абсцис видiленi точки (−𝑏, 𝑏), що характеризують iнтервал
густин, всерединi якого виникає двофазна область, iнтервал
(−𝑑, 𝑑), що визначає кiнець головного максимуму газової
фази i початок головного максимуму рiдкої фази, скачок
густини 𝜂𝑐2𝑑 в моделi ван-дер-Ваальса; iнтервал

(︁
− 𝑏

2
, 𝑏
2

)︁
–

iнтервал нестiйких станiв системи; iнтервал
(︁
− 𝑑

2
, 𝑑
2

)︁
– фа-

зового переходу першого роду, скачок густини 𝜂𝑐𝑑; точки
−𝑓𝑔 , 𝑓𝑙 – нулi функцiї 𝐸(Δ), точка Δ = 0 визначає локаль-
ний максимум функцiї 𝐸(Δ) i густину 𝜂 = 𝜂𝑐, точки 𝑓𝑙 i
−𝑓𝑔 – початок стiйких флуктуацiй густини рiдинного типу
у газовiй фазi i початок стiйких флуктуацiй густини газо-
вого типу у рiдкiй фазi вiдповiдно

дiл густини як функцiї 𝜙 має характер

𝜂 = 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1− 𝑑)
⃒⃒⃒
𝜙→𝜋

2 , 𝜋≥𝜙>𝜋
2

,

𝜂 = 𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1 + 𝑑)
⃒⃒⃒
𝜙→𝜋

2 , 𝜋
2 >𝜙≥0

,

𝜂 = 𝜂𝑐, 𝜙 =
𝜋

2
.

Скачок густини стає невизначеним. Якби говори-
ти про поведiнку системи на основi рис. 5 для уза-
гальненого хiмiчного потенцiалу 𝜇*, то скачок гу-
стини мав би дорiвнювати (2𝑑)𝜂𝑐. От тiльки невiдо-
мо куди подiти точку 𝜙 = 𝜋

2 . Щоб повнiстю з’ясу-
вати подiї на рис. 8, поряд з кривою Δ = Δ(𝜙) по-
дано кривi для Δ𝑔 i Δ𝑙, Δ = Δ𝑔+Δ𝑙. З точки 𝜙 = 𝜋

2
виставлено перпендикуляр для перетину з криви-
ми Δ𝑔 = 𝑤𝑔𝜌02 та Δ𝑙 = 𝑤𝑙𝜌01. Вiн перетинає газову
вiтку Δ𝑔 у точцi Δ𝑔 = −𝑑

2 , що вiдповiдає густинi
𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1 − 𝑑

2 ) i перетинає рiдинну вiтку в точцi
𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1 +

𝑑
2 ). Це вiдбувається вздовж лiнiї 𝜙 = 𝜋

2
або 𝜇* = 𝑎 cos𝜙|𝜙=𝜋

2
= 0. Всюди Δ𝑔 + Δ𝑙 = Δ –

сума лiнiй кривих Δ𝑔 i Δ𝑙 дає криву Δ. Стискаю-
чи систему вздовж газової iзотерми Δ𝑔 вiд 𝜙 = 𝜋
до 𝜙 = 𝜋

2 , вiдповiдно вiд густини 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1 − 𝑏)

до густини 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1 − 𝑑
2 ), ми в певний момент

вiдхиляємось вiд однофазного стану, потрапляємо
у точку 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1 − 𝑑

2 ). При дальшому стисканнi
густина газу “стоїть” на мiсцi 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1− 𝑑

2 ) – вiд-
бувається стрибкоподiбний перехiд зi стану газу з
густиною 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1 − 𝑑

2 ) у стан рiдини з густиною
𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1+

𝑑
2 ), при тому увесь час 𝜇* = 0. Картинка

ця залишається дiйсною i при 𝑁 → ∞.
Вертикальний вiдрiзок 𝑑

2–−𝑑
2 сполучає точки

рiвноваги газової i рiдкої фаз при фазовому пере-
ходi 1-го роду. При 𝑁 → ∞ кривi Δ, Δ𝑙 i Δ𝑔 зли-
ваються. Точка Хевiсайда 1/2 на кривих для 𝑤𝑔 i
𝑤𝑙 (див. рис. 7) переходить у двi точки Δ𝑙 = 1/2𝑑
i Δ𝑔 = −1/2𝑑 на кривiй для Δ.

У виразах (11.12) Δ𝑔 i Δ𝑙 складаються з добу-
ткiв двох множникiв кожна, а саме з ймовiрностей
вiдповiдно 𝑤𝑔 i 𝑤𝑙, поданих у (11.10), та з величин
𝜌02 i 𝜌01, поданих у (8.15). Цi пари величин 𝑤𝑔 i
𝑤𝑙 та 𝜌02 i 𝜌01 випливають з рiзних джерел. Ко-
ренi 𝜌02 i 𝜌01 – це координати максимумiв функцiї
𝐸(𝜌0) у виразi (8.2) в iнтегралi (8.1), а ймовiрно-
стi 𝑤𝑔 i 𝑤𝑙 випливають з рiвнянь (11.2)–(11.3). А
їх сукупнiсть взаємно себе доповнює до рiвняння
огинаючої iзотерми 𝑃 = 𝑝(𝜏𝜂).

Повернемось до вихiдної статсуми Ξ𝜌0
, заданої в

(11.1) в областi 𝑄 < 0. Подiбно як це ми робили у
випадку 𝑄 > 0, у формулах (9.8)–(9.12) запишемо
ln Ξ𝜌0 у виглядi:

ln Ξ𝜌0
= 𝑁ℰ(Δ), (11.13)

зберiгаючи усi позначення формул (9.8)–(9.12).
Але тепер для Δ будемо розумiти його вирази
(11.10) та (11.12).

Функцiя ℰ(Δ), де Δ задано в (11.10), являє со-
бою криву, що огинає головнi та вiдноснi максиму-
ми функцiї 𝐸(𝜌). Як випливає з рис. 9, кривi ℰ(Δ)
i 𝜇*(Δ) йдуть тiсно поруч. Це й не дивно, бо ℰ(Δ)
складається з суми 𝜇*(Δ) та виразiв 𝐷Δ2 − 𝐺Δ4.
У критичнiй областi 𝜇* ∼ 𝜏5/2𝜈 , а вирази 𝐷Δ2 −
−𝐺Δ4 ∼ 𝜏3𝜈 . Тому у наших дальших викладках
для ℰ(Δ) i для рiвняння стану 𝑃 = Θ𝑁/𝑉 ℰ(Δ)
будемо писати:

ℰ(Δ) = 𝜇*(Δ) +𝐷Δ2 −𝐺Δ4,

𝜇*(Δ) = −2𝐷Δ+ 4𝐺Δ3,

ℰ(Δ) ≃ 𝜇*(Δ)

(11.14)
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i для рiвняння стану, маючи на увазi (11.13) i
(11.14):

𝑃𝜌0
=

Θ

𝑉
ln Ξ𝜌0

= Θ
𝑁

𝑉
ℰ(Δ),

𝑃𝜌0
≃ Θ

𝑁

𝑉
𝜇*(Δ), −𝑏 ≤ Δ ≤ 𝑏.

(11.15)

Значення Δ задане в (11.10).
Прослiдкуємо за процесом iзотермiчного квазi-

статичного стиснення газової фази (див. вступ).
Процес буде проходити вздовж лiнiї Δ = 𝑤𝑔𝜌02 +
+𝑤𝑙𝜌01. Починаємо з точки 𝜌02 = −𝑏, 𝑤𝑔 = 1,
𝑤𝑙 = 0, Δ = −𝑏, у якiй (див. рис. 9) маємо однорi-
дну газову систему. Величини 𝜌02 та Δ зростають
i стають бiльшими 𝜌02 > −𝑏, Δ > −𝑏, ймовiрно-
стi змiнюються: 𝑤𝑔 – зменшується, 𝑤𝑙 – зростає,
𝑤𝑔 < 1, 𝑤𝑙 > 0, 𝑤𝑔+𝑤𝑙 = 1, у газовiй системi вини-
кають флуктуацiї густини рiдинного типу. Проте
доданок 𝑤𝑔𝜌02 у Δ = 𝑤𝑔𝜌02+𝑤𝑙𝜌01 є головним. Ми,
як i ранiше, маємо газ, система – однофазна (див.
рис. 6).

Збiльшуємо зовнiшнiй тиск, збiльшується тиск
у газовiй системi. Зростає густина газової системи,
вiдповiдно до спiввiдношень (9.15): 𝜂 = 𝜂𝑐Δ + 𝜂𝑐.
Газова система рухається по iзотермi 𝜇*(𝜌02), дохо-
димо до фундаментального моменту 𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 =

1
2

та до двох рiзних густин 𝜂, при яких 𝜌02 = −𝑑 i
𝜌01 = 𝑑; 𝐸(𝑑) = 𝐸(−𝑑), 𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 = 1/2, виникає два
рiзних значення для Δ, Δ𝑔 = 1

2 (−𝑑) i Δ𝑙 =
1
2𝑑, i,

вiдповiдно, густина газу 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1 +Δ−𝑑) = 𝜂𝑐(1−
− 1

2𝑑) та густина рiдини 𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1+Δ𝑑) = 𝜂𝑐(1+
1
2𝑑).

З формули (11.10) випливає

Δ = Δ𝑔 +Δ𝑙 = 0, 𝜇* = 0, ℰ(Δ) = 0. (11.16)

При тому 𝜇* = 0 також i за формулами (8.15), там
𝜇* = 𝑎 cos𝜙, а ми ж дiйшли до роздiльної точки
𝜙 = 𝜋/2. Справа вiд неї 𝜙 > 𝜋/2, cos𝜙 < 0, 𝜇* < 0;
злiва вiд 𝜋/2 cos𝜙 > 0 i 𝜇* > 0. Їх роздiляє скачок
густин 𝜂𝑔 − 𝜂𝑙. Тут маємо кiнець кривої головних
максимумiв для газової фази i початок головних
максимумiв для рiдкої фази. I при тому настає си-
туацiя (11.16), доповнена умовою 𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 = 1/2.

Цей факт можна пояснити так. Над газовою си-
стемою виконується зовнiшня робота вздовж га-
зової вiтки Δ ≃ Δ𝑔 = 𝜌02𝑤𝑔. Робота ця затра-
чається на стиснення газу, на створення стiйких
флуктуацiй густини рiдинного типу, що виника-
ють вздовж другої, рiдинної частини Δ𝑙 = 𝑤𝑙𝜌01 й

ведуть до утворення краплi рiдини – початку нової
рiдкої фази у фазi газовiй.

Знайдемо величину зовнiшньої роботи над газо-
вою системою, що вiдбувається по iзотермi 𝜇*(Δ𝑔),
Δ𝑔 = 𝑤𝑔𝜌02. Процес починається з “чистого” газо-
вого стану, коли: Δ𝑔 = Δ−𝑏 = 𝑤𝑔(−𝑏) (−𝑏) = −𝑏 i
закiнчується при Δ𝑔 = Δ−𝑑/2 = 𝑤𝑔(−𝑑/2) (−𝑑) =
= −𝑑/2.

Позначимо через 𝐴зов питому величину цiєї ро-
боти з розрахунку на одну частинку:

𝐴зов =
𝑃𝑉

𝑁
= Θ

{︁
ℰ(Δ−𝑑/2)− ℰ(Δ−𝑏)

}︁
≃

≃ Θ
[︁
𝜇*(Δ−𝑑/2)− 𝜇*(Δ−𝑏)

]︁
, (11.17)

де 𝜇*(Δ) = −2𝐷Δ+4𝐺Δ3. Пiсля пiдстановки зна-
чень Δ−𝑑/2 i Δ−𝑏 одержимо

𝐴зов = Θ𝐷𝑑

[︂
3

4
+

4

3
√
3

]︂
≃ 1,51Θ𝐷𝑑 ≈ 3

2
Θ𝐷𝑑.

(11.18)

Пiд час виконання цiєї роботи над газовою си-
стемою у самiй газовiй системi виникають процеси,
що рухаються по кривiй Δ𝑙 = 𝑤𝑙𝜌01, яка характе-
ризує рiдинний стан.

Це флуктуацiї рiдинного типу, що в кiнцевому
станi газової фази Δ𝑔 = −1/2𝑑 сформовуються у
краплю рiдини. Як випливає з рис. 9, вiдмiнна вiд
нуля ймовiрнiсть появи флуктуацiй рiдинного ти-
пу починається не з точки 𝜌01 = 𝑏/2, а з точки

𝜌01 = 𝑓 =
√︁

1
3
𝐷
𝐺 . Вiдповiдно до цього в розрахун-

ку роботи в (11.17), що має наслiдком утворення
краплi, потрiбно починати не з точки Δ𝜌02 = −𝑏,
а з величини меншої 𝑓𝑓𝑙 = −0, 99𝑏, дуже близької
до 𝑏, що вiдповiдає точцi 𝑓 на кривiй вiдносного
максимуму на рис. 9. З цього приводу ми написа-
ли знак наближеної рiвностi у формулi (11.18), бо
точно має бути 1,50Θ𝐷𝑑 = 3

2Θ𝐷𝑑.
При досягненнi стану 𝜌02 = −𝑑, Δ𝑔 = −1/2𝑑,

𝜌01 = 𝑑, Δ𝑙 = 1/2𝑑 на лiнiї 𝜇* = 0 вiдбувається
фазовий перехiд, створюється крапля рiдини. Цей
факт чiтко прояснюється у термодинамiчнiй межi.
Створення краплi рiдини у газовiй фазi в результа-
тi роботи зовнiшнього тиску еквiвалентне затратi
роботи на додатковий внутрiшнiй тиск у краплi рi-
дини, рiвний 2𝛼

𝑅кр
та на енергiю поверхневого натя-

гу – 𝛼𝑆, де 𝛼 – коефiцiєнт поверхневого натягу ре-
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човини, 𝑅кр – радiус новоутвореної краплi, 𝑆 – по-
верхня краплi. Усе це в сумi становить − 𝛼

𝑅кр

4𝜋
3 𝑅3

кр,
а на одиницю об’єму краплi:

𝐴вн = − 𝛼

𝑅кр
. (11.19)

В результатi для балансу густин виконаної роботи,
збираючи (11.17)–(11.19), маємо

𝑛𝑙𝐴+𝐴вн = 1,50Θ𝐷𝑑𝑛𝑙 −
𝛼

𝑅кр
= 0, (11.20)

де 𝑛𝑙 – густина частинок у краплi, що вiдповiдає
ситуацiї (11.16). Густина поверхневої енергiї кра-
плi рiдкої фази дорiвнюватиме 19

𝐴вн = −𝛼

𝑅
= −3

2
Θ𝑛𝑙𝑑𝐷. (11.21)

На лiнiї 𝜇*(𝜏, 𝜂) = 0, 𝜏 = const вiдбувається фа-
зовий перехiд першого роду. Утворюється двофа-
зна система газ–рiдина. Назвемо поверхню:

ℰ(Δ = 0) ≃ 𝜇*(Δ = 0) = 0, 𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 =
1

2
(11.22)

поверхнею конденсацiї-кипiння, а при 𝜏 = const –
лiнiєю конденсацiї-кипiння 20. При iзотермiчному
процесi стиснення газу маємо лiнiю конденсацiї, а
при iзотермiчному процесi розширення рiдини – лi-
нiю кипiння.

12. Рiвнiсть хiмiчних потенцiалiв газу
i рiдини на лiнiї конденсацiї-кипiння (К-К)

Для 𝜇* за означенням маємо вираз (8.17):

𝜇* = 𝛽(𝜇− 𝜇0) + 𝜉 − |𝛼(0)|(1−Δ). (12.1)

У прийнятому тут наближеннi для хiмiчного по-
тенцiалу системи вiдлiку:

𝛽𝜇0 = 𝜉. (12.2)

На лiнiї (11.22) для хiмiчного потенцiалу 𝜇 одер-
жимо такий вираз:

𝜇 = −Θ |𝛼(0)|(1−Δ), Δ = 𝑤𝑔𝜌02 + 𝑤𝑙𝜌01. (12.3)

Термодинамiчний потенцiал системи зображається
тепер як сума термодинамiчних потенцiалiв:

𝑁𝑔𝜇𝑔 +𝑁𝑙𝜇𝑙,

19 Енергiя на одиницю об’єму має розмiрнiсть тиску.
20 При зворотному процесi перетворення рiдини у газ.

де 𝑁𝑔 – число частинок газової фази, 𝑁𝑙 – число
частинок рiдкої фази.

𝑁𝑔 +𝑁𝑙 = 𝑁 ; 𝑑𝑁𝑔 = −𝑑𝑁𝑙, (12.4)

𝜇𝑔, 𝜇𝑙 – хiмiчнi потенцiали, вiдповiдно, газової i
рiдкої фаз. Тодi також у (12.1)

𝛽𝜇𝑔 = |𝛼(0)|𝑔(1−Δ)𝑔,

𝛽𝜇𝑙 = |𝛼(0)|𝑙(1−Δ)𝑙.
(12.5)

За означенням

|𝛼(0)| = 𝑁

𝑉

1

Θ
|Φ̃(0)|,

тому

|𝛼(0)|𝑔 = 𝜂𝑔
6

𝜋𝜎3

1

Θ
|Φ̃(0)|,

𝜂𝑔 – густина газу,

|𝛼(0)|𝑙 = 𝜂𝑙
6

𝜋𝜎3

1

Θ
|Φ̃(0)|,

𝜂𝑙 – густина рiдини у краплi.

(12.6)

Розглядається момент початку конденсацiї (ки-
пiння):

𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 =
1

2
,

Δ = Δ𝑔 +Δ𝑙,

Δ𝑔 =
1

2
𝜌02, 𝜌02 = −𝑑, Δ𝑔 = −1

2
𝑑,

Δ𝑙 =
1

2
𝜌01, 𝜌01 = 𝑑, Δ𝑙 =

1

2
𝑑.

(12.7)

Густини 𝜂𝑔 i 𝜂𝑙 виражаються через 𝜂c густину
у критичнiй точцi i через Δ на основi спiввiд-
ношення:

𝜂 = 𝜂𝑐Δ+ 𝜂𝑐; 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐

(︂
1− 1

2
𝑑

)︂
; 𝜂𝑙 = 𝜂𝑐

(︂
1 +

1

2
𝑑

)︂
.

(12.8)
Тодi в (12.4) одержимо

𝜇𝑔 = |Φ̃(0)| 6

𝜋𝜎3
𝜂𝑐

(︂
1− 𝑑2

4

)︂
,

𝜇𝑙 = |Φ̃(0)| 6

𝜋𝜎3
𝜂𝑐

(︂
1− 𝑑2

4

)︂
.

(12.9)

Отже,

𝜇𝑔 = 𝜇𝑙,

𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 =
1
2 .

(12.10)
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Нiякого зближення густин газової i рiдкої фаз при
дiї скритої роботи тиску не вiдбувається. Густина
газу “стоїть на мiсцi”:

𝜂𝑔 = 𝜂𝑐Δ𝑔 + 𝜂𝑐 = 𝜂𝑐

(︂
1− 𝑑

2

)︂
. (12.11)

Густина рiдини у краплi “стоїть на мiсцi”:

𝜂𝑙 = 𝜂𝑐Δ𝑙 + 𝜂𝑐 = 𝜂𝑐

(︂
1 +

𝑑

2

)︂
. (12.12)

Об’єм газу зменшується, об’єм краплi зростає, хi-
мiчнi потенцiали обох фаз рiвнi, 𝜇𝑔 = 𝜇𝑙.

В результатi дiї скритої роботи тиску має мiсце
стрибкоподiбна змiна густини:

𝜂𝑙 − 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐𝑑. (12.13)

Отже, доведено, що на лiнiї 𝜇* = 0 iснує двофазна
система газ i рiдина: материнське середовище газу
i всерединi крапля рiдини, i що хiмiчнi потенцiали
обох фаз однаковi.

Стрибок густини (12.13) має мiсце як при скiн-
чених 𝑁 , так i в термодинамiчнiй межi 𝑁 → ∞,
𝑉 → ∞, 𝑁

𝑉 = const.
Умови, необхiднi для рiвностей (12.10), викону-

ються i для iнших, нiж у (12.7), пар значень 𝜌02
та 𝜌01. Значення їх лежать симетрично вiдносно
точки початку прямолiнiйного дiаметра Δ(𝜂) = 0
i для них 𝑤𝑔 + 𝑤𝑙 = 1 та Δ𝑔 = −Δ𝑙, але не має
рiвностi 𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 =

1
2 .

Зокрема, що стосується точок газу (𝜌02 = −𝑑;
𝑤𝑔 = 1; 𝜌01 = 𝑑;𝑤𝑙 = 0), рiдини (𝜌01 = −𝑑;𝑤𝑔 =
= 0; 𝜌01 = 𝑑;𝑤𝑙 = 1), тобто

(Δ𝑔 = −𝑑, Δ𝑙 = 0) i (Δ𝑔 = 0, Δ𝑙 = 𝑑). (12.14)

Дiйсно, у цьому випадку у (12.6) та (12.5) будемо
мати для точки газу:

|𝛼(0)|𝑔 =
6

𝜋𝜎3

1

Θ
|Φ̃(0)|𝜂𝑐(1− 𝑑)

i

𝜇𝑔 = |Φ̃(0)| 6

𝜋𝜎3
𝜂𝑐(1−𝑑)(1+𝑑) = |Φ̃(0)| 6

𝜋𝜎3
𝜂𝑐(1−𝑑2)

(12.15)

та, вiдповiдно, для рiдини:

𝜇𝑙 = |Φ̃(0)| 6

𝜋𝜎3
𝜂𝑐(1+𝑑)(1−𝑑) = |Φ̃(0)| 6

𝜋𝜎3
𝜂𝑐(1−𝑑2)

i
𝜇𝑔 = 𝜇𝑙.

Як випливає з рис. 7 для ймовiрностей i з рис. 8 –
для кривих Δ𝑔 i Δ𝑙, випадок (12.14) є границею
стану (11.10) при 𝑁 → ∞, 𝑉 → ∞, 𝑁

𝑉 = const.
Скачок густини за умов (12.14) має мiсце лише у
термодинамiчнiй межi:

𝜂𝑙 − 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐2𝑑. (12.16)

Картина стає подiбною до кривих Ван-дер-
Ваальса i до рис. 6. Проте умови (12.14) накла-
дають певне логiчне заперечення такого переходу.
Для довiльних скiнчених 𝑁 скачка (12.16) не iснує.

Повнота опису фазового переходу, появи двофа-
зної системи передбачає розв’язок двох рiвнянь

𝑃𝑉 = Θ lnΞ та
𝜕 ln Ξ

𝜕𝛽𝜇
= 𝑁. (12.17)

Тiльки їх сукупнiсть дає огинаючу 𝑃 = 𝑃 (𝜏, 𝜂).
Друге рiвняння визначає ймовiрностi, зокрема мо-
жливiсть появи рiдинної фази у фазi газовiй.

Двофазна система iснує тiльки вздовж лiнiї 𝜇* =
= 0. Вздовж цiєї лiнiї хiмiчнi потенцiали газо-
вої фази i рiдкої фази рiвнi мiж собою. Рiвнiсть
(12.10) є iнварiантом усього процесу конденсацiї
(кипiння). Це буде у тому випадку, коли термо-
динамiчний потенцiал Ψ𝜌0

вiд початку i до закiн-
чення процесу конденсацiї (кипiння), залишається
незмiнним, дорiвнює сталiй величинi:

Ψ𝜌0
= 𝑁𝑔𝜇𝑔 +𝑁𝑙𝜇𝑙 = 𝑁𝜇𝑔 = 𝑁𝜇𝑙, (12.18)

бо 𝑁𝑔 + 𝑁𝑙 = 𝑁 – залишається сталим (дорiвнює
початковому числу частинок) i 𝑑𝑁𝑔 = −𝑑𝑁𝑙, що
насправдi має мiсце. Кiлькiсть газу зменшується,
кiлькiсть рiдини зростає до повного перетворення
газу у рiдину.

13. Властивостi функцiй
ℰ(Δ) i 𝜇*(Δ) в областi 𝑄 < 0

У §11 ми показали, що при iзотермiчному стиснен-
нi газової системи для густин в областi 𝑄 < 0
наступає фазовий перехiд: виникає двофазна си-
стема, що складається з газу i краплi рiдини. Хi-
мiчнi потенцiали обох фаз рiвнi, термодинамiчний
потенцiал набуває постiйного значення.

У цьому роздiлi вiдслiдкуємо бiльш докладно
поведiнку функцiй ℰ(Δ), 𝜇*(Δ) i Δ в областi 𝑄 < 0
i на лiнiї фазового переходу ℰ(Δ) = 0, 𝜇*(Δ) = 0,
Δ = 0.
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В областi 𝑄 < 0 аргумент 𝜙 у виразах (8.15) для
𝜌02, 𝜌01 i 𝜇* змiнюється в межах 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋. Має-
мо одночасно два розв’язки для 𝜌

(max)
0 . При тому,

коли 𝜌02(𝜙) в областi 𝜋
2 < 𝜙 ≤ 𝜋 описує головний

максимум газової фази, то разом з ним розв’язок
𝜌01(𝜙) описує вiдносний максимум рiдкої фази i
навпаки в областi 0 ≤ 𝜙 < 𝜋

2 корiнь 𝜌01 описує
головний максимум рiдкої фази, а 𝜌02 – вiдносний
максимум газової фази.

В загальному це регулюється значеннями ймо-
вiрностей 𝑤𝑔 i 𝑤𝑙, заданих в (11.10). У зв’язку з
цим згiдно з (11.10)

Δ = Δ𝑔 +Δ𝑙; Δ𝑔 = 𝑤𝑔𝜌02; Δ𝑙 = 𝑤𝑙𝜌01. (13.1)

I функцiя (9.10) набуває вигляду

ℰ(Δ) = ℰ(Δ𝑔 +Δ𝑙) = 𝜇*(Δ𝑔 +Δ𝑙)+

+𝐷(Δ𝑔 +Δ𝑙)
2 −𝐺(Δ𝑔 +Δ𝑙)

4. (13.2)

Запишемо це як суму:

ℰ(Δ𝑔 +Δ𝑙) = ℰ𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙) + ℰ𝑙(Δ𝑔,Δ𝑙),

𝜇*(Δ𝑔 +Δ𝑙) = 𝜇*
𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙) + 𝜇*

𝑙 (Δ𝑔,Δ𝑙).
(13.3)

Поки що ми формально не зробили будь-яких по-
рушень у порiвняннi з (9.10) i (11.14). Кривi для
Δ, Δ𝑔 та Δ𝑙 поданi на рис. 8. Точкам Δ𝑔 = − 1

2𝑑 i
Δ𝑙 =

1
2𝑑 вiдповiдно на кривих Δ𝑔 i Δ𝑙 вiдповiда-

ють однаковi ймовiрностi 𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 =
1
2 . Очевидно,

що

Δ𝑔(−𝑑/2) + Δ𝑙(𝑑/2) = Δ(𝜋/2) = 0. (13.4)

Згаданi точки лежать зверху i знизу над точкою
Δ(𝜋2 ) = 0 (див. рис. 7 i 8 для 𝑤 i для Δ). А в цiй
точцi (𝜙 = 𝜋

2 ) має мiсце основна умова фазового
переходу, рiвностi (11.16): Δ|𝜙=𝜋

2
= 0, 𝜇(Δ)|𝜙=𝜋

2
=

= 0, ℰ(Δ)|𝜙=𝜋
2
= 0.

Наша мета – показати, як вiдбувається фазо-
вий перехiд першого роду. Розглядатимемо дина-
мiчний квазiстатичний процес iзотермiчного стис-
нення газу, що приводить до явища конденсацiї, i в
кiнцi – до повного переходу газу в рiдину. Фазовий
перехiд першого роду – динамiчний одностороннiй
процес, що вiдбувається завдяки прихованiй робо-
тi тиску при конденсацiї газу в рiдину. Легко пе-
реконатись безпосередньою пiдстановкою, що при

𝜙 = 𝜋
2 та 𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 =

1
2 мають мiсце такi рiвностi:

𝜇*
𝑔(𝜙)|𝜙=𝜋/2 = 0;

𝜇*
𝑙 (𝜙)|𝜙=𝜋/2 = 0;

ℰ𝑔(𝜙)|𝜙=𝜋/2 = 0;

ℰ𝑙(𝜙)|𝜙=𝜋/2 = 0.

(13.5)

У зв’язку з цим повернемось до (13.2) i (13.3). На-
гадаємо 𝜇*(Δ) = −2𝐷Δ+4𝐺Δ3, а ℰ(Δ) = 𝜇*(Δ)+
+𝐷Δ2−𝐺Δ4. Пiдставляючи замiсть Δ суму (13.1),
матимемо змiшанi добутки Δ𝑙Δ𝑔. Роздiлюючи їх
мiж 𝜇*

𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙) i 𝜇*
𝑙 (Δ𝑔,Δ𝑙) та мiж ℰ𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙) i

ℰ𝑙(Δ𝑔,Δ𝑙), запишемо:

𝜇𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙) = −2𝐷Δ𝑔 + 4𝐺Δ3
𝑔 + 12𝐺Δ𝑔Δ

2
𝑙 ,

𝜇𝑙(Δ𝑔,Δ𝑙) = −2𝐷Δ𝑙 + 4𝐺Δ3
𝑙 + 12𝐺Δ𝑙Δ

2
𝑔,

(13.6)

а також

ℰ𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙) = 𝜇𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙) +𝐷Δ2
𝑔 −𝐺Δ4

𝑔 +𝐷Δ𝑔Δ𝑙 −

−𝐺
[︀
2
(︀
Δ3

𝑔Δ𝑙 +Δ𝑔Δ
3
𝑙

)︀
+ 3Δ2

𝑔Δ
2
𝑙

]︀
,

ℰ𝑙(Δ𝑔,Δ𝑙) = 𝜇𝑙(Δ𝑔,Δ𝑙) +𝐷Δ2
𝑙 −𝐺Δ4

𝑙 +𝐷Δ𝑔Δ𝑙 −

−𝐺
[︀
2
(︀
Δ3

𝑔Δ𝑙 +Δ𝑔Δ
3
𝑙

)︀
+ 3Δ2

𝑔Δ
2
𝑙

]︀
.

(13.7)

Сума виразiв (13.6) дорiвнює 𝜇*(Δ𝑔 +Δ𝑙), а сума
виразiв (13.7) дорiвнює ℰ(Δ) у формулi (13.2).

В результатi пiдстановки значень Δ𝑔 = 𝑤𝑔𝜌02 i
Δ𝑙 = 𝑤𝑙𝜌01 переконуємось, що на обох кiнцях вiд-
рiзка скачка густини:

Δ𝑔 = −𝑑/2–Δ𝑙 = 𝑑/2, 𝜙 = 𝜋/2 (13.8)

(див. рис. 7 i 8) мають мiсце рiвностi:

𝜇*
𝑔(−𝑑/2, 𝑑/2) = 0, 𝜇*

𝑙 (−𝑑/2, 𝑑/2) = 0,

ℰ𝑔(−𝑑/2, 𝑑/2) = 0, ℰ𝑙(−𝑑/2, 𝑑/2) = 0,

𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 =
1

2
.

(13.9)

Вирази (13.6) для узагальнених хiмiчних потен-
цiалiв 𝜇*

𝑔 та 𝜇*
𝑙 , а також (13.7) для ℰ𝑔 i ℰ𝑙 склада-

ються як з “чистих” фазових доданкiв, таких як
−2𝐷Δ𝑔 + 4𝐺Δ3

𝑔, так i зi змiшаних добуткiв, таких
як 12𝐺Δ𝑔Δ

2
𝑙 , i т.д. Безпосередньою пiдстановкою

легко переконатись, що при Δ𝑙 =
1
2𝑑 та Δ𝑔 = − 1

2𝑑
змiшанi добутки у виразах (13.6) i (13.7) мають
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Фазовi переходи в околi критичної точки газ–рiдина

( ) ( )

Рис. 10. Локалiзацiя змiшаних добуткiв 12Δ𝑔Δ2
𝑙 та 12Δ𝑙Δ

2
𝑔 як функцiй 𝜙 по обидва боки бiля точки 𝜙 = 𝜋

2
, бiля значень

Δ𝑔 = − 𝑑
2
, Δ𝑙 =

𝑑
2

для 𝑁 = 107 та 𝑁 = 108 (а); перша стадiя фазового переходу газ–рiдина (б ). Пiд дiєю зовнiшнього тиску
на газ процес вiдбувається вздовж головної iзотерми 𝜌02 з ймовiрнiстю, близькою до одиницi (а у термодинамiчнiй границi –
з ймовiрнiстю одиниця). У цей час у газовiй системi мають мiсце флуктуацiї густини рiдинного типу, що розвиваються
вздовж вiдносного максимуму 𝜌01 з ймовiрнiстю, близькою до нуля (у термодинамiчнiй межi – з ймовiрнiстю нуль), i
лише бiля початку головного максимуму рiдкої фази з ймовiрнiстю 1

2
. У комп’ютерних рисунках виникає лише точка 𝑑

2
на лiнiї 𝜇* = 0. Вона i стає центром краплi рiдини, що виникає завдяки роботi (11.18); характеристики краплi заданi у
формулi (11.21)

таку саму величину, що й “чистi” доданки:
−2𝐷Δ𝑙 + 4𝐺Δ3

𝑙 + 12𝐺Δ𝑙Δ
2
𝑔 =

= −𝐷𝑑+
1

4
𝐷𝑑+

3

4
𝑑𝐷 = 0,

−2𝐷Δ𝑔 + 4𝐺Δ3
𝑔 + 12𝐺Δ𝑔Δ

2
𝑙 =

= 𝐷𝑑− 1

4
𝐷𝑑− 3

4
𝑑𝐷 = 0.

(13.10)

Вiдмiннi вiд нуля значення змiшаних доданкiв як
функцiї аргумента 𝜙 знаходяться обабiч граничної
точки 𝜙 = 𝜋

2 i описують ширину перехiдного шару
мiж газовою та рiдкою фазою у краплi рiдини, як
це подано на рис. 10.

Величина шару залежить вiд 𝑁 . Вона стя-
гується до нуля при 𝑁 → ∞, на поверхнi
𝜇*(𝜙)|𝜙=𝜋/2 = 0. Але величина змiшаних добуткiв
залишається незмiнною, як i незмiнними залиша-
ються умови (11.6) та (13.5).

У виразi (13.6) змiшаний добуток 12𝐺Δ𝑔Δ
2
𝑙 “стя-

гує” газову вiтку iзотерми 𝜇𝑔(Δ𝑔Δ𝑙) до точки 𝜇* =
= 0, Δ𝑔 = −𝑑/2, а добуток 12𝐺Δ2

𝑔Δ𝑙 “затягує” рiд-
ку вiтку в точку 𝜇* = 0, Δ𝑙 = 𝑑/2.

Стає визначеною величина скачка густини
Δ𝜂 = 𝜂𝑐𝑑

(вiдповiдно до рис. 10, б). На правому кiнцi вiдрiз-
ка −𝑑

2–𝑑
2 утворюється крапля рiдини з питомою

поверхневою енергiєю 𝑃пов, заданою в (11.21).

Розпишемо тепер рiвняння стану (11.15), маю-
чи на увазi фундаментальнi умови (13.9), наяв-
нiсть краплi i прямування до термодинамiчної ме-
жi. Праву сторону рiвняння (11.15) записуємо для
випадку двофазної системи:

Θ𝑁𝜇*(Δ) = Θ[𝑁𝑔𝜇
*
𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙) +𝑁𝑙𝜇

*
𝑙 (Δ𝑔,Δ𝑙)] =

= Θ[𝑁𝜇*
𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙) +𝑁𝑙(𝜇

*
𝑙 (Δ𝑔,Δ𝑙)− 𝜇*

𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙))],

(13.11)

де 𝑁𝑔 – число частинок у газовiй фазi, 𝑁𝑙 – чи-
сло частинок у краплi. 𝑁𝑔 + 𝑁𝑙 = 𝑁 – повне чи-
сло частинок, 𝜇*

𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙) i 𝜇*
𝑙 (Δ𝑔,Δ𝑙) – узагальне-

нi хiмпотенцiали, заданi в (13.6). У кожному з них
присутнi змiшанi добутки.

Лiву сторону рiвняння (11.15) також випишемо
для двофазної системи. Почнемо з вихiдних спiв-
вiдношень 𝑃𝑉 = 𝑃 (𝑉𝑔+𝑉𝑙

𝑛𝑙

𝑛𝑔
). Покладаємо 𝑃 ≈ 𝑃𝑔,

додаємо i вiднiмаємо (𝑃𝑔 − 𝛼
𝑅 )𝑉𝑙, де 𝑉𝑔 – об’єм га-

зу, 𝑉𝑙 – об’єм краплi, 𝑛𝑙 – густина рiдини у кра-
плi, 𝑛𝑔 – густина газу. Маємо на увазi 𝑉𝑙 =

4𝜋
3 𝑅3

i − 𝛼
𝑅

4𝜋𝑅3

3 = 2𝛼
𝑅 𝑉𝑙 − 𝛼𝑆, де 𝑆 – поверхня краплi,

𝑆 = 4𝜋𝑅2, 𝛼 – коефiцiєнт поверхневого натягу. То-
дi лiва сторона рiвняння (11.15) запишеться

𝑃𝑉 = 𝑃𝑔

(︂
𝑉𝑔 + 𝑉𝑙

(︂
𝑛𝑙

𝑛𝑔
− 1

)︂)︂
+
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+

(︂
𝑃𝑔 +

2𝛼

𝑅

)︂
𝑉𝑙 − 𝛼𝑆𝑙 +

𝛼

𝑅
𝑉𝑙. (13.12)

Маємо прирiвняти мiж собою (13.11) i (13.12).
Другий доданок у правiй сторонi (13.11), згiдно з
(13.6), розписуємо:

Θ𝑁𝑙(𝜇
*
𝑙 (Δ𝑔,Δ𝑙)− 𝜇𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙)) =

= Θ𝑁𝑙[−2𝐷(Δ𝑙 −Δ𝑔) + 4𝐺(Δ3
𝑙 −Δ3

𝑔)+

+12𝐺(Δ𝑙Δ
2
𝑔 −Δ𝑔Δ

2
𝑙 )]. (13.13)

Доданок 𝛼
𝑅𝑉𝑙 у (13.12) якраз дорiвнює змiшаним

добуткам у виразi (13.13):
𝛼

𝑅
𝑉𝑙 = Θ𝑁𝑙12(Δ𝑙Δ

2
𝑔 −Δ𝑔Δ

2
𝑙 )𝐺. (13.14)

Дiйсно, пiдставляємо значення Δ𝑙=
1
2𝑑, Δ𝑔=− 1

2𝑑,
𝑑2 = 1

2
𝐷
𝐺 i одержуємо

𝛼

𝑅𝑙
= Θ̃𝜂𝑙12𝐷𝑑

2

16
=

3

2
Θ̃𝜂𝑙𝐷𝑑, (13.15)

де 𝜂𝑙 = 𝑛𝑙
𝜋𝜎3

6 , Θ̃ = Θ 6
𝜋𝜎3 , 𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1 + 𝑑

2 ) у пов-
нiй вiдповiдностi з (11.21), де була розрахована ве-
личина зовнiшньої роботи (з розрахунку на одну
частинку) над газовою системою, що призвела до
утворення краплi рiдини.

Рiвняння стану (11.15) на лiнiї (11.16) чи (13.9)
записується:

𝑃𝑔

(︁
𝑉𝑔 +

4𝜋𝑅3
𝑙

3

(︁𝑛𝑙

𝑛𝑔
− 1
)︁)︁

+
(︁
𝑃𝑔 +

2𝛼

𝑅𝑙

)︁4𝜋𝑅3
𝑙

3
− 𝛼𝑆𝑙 =

= Θ
[︁
𝑁𝜇*

𝑔(Δ𝑙,Δ𝑔) +𝑁𝑙(−2𝐷(Δ𝑙 −Δ𝑔)+

+4𝐺(Δ3
𝑙 −Δ3

𝑔))
]︁
. (13.16)

Тут

𝑃𝑔

(︁
𝑉𝑔 +

4𝜋𝑅3

3

𝑛𝑙

𝑛𝑔

)︁
= 𝑃𝑔𝑉 = Θ𝑁𝜇*

𝑔(Δ𝑙Δ𝑔). (13.17)

I у (13.16) залишається:

2𝛼

𝑅𝑙

4𝜋𝑅3
𝑙

3
−𝛼𝑆𝑙 = 𝑁𝑙Θ

[︁
−2𝐷(Δ𝑙−Δ𝑔)+4𝐺(Δ3

𝑙 −Δ3
𝑔)
]︁
.

У системi є крапля. Ми її видiлили у (13.14) i
(13.15). Тому рiвняння (13.16) працює в iнтервалi
перескоку, Δ змiнюється в iнтервалi Δ𝑔–Δ𝑙: Δ𝑔 =
= − 1

2𝑑, Δ𝑙 =
1
2𝑑, 𝑆𝑙 = 4𝜋𝑅2

𝑙 .
Пiдставляємо цi значення Δ в останнє рiвняння

i одержуємо знову − 𝛼
𝑅𝑙

= −𝑛𝑙
3
2𝐷𝑑Θ, у повнiй згодi

з (13.14) i (13.15).

Над газовою системою виконується зовнiшня ро-
бота, 𝑃𝑔 – зовнiшнiй тиск. Ми описали її у форму-
лах (11.17)–(11.21). У процесi її здiйснення ми пiд-
ходимо вiдповiдно до рис. 7, з боку газової фази
до точки 𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 = 1

2 , 𝜙 = 𝜋
2 , 𝜙 ≥ 𝜋

2 . У газовiй
фазi виникає крапля рiдини.

У ходi квазiстатичного стиснення газу ми пiдi-
йшли до кiнця головного максимуму газової фази,
точки 𝜌02 = −𝑑, та до кiнця вiдносного максиму-
му рiдкої фази, точки 𝜌01 = 𝑑, а також до точки
𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 = 1

2 на кривих ймовiрностей. Внаслiдок
цього, згiдно з (11.11), Δ𝑔 та Δ𝑙 стали рiвними
Δ𝑔 = − 1

2𝑑, Δ𝑙 = 1
2𝑑, а густини – 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1 − 𝑑

2 ),
𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1 +

𝑑
2 ).

З точки зору теорiї ван-дер-Ваальса, що iлю-
струється кривими на рис. 6, ми дiйшли до точок
повороту 𝜌02 = −𝑑, 𝜌01 = 𝑑. Ймовiрностi руху вiд-
повiдали теорiї ван-дер-Ваальса всюди, крiм самих
точок −𝑑, 𝑑, тут вступає у роль точка Хевiсайда
𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 =

1
2 , якої немає в теорiї ван-дер-Ваальса.

I, вiдповiдно, Δ𝑔 i Δ𝑙 стають рiвними − 1
2𝑑 i 1

2𝑑.
Оболонку краплi рiдини визначають змiшанi до-

бутки у формулах (13.6) для потенцiалiв 𝜇*
𝑔(Δ𝑔Δ𝑙)

i 𝜇*
𝑙 (Δ𝑔Δ𝑙) та у формулах (13.7) для повних ви-

разiв ℰ𝑔(Δ𝑔Δ𝑙), ℰ𝑙(Δ𝑔Δ𝑙), сума яких формує пра-
ву сторону виразу для 𝑃𝜌0𝑉/Θ. Як випливає з
рис. 10, а, змiшанi добутки 𝜇*

𝑔 i 𝜇*
𝑙 знаходяться

по рiзнi боки межi 𝜙 = 𝜋
2 : 12𝐺Δ𝑔Δ

2
𝑙 вiд газово-

го стану, де густина 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1 − 𝑑
2 ), а 12𝐺Δ𝑙Δ

2
𝑔 –

вiд рiдкого стану, де 𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1 +
𝑑
2 ). У термодина-

мiчнiй межi, як випливає з (13.14) i (13.15), їх рi-
зниця створює енергiю оболонки краплi, величину
𝛼
𝑅 . У термодинамiчнiй межi розташування змiша-
них добуткiв за густиною 𝜂 прямує до нуля. Маємо
оболонку краплi як геометричне мiсце точок з гу-
стиною енергiї 𝛼

𝑅 = 3
2 Θ̃𝜂𝑐𝐷𝑑.

То ж в утвореннi оболонки краплi “беруть уча-
сть” обидвi фази – газова i рiдини. Ми можемо
надати фiзичного змiсту iзотермам 𝜇*

𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙) i
𝜇*
𝑙 (Δ𝑔,Δ𝑙) у термодинамiчнiй межi, що поданi на

рис. 11.
В утвореннi краплi, розташованої у точцi Δ𝑙 =

= 1
2𝑑, “беруть участь” горизонтальнi частини обох

вiток iзотерм: газової iзотерми 𝜇*
𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙) у проце-

сi вiд Δ𝑔 = −𝑑 до Δ𝑔 = −𝑑
2 та iзотерми рiдини

𝜇*
𝑙 (Δ𝑔,Δ𝑙) в тому ж процесi вiд Δ𝑙 = 𝑑 до Δ𝑙 =

𝑑
2 .

Що ж стосується дiлянок вторинних максимумiв
(−𝑏,−𝑑) для газової системи i (𝑏, 𝑑) – для рiдкої,
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то в обох випадках вони “проходяться” з ймовiрно-
стями, рiвними нулю.

У теплових характеристиках при 𝑁 → ∞ i 𝑉 →
→ ∞ флуктуацiї не вiдчуваються.

Продовжує дiяти зовнiшнiй тиск. Тиск у систе-
мi не змiнюється. Йде перехiд частинок iз газової
фази у фазу рiдини. Об’єм газу зменшується, об’-
єм краплi зростає. Густина газу залишається рiв-
ною 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1 − 𝑑

2 ), густина рiдини у краплi теж
фiксована, 𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1 + 𝑑

2 ). Коли майже увесь газ
сконденсовується i переходить у все зростаючий
об’єм рiдини, зникаюча газова фаза перетворює-
ться у бульбашку газу у фазi рiдини. Бульбашка
газу зникає i це означає закiнчення процесу фазо-
вого переходу першого роду.

Робота, необхiдна для зникнення бульбашки, до-
рiвнює за величиною роботi, необхiднiй для її утво-
рення i визначається формулами типу (11.18)–
(11.21) та (13.15). Тiльки тепер густину краплi рi-
дини 𝜂𝑙 слiд замiнити густиною бульбашки газу 𝜂𝑔
та змiнити знак з “–” на “+”, а замiсть радiуса 𝑅𝑙

писати радiус 𝑅𝑔 при тому самому значеннi коефi-
цiєнта поверхневого натягу.

Процес зникнення бульбашки, як i процес на-
родження краплi, проходить лiнiї 𝜇* = 0, тобто є
частинами процесу фазового переходу першого ро-
ду. У процесi зникнення газової бульбашки беруть
участь обидвi фази: i рiдка, i газова. За змiною гу-
стин вiн проходить по тих самих горизонтальних
частинах iзотерм 𝜇*

𝑙 (Δ𝑔,Δ𝑙) та 𝜇*
𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙) тiльки у

зворотному напрямi: для рiдини – вiд Δ𝑙 =
1
2𝑑 до

Δ𝑙 = 𝑑, для газу – вiд Δ𝑔 = − 1
2𝑑 до Δ𝑔 = −𝑑 i за-

кiнчується у ван-дер-ваальсових точках −𝑑, 𝑑, що
поданi на рис. 6. На всiх промiжках процесу ма-
ють мiсце умови фазового переходу першого роду
(11.16).

14. Зворотний процес: кипiння
рiдини; коефiцiєнт поверхневого натягу 𝛼;
мiнiмальнi радiуси зародка краплi рiдини
у газовiй фазi i зародка бульбашки
газу у рiдкiй фазi

На пiдтвердження висновкiв стосовно роботи, не-
обхiдної для зникнення останньої бульбашки газу,
що були в кiнцi попереднього параграфа, розгляне-
мо задачу про iзотермiчне розтягування рiдини, в
результатi якого рiдина закипає. Початком у про-
цесi закипання буде народження в рiдинi бульба-

g ldb
d/2

d/2 bd

Рис. 11. Iзотерма
𝑃𝜌0

𝑉

Θ
= 𝑁ℰ(Δ) = 𝑁𝜇*(Δ) процесу сти-

снення газу, який вiдображається детальним рiвнянням ста-
ну (13.16), чи зворотного процесу розширення рiдини, що
вiдображається детальним рiвнянням стану (14.1). Графiк
побудований в областi 𝑄 < 0 – вiд’ємних значень дискри-
мiнанта задачi на максимум (див. роздiл 8). Горизонтальнi
дiлянки iзотерм обох процесiв пов’язанi з утворенням кра-
плi рiдини у стисненому газi (рух вiд (−𝑑, 𝑑) до (− 𝑑

2
, 𝑑
2
))

чи бульбашки газу при розтягненнi рiдини (рух вiд (− 𝑑
2
, 𝑑
2
)

до (−𝑑, 𝑑)). По осi абсцис вiдкладенi значення параметра
порядку Δ, по осi ординат – значення узагальненого хiмi-
чного потенцiалу 𝜇*, тобто величина 𝑃𝑣 . На осi абсцис (вiсь

Δ) вiдмiченi точки ±𝑏 = ±
√︁

2
3

𝐷
𝐺

, ±𝑑 = ±
√︁

1
2

𝐷
𝐺

та ± 𝑑
2

=

= ± 1
2

√︁
1
2

𝐷
𝐺

. На осi ординат (вiсь 𝜇*) – точки 𝜇* = ±𝐺𝑏3.
Густина системи 𝜂 = 𝜂𝑐(1 + Δ), де 𝜂𝑐 – критична густи-
на, 𝜂𝑐 = 0,13044. Виконаний комп’ютерний розрахунок iзо-
терм при рiзних значеннях 𝑁 – повного числа частинок. Чi-
тко видно форму кривих у термодинамiчнiй межi 𝑁 → ∞,
𝑉 → ∞, 𝑁

𝑉
= const. Точки −𝑑 i 𝑑 вiдповiдають ван-дер-

ваальсiвськiй теорiї скачка густини

шки газу. Ми перебуваємо у тiй же пiдкритичнiй
областi температур. Викладки вестимуться вiдра-
зу у термодинамiчнiй межi.

Зворотний процес полягатиме в iзотермiчному
квазiстатичному зменшеннi тиску, прикладеного
до рiдини. Густина рiдини понижується. При до-
сягненнi густини 𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1 + 𝑑

2 ) (див. рис. 11) у
рiдинi з’являється бульбашка газу. Виникає дво-
фазна система. Вона описується рiвнянням стану,
подiбним до виразу (13.16), тiльки iндекси 𝑙 i 𝑔 по-
трiбно помiняти мiсцями i тиск у бульбашцi буде
𝑃𝑙 − 2𝛼

𝑅𝑔
замiсть тиску 𝑃𝑔 + 2𝛼

𝑅𝑙
, як це було з кра-

плею у (13.16), i енергiя поверхневого натягу буде
+𝛼𝑆𝑔, де 𝑆𝑔 = 4𝜋𝑅2

𝑔, 𝑅𝑔 – радiус бульбашки, але iз
тим самим коефiцiєнтом поверхневого натягу 𝛼 (i
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з однаковою величиною дiаметра пружної кульки
𝜎). Замiсть рiвняння (13.16), що описує фазовий
перехiд, пов’язаний з конденсацiєю газу, матиме-
мо рiвняння кипiння рiдини:

𝑃𝑙

(︁
𝑉𝑙 +

4𝜋𝑅3
𝑔

3

(︁𝑛𝑔

𝑛𝑙
− 1
)︁
+
(︁
𝑃𝑙 −

2𝛼

𝑅𝑔

)︁4𝜋𝑅3
𝑔

3
+ 𝛼𝑆𝑔 =

=Θ
[︁
𝑁𝜇*

𝑙 (Δ𝑙,Δ𝑔)+𝑁𝑔(−2𝐷(Δ𝑔−Δ𝑙)+4𝐺(Δ3
𝑔−Δ3

𝑙 ))
]︁
.

(14.1)
Тут 𝑃𝑙

(︁
𝑉𝑙 +

4𝜋𝑅3
𝑔

3
𝑛𝑔

𝑛𝑙

)︁
= 𝑃𝑙𝑉 = Θ𝑁𝜇*

𝑙

− 2𝛼

𝑅𝑔

4𝜋𝑅3
𝑔

3
+ 𝛼𝑆𝑔 = 𝑁𝑔Θ

(︁
−2𝐷(Δ𝑔 −Δ𝑙)+

+4𝐺(Δ3
𝑔 −Δ3

𝑙 )
)︁
,

Δ𝑙 =
1

2
𝑑, Δ𝑔 = −1

2
𝑑, 𝑑 =

√︂
1

2

𝐷

𝐺
,

𝛼𝑆𝑔 = 𝛼
3

𝑅𝑔

4𝜋𝑅3
𝑔

3
; 𝑁𝑔

⧸︁4𝜋𝑅3
𝑔

3
= 𝑛𝑔.

(14.2)

I цiлком аналогiчно, як це було у випадку (13.15)
i (13.16), одержуємо густину енергiї поверхневого
натягу бульбашки:

𝛼

𝑅𝑔
= 𝑛𝑔

3

2
𝐷𝑑Θ,

𝛼

𝑅𝑔
= 9𝜂𝑔𝐷𝑑

Θ

𝜋𝜎3
. (14.3)

Вiд 𝑛𝑔 ми перейшли до 𝜂𝑔 = 𝑛𝑔
𝜋𝜎3

6 i 𝜂𝑙 = 𝑛𝑙
𝜋𝜎3

6 .
Для 𝜂𝑔 i 𝜂𝑙 скористаємось їх значеннями в роз-
глядуванiй тут областi температур, близьких до
𝑇 = 𝑇c у момент виникнення зародка краплi при
конденсацiї газу, чи в момент виникнення газо-
вої бульбашки при кипiннi рiдини 𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1 + 𝑑

2 ),
𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1 − 𝑑

2 ). Проте необхiдно вiзначити, що цi
густини не змiнюються пiд час процесу фазового
переходу з газу в рiдину i навпаки.

На цьому закiнчуємо опис фазового переходу
першого роду, що вiдбувається при температурах
нижче критичної точки. У цьому описi ми нама-
гались вловити ситуацiю, коли при iзотермiчному
стисненнi газу виникає зародок нової фази – кра-
пля рiдини. Ми описали процес iзотермiчного роз-
тягу рiдини i утворення в нiй бульбашки газу. Як
крапля рiдини, так i бульбашка газу характеризу-
вались енергiєю поверхнi роздiлу фаз, величиною
𝛼/𝑅. Насправдi в сучасних експериментальних до-
слiдженнях фазового переходу першого роду мова
йде не про створення краплi чи бульбашки, а про

нуклеацiю, коли в материнськiй фазi вiдбувається
нуклеацiя зародкiв нової фази. Показується, що
число частинок у таких зародках є скiнчене. Ма-
ючи це на увазi, вважатимемо, що радiус краплi i
розмiр зародка в експериментах нуклеацiї мають
бути спiвмiрнi.

У зв’язку з цим у подальшому, в порядку обгово-
рення, намагатимемось видiлити з формул (13.15)
i (14.3) вирази, що, на нашу думку, стосуватиму-
ться коефiцiєнта поверхневого натягу, i вирази, що
визначають радiус кульки зародка.

Беремо вiдношення виразiв (13.15) до (14.3) i
одержуємо

𝑅𝑔

𝑅𝑙
=

𝜂𝑔
𝜂𝑙

=
(1 + 𝑑

2 )

(1− 𝑑
2 )

. (14.4)

Отже, радiус бульбашки вiдноситься до радiуса
краплi як густина краплi до густини бульбашки.
Iнварiантом цих вiдношень у (13.15) i (14.3) злiва є
𝛼, а справа – величина 3

2𝐷𝑑𝜂𝑐
1
𝜎3 . Розмiрнiсть [𝛼] =

= [ерг]/см2, розмiрнiсть [𝑅] = см. Тодi у (14.3) та
у (13.15) покладемо таке значення для коефiцiєнта
поверхневого натягу, та його поведiнку при набли-
женнi до критичної точки 𝜏 = 0:

𝛼 =
9

𝜋
𝐷𝑑Θ

1

𝜎2
∼ 𝜏

5𝜈
2 , (14.5)

де 𝐷 = 𝐷𝑚𝜏
з формули (7.8) – коефiцiєнт, пов’яза-

ний з потенцiалом парної взаємодiї у блочнiй ґра-
тцi, яка була останньою у системi блочних ґраток
критичного режиму, 𝑑 =

√︁
1
2
𝐷
𝐺 , 𝐺 = 𝐺𝑚𝜏

з фор-
мули (7.8) – коефiцiєнт при четвертому степенi –
𝜌k1 ... 𝜌k4 в останнiй блочнiй ґратцi того ж крити-
чного режиму,

𝐷𝑚𝜏
= 𝐷0𝜏

2𝜈 , 𝐺𝑚𝜏
= 𝐺0𝜏

𝜈 , 𝑑 = 𝑑0𝜏
𝜈/2. (14.6)

Для 𝑅
(min)
𝑙 та 𝑅

(min)
𝑔 – мiнiмальних значень радiу-

сiв краплi чи бульбашки газу матимемо

𝑅
(min)
𝑙 =

𝜎

𝜂𝑐(1 +
𝑑
2 )

, 𝑅(min)
𝑔 =

𝜎

𝜂𝑐(1− 𝑑
2 )

. (14.7)

Тут 𝜂𝑐 – величина унiверсальна, 𝜂𝑐 = 0,130443. Ра-
дiуси визначаються як величиною дiаметра пру-
жної кульки 𝜎, який рiзний для рiзних речовин,
як це видно з табл. 2, так i величиною параметра
𝑑 =

√︁
1
2
𝐷
𝐺 .
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Тепер можемо повернутись до закiнчення опису
фазового переходу першого роду, про яке йшлося
у кiнцi попереднього параграфа. Процес закiнчу-
ється зникненням бульбашки газу. Необхiдна для
цього робота дорiвнює величинi, зворотнiй за зна-
ком до величини (14.3), помноженої на об’єм остан-
ньої бульбашки. Позначимо цю роботу буквою 𝐴:

𝐴 = −
4𝜋𝑅3

𝑔

3

𝛼

𝑅𝑔
= −

4𝜋𝑅3
𝑔

3
𝑛𝑔

3

2
𝐷𝑑Θ.

Беручи до уваги те, що 𝜋𝜎3

6 𝑛𝑔 = 𝜂𝑔, що 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1+

+Δ𝑔) = 𝜂𝑐(1 − 𝑑
2 ) пiсля пiдстановки i скорочень

одержуємо

𝐴 = − 12

(1− 𝑑
2 )

2
𝐷𝑑Θ. (14.8)

Робота над створенням бульбашки 𝐴 вiдбуває-
ться також вздовж горизонтальних вiдрiзкiв iзо-
терми на осi 𝜇* = 0.

Але, якщо утворення бульбашки йшло у процесi,
коли Δ𝑙 змiнювалось вiд 𝑑 до 𝑑

2 , а Δ𝑔 – вiд −𝑑 до
−𝑑

2 , то зникнення бульбашки йтиме у процесi зво-
ротного напрямку: Δ𝑙 – вiд 𝑑

2 до 𝑑 i Δ𝑔 – вiд −𝑑
2 до

−𝑑. Отже, закiнчення процесу фазового переходу
першого роду вiдбувається на точках Δ𝑔 = −𝑑 i
Δ𝑙 = 𝑑 так, як про це говориться в теорiї ван-дер-
Ваальса.

Обговоримо питання про скриту роботу тиску.
Вона пов’язана iз сумою трьох робiт:

– роботи зi створення краплi рiдини у газовiй
фазi, позначимо її буквою 𝐴кр.. Вона задається ви-
разом (13.15), домноженим на об’єм краплi 4𝜋𝑅3

𝑙

3 ,
для 𝑅𝑙 маємо формулу (14.7). Отже:

𝐴кр. = 12
1

(1 + 𝑑
2 )

2
𝐷𝑑Θ, 𝐴𝜎 = 12

1

(1− 𝑑
2 )

2
𝐷𝑑Θ

(14.9)

– це початок фазового переходу;
– роботи зi зникнення бульбашки газу у но-

востворенiй рiдкiй фазi – це кiнець фазового
переходу;

– роботи переходу всiєї кiлькостi газу в рiдину.
Це основна частина процесу. Перехiд вiдбувається
мiж точками Δ𝑔 = − 1

2𝑑–Δ𝑙 = 1
2𝑑 вздовж лiнiї

𝜇* = 0.

Отже, початковий стан газу, пiсля утворення за-
родка у формi краплi, має такi параметри:

𝑃𝑔𝑉𝑔 = Θ𝑁𝑔𝜇
*
𝑔(Δ𝑔) =

= 𝑁𝑔Θ(−2𝐷Δ𝑔 + 4𝐺Δ3
𝑔)
⃒⃒⃒
Δ𝑔=− 1

2𝑑
= 𝑁𝑔Θ

3

4
𝐷𝑑.

(14.10)

Пiд кiнець процесу маємо рiдину i бульбашку газу:

𝑃𝑙𝑉𝑙 = Θ𝑁𝑙(−2𝐷𝑑Δ𝑙 +4𝐺Δ3
𝑙 )
⃒⃒⃒
Δ𝑙=

1
2𝑑
= 𝑁𝑙Θ

(︁
−3

4
𝐷𝑑
)︁
,

(14.11)

ми не врахували злiва i справа змiшаних добуткiв
(див. (13.6)), якi увiйшли в означення роботи зi
створення краплi рiдини та бульбашки газу, вiдпо-
вiдно, або

𝑃𝑔𝑣𝑔 = Θ
3

4
𝐷𝑑 та 𝑃𝑙𝑣𝑙 = −Θ

3

4
𝐷𝑑. (14.12)

Їх рiзниця i дає розраховану на одну частинку ро-
боту переходу з газового стану у стан рiдини. От-
же, тут 𝑁𝑔 = 𝑁𝑙. Позначимо її через 𝐴ph:

𝐴ph = 𝑃𝑙𝑣𝑙 − 𝑃𝑔𝑣𝑔 = −3

2
Θ𝐷𝑑. (14.13)

Разом узятi вирази (14.9), (14.10) та (14.14) i хара-
ктеризують скриту роботу фазового переходу газ–
рiдина нижче 𝑇 = 𝑇c.

Проте вони не спiвмiрнi мiж собою. Формула
(14.3) характеризує енергiю перескоку з розрахун-
ку на одну частинку.

Формули (13.14) та (14.9) визначають енергiї
первинних краплi рiдини i бульбашки газу. Якщо
величини, поданi в них, перерахувати на енергiї,
що припадають на одну частинку, то ми прийдемо
до “магiчної” характеристики Θ𝐷𝑑 з рiзними кое-
фiцiєнтами. Щоб у цьому переконатись, розрахує-
мо число частинок у первиннiй краплi i у первин-
нiй бульбашцi. Вони дорiвнюють об’ємам, помно-
женим на густини краплi i бульбашки, вiдповiдно.
Так, число частинок у краплi дорiвнює

𝑁кр. = 𝑛𝑙
4𝜋𝑅3

𝑙

3
=

6

𝜋𝜎3
𝜂𝑐

(︁
1 +

𝑑

2

)︁
×

× 4𝜋

3

𝜎3

𝜂3𝑐

1

(1 + 𝑑
2 )

3
,

𝑁кр. =
8

𝜂2𝑐 (1 +
𝑑
2 )

2
.

(14.14)
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Аналогiчно число частинок у бульбашцi буде

𝑁бу =
8

𝜂2𝑐 (1− 𝑑
2 )

2
. (14.15)

I робота зi знищення бульбашки з розрахунку на
одну частинку буде такою:

𝐴бу = −12
1

(1− 𝑑
2 )

2
𝐷𝑑Θ :

8

𝜂2𝑐 (1− 𝑑
2 )

2
= −3

2
𝜂2𝑐𝐷𝑑Θ.

(14.16)

Точно такою ж буде робота зi створення краплi
тiльки зi знаком “+”

𝐴кр. =
3

2
𝜂2𝑐𝐷𝑑Θ.

Їх сума дорiвнює нулевi. Тодi скрита робота ти-
ску 21 дорiвнюватиме виразовi (14.3).

15. Бiнодалi та спiнодалi системи

Розглянемо систему обмежуючих кривих, що ви-
пливають з одержаних у роботi результатiв. З
трьох кривих для бiнодалей i спiнодалi, що тут
приводяться, лише одна з них, назвемо її бiнодаль-
2, в точностi збiгається з бiнодаллю ван-дер-
Ваальса. Бiнодаль-1 ми вводимо у цiй роботi. Во-
на випливає з четвiрної базової густини мiри, за
допомогою якої можна, у всякому разi, правиль-
но описати подiї в околi критичної точки рiдина–
газ. Бiнодаль-1 проходить через критичну точку i
через двi точки, що знаходяться у вершинах дiа-
гоналi прямокутника 𝑄 = 0 (див. рис. 6), де 𝑄 –
дискримiнант (8.6). Вiн вiдокремлює область одно-
фазних чистих систем газу i рiдини (тут 𝑄 > 0) вiд
областi 𝑄 < 0, у якiй вiдбувається фазовий пере-
хiд першого роду газу в рiдину чи рiдини в газ.
Двi вершини прямокутника 𝑄 = 0, а саме

Δ𝑔 = −𝑏, 𝜇*
𝑔(Δ𝑔Δ𝑙) = −𝑎 та

Δ𝑙 = 𝑏, 𝜇*
𝑙 (Δ𝑙Δ𝑔) = 𝑎

(15.1)

належать бiнодалi-1.

21 Зауважимо, що робота переходу мiж симетричними
точками бiнодалi Δ𝑔 = −𝑏, Δ𝑙 = 𝑏 буде мен-
шою 𝑃бiнод.Δ𝑉 = −Θ𝑁 [−2𝐷Δ𝑙 + 4𝐺Δ3

𝑙 + 2𝐷Δ𝑔 −
− 4𝐺Δ3

𝑔 ]Δ𝑔=−𝑏

Δ=𝑏

= −Θ𝑁 4
3
𝐷𝑏.

Нагадаємо, що згiдно з (8.10)

𝑏 =

√︂
2

3

𝐷

𝐺
=

√︂
2

3

𝐷0

𝐺0
𝜏𝜈/2,

𝑎 = 𝐺𝑏3 =
2

3
𝐷𝑏 ∼ 𝜏

5
2𝜈, (15.2)

Δ𝑖 = (𝜂𝑖/𝜂𝑐 − 1), 𝑖 = 𝑔, 𝑙.

Область бiнодалi-1 обмежена такими значеннями
густини:

𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1− 𝑏)− для газової фази i

𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1 + 𝑏)− для рiдкої,
(15.3)

i такими значеннями тискiв:

𝑃𝑔 = Θ
𝑁𝑔

𝑉
𝜇*(Δ𝑔,Δ𝑙)

⃒⃒⃒
Δ𝑔=−𝑏

Δ𝑙=0

=

= Θ𝑛𝑔𝜇
*
𝑔(Δ𝑔,Δ𝑙)

⃒⃒⃒
Δ𝑔=−𝑏

Δ𝑙=0

=

= Θ𝑛𝑔(−2𝐷Δ𝑔 + 4𝐺Δ3
𝑔)
⃒⃒⃒
Δ𝑔=−𝑏

Δ𝑙=0

(15.4)

– для газової фази i

𝑃𝑙 = Θ𝑛𝑙(−2𝐷Δ𝑙 + 4𝐺Δ3
𝑙 )
⃒⃒⃒

Δ𝑙=𝑏
Δ𝑔=0

(15.5)

– для рiдкої фази. Пiсля пiдстановки значень Δ𝑔

i Δ𝑙

𝑃𝑔 = −2

3
Θ𝑛𝑔𝐷𝑏 = − 4

𝜋𝜎3
Θ𝜂𝑐(1− 𝑏)𝐷𝑏 ∼ 𝜏

5
2𝜈,

𝑃𝑙 =
2

3
Θ𝑛𝑙𝐷𝑏 =

4

𝜋𝜎3
Θ𝜂𝑐(1 + 𝑏)𝐷𝑏 ∼ 𝜏

5
2𝜈.

(15.6)

Як випливає з (8.3), (11.3) та (11.12), точки (15.1)
якраз є точками бiфуркацiї рiвняння на максимум
четвiрної густини мiри у виразi (8.1) для Ξ𝜌0.

Вони є точками бiфуркацiї iзотерм (15.4) i (15.5).
Отож, щоб отримати газову вiтку бiнодалi-1, по-
кладемо в iзотермi (15.4) вiдповiдно до (15.1):

𝜇*
𝑔(Δ𝑔Δ𝑙) = −𝑎 або −𝑎 = −2𝐷Δ𝑔+4𝐺Δ3

𝑔 (15.7)

i для вiтки рiдини

𝑎 = −2𝐷Δ𝑙 + 4𝐺Δ3
𝑙 . (15.8)

Скористаємось формулами (15.2) для 𝑎 i для Δ𝑖 i
тодi в (15.6) i (15.7) буде

−2

3
𝐷𝑏 = −2𝐷(𝜂𝑔/𝜂𝑐 − 1) + 4𝐺(𝜂𝑔/𝜂𝑐 − 1)3 (15.9)
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– для газової вiтки, 𝜂𝑔 < 𝜂𝑐

2

3
𝐷𝑏 = −2𝐷(𝜂𝑙/𝜂𝑐 − 1) + 4𝐺(𝜂𝑙/𝜂𝑐 − 1)3 (15.10)

– для вiтки рiдини, 𝜂𝑙 > 𝜂𝑐. Ми одержали рiвняння
кривої на площинi (𝜏, 𝜂), рiвняння бiнодалi-1.

Тепер випишемо рiвняння для бiнодалi-2. Це
загальновiдома бiнодаль ван-дер-Ваальса. Задачу
розглядаємо у термодинамiчнiй межi 𝑁 → ∞,
𝑉 → ∞, 𝑁

𝑉 = const. При скiнчених 𝑁 , як випливає
з рис. 12, цiєї бiнодалi не iснує. Бiнодаль-2 прохо-
дить через критичну точку i через двi точки на осi
𝜇* = 0, а саме:

𝜇* = 0, Δ𝑔 = −𝑑 i 𝜇* = 0, Δ𝑙 = 𝑑.

За означенням Δ𝑔 = 𝑤𝑔𝜌02, Δ𝑙 = 𝑤𝑙𝜌01. Для
бiнодалi-2 мають мiсце рiвностi

𝑤𝑔 = 1, 𝑤𝑙 = 0, Δ𝑙 = 0, або
𝑤𝑔 = 0, 𝑤𝑙 = 1, Δ𝑔 = 0, 𝑤𝑔 + 𝑤𝑙 = 1.

(15.11)

Iзотерма 𝜇* складається з двох гiлок. Згiдно з
(13.3) 𝜇*(Δ𝑔Δ𝑙) = 𝜇*

𝑔(Δ𝑔Δ𝑙) + 𝜇*
𝑙 (Δ𝑔Δ𝑙) i, вiдпо-

вiдно до (13.6), кожен з доданкiв дорiвнює

𝜇𝑔 = −2𝐷Δ𝑔 + 4𝐺Δ3
𝑔, 𝜇𝑙 = −2𝐷Δ𝑙 + 4𝐺Δ3

𝑙 ,

змiшанi добутки у зв’язку iз (15.10) рiвнi нулевi.
Пiдставляємо замiсть Δ𝑔 i Δ𝑙 їх значення через
густину

Δ𝑔 =
𝜂𝑔
𝜂𝑐

− 1, Δ𝑙 =
𝜂𝑙
𝜂𝑐

− 1, а також 𝜇𝑔 = 𝜇𝑙 = 0,

i одержуємо спiввiдношення мiж густиною i тем-
пературою для бiнодалi-2.

Для газової вiтки

−2𝐷
(︁𝜂𝑔
𝜂𝑐

− 1
)︁
+ 4𝐺

(︁𝜂𝑔
𝜂𝑐

− 1
)︁3

= 0,(︁𝜂𝑔
𝜂𝑐

− 1
)︁2

=
1

2

𝐷

𝐺
=

1

2

𝐷0

𝐺0
|𝜏 |𝜈.

(15.12)

Аналогiчно для рiдинної вiтки(︁𝜂𝑙
𝜂𝑐

− 1
)︁2

=
1

2

𝐷0

𝐺0
|𝜏 |𝜈. (15.13)

Обидвi вiтки сходяться у критичнiй точцi. Графiк
кривої бiнодалi-2 подано на рис. 12. При скiнчених

𝑁 iзотерми 𝜇*
𝑔(Δ𝑔Δ𝑙) та 𝜇*

𝑔(Δ𝑔Δ𝑙) не заходять у
точки Δ = ±𝑑, i бiнодалi-2 не iснує.

Перейдемо до розгляду рiвняння для спiнодалi.
Ця крива є геометричним мiсцем точок перескоку
густини при переходi з материнської газової фа-
зи у рiдину (краплю) при iзотермiчному стисненнi
газу вiдповiдно до спiввiдношень (13.16) i (13.17)
(див. рис. 11). Ця ж крива є геометричним мiсцем
точок перескоку густини при переходi з материн-
ської фази рiдини у газову фазу (бульбашку) при
iзотермiчному розтягу рiдини, вiдповiдно до спiв-
вiдношень (14.1), (14.2). На кривих для ймовiрно-
стей, поданих на рис. 4, спiнодаль вiдповiдає точцi
перетину кривих для ймовiрностей 𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 =

1
2 , а

у термодинамiчнiй границi точцi 1
2 на кривих Хе-

вiсайда. Точки перескоку мають координати

Δ𝑔 = 𝑤𝑔𝜌02 =
1

2
𝜌02 i Δ𝑙 = 𝑤𝑙𝜌01 =

1

2
𝜌01.

Тут для iзотерми маємо

𝜇*(Δ𝑔Δ𝑙) = 𝜇*
𝑔(Δ𝑔Δ𝑙) + 𝜇*

𝑙 (Δ𝑔Δ𝑙) = 0

i

𝜇*
𝑔(Δ𝑔Δ𝑙) = −2𝐷Δ𝑔 + 4𝐺Δ3

𝑔 + 12𝐺Δ𝑔Δ
2
𝑙 = 0,

𝜇*
𝑙 (Δ𝑔Δ𝑙) = −2𝐷Δ𝑙 + 4𝐺Δ3

𝑙 + 12𝐺Δ𝑙Δ
2
𝑔 = 0.

Покладаємо Δ𝑔 =
(︀𝜂𝑔

𝜂𝑐
− 1
)︀
, Δ𝑙 =

(︀
𝜂𝑙

𝜂𝑐
− 1
)︀

i тодi(︁𝜂𝑔
𝜂𝑐

− 1
)︁2

+ 3
(︁𝜂𝑙
𝜂𝑐

− 1
)︁2

=
𝐷

2𝐺
=

𝐷0

2𝐺0
𝜏𝜈. (15.14)

Застосовуємо цi спiввiдношення до газової вiтки.
Одержуємо рiвняння для газової вiтки спiнодалi.
Аналогiчним чином в рiвняннi для 𝜇*

𝑙 скорочуємо
на Δ𝑙 i одержуємо рiвняння для вiтки рiдини спi-
нодалi:(︁𝜂𝑙
𝜂𝑐

− 1
)︁2

+ 3
(︁𝜂𝑔
𝜂𝑐

− 1
)︁2

=
𝐷0

2𝐺0
𝜏𝜈. (15.15)

Одержанi тут два рiвняння справедливi як при 𝑁
скiнчених, так i в термодинамiчнiй границi. Кри-
ва спiнодалi (15.3), (15.4) близька до стандартної
ван-дер-ваальсiвської кривої спiнодалi, але розта-
шована за залежнiстю вiд густини в областi су-
перпересиченого газу та суперрозтягненої рiдини.
Точки Δ𝑔 = − 𝑏

2 та Δ𝑙 = 𝑏
2 , що розташованi у

вершинах кривої 𝜇*(𝜙) на рис. 6, через якi прохо-
дить спiнодаль у рiвняннi ван-дер-Ваальса, не зна-
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Рис. 12. Обмежуючi кривi, бiнодаль-1, що проходить крiзь критичну точку i точки 𝜇* = −𝑎, Δ = −𝑏 та 𝜇* = 𝑎, Δ = 𝑏

бiнодаль-2 (ван-дер-ваальсiвська), що проходить крiзь точки 𝜏 = 0; 𝜇* = 0, Δ = −𝑑 та 𝜇* = 0, Δ = 𝑑; спiнодаль, що
проходить через точки перескоку 𝜇* = 0, Δ = − 𝑑

2
i Δ = 𝑑

2
i спiнодаль ван-дер-ваальсiвського типу, що проходить крiзь

точки 𝜏 = 0; 𝜇* = 𝑎, Δ = − 𝑏
2

i 𝜇* = −𝑎, Δ = 𝑏
2
, яка не має аналогiв у нашому дослiдженнi. Форми кривих дуже сплющенi

при наближеннi до критичної точки. Справа, у значно дрiбнiшому масштабi iлюструється ця сплющенiсть. Фактично при
наближеннi до 𝜏 = 0 маємо не критичну точку, а критичний вiдрiзок [68]

ходять яких-небудь вiдмiток у нашому дослiджен-
нi 22. Кривi обох спiнодалей близькi мiж собою.

Тим не менше, випишемо рiвняння для стандар-
тної спiнодалi, що пов’язана з точками

(︀
− 𝑏

2 , 𝑎
)︀

i(︀
𝑏
2 ,−𝑎

)︀
на кривiй ван-дер-Ваальса. Тому рiвнян-

ня ван-дер-ваальсiвської спiнодалi матиме форму
рiвнянь (15.8) i (15.9), тiльки з iншими сторонами
злiва, а саме для газової вiтки буде (точка прохо-
дження

(︀
− 𝑏

2 , 𝑎
)︀
):

𝑎 = −2𝐷
(︁𝜂𝑔
𝜂𝑐

− 1
)︁
+ 4𝐺

(︁𝜂𝑔
𝜂𝑐

− 1
)︁3
,

тут 𝜂𝑔 < 𝜂𝑐, та для рiдинної вiтки (точка прохо-
дження

(︀
𝑏
2 ,−𝑎

)︀
):

−𝑎 = −2𝐷
(︁𝜂𝑙
𝜂𝑐

− 1
)︁
+ 4𝐺

(︁𝜂𝑙
𝜂𝑐

− 1
)︁3
,

де 𝜂𝑙 > 𝜂𝑐.

22 У цих точках не виконуються умови (13.9) для рiв-
новаги фаз, тобто 𝜇*

𝑔(Δ𝑔Δ𝑙)
⃒⃒⃒
Δ𝑔=−𝑏/2

Δ𝑙=𝑏/2

= −𝐷𝑏
3

̸= 0,

𝜇*
𝑙 (Δ𝑔Δ𝑙)

⃒⃒⃒
Δ𝑔=−𝑏/2

Δ𝑙=𝑏/2

= 𝐷𝑏
3

̸= 0, але їх сума дорiвнює нулю.

На рис. 12 наведенi усi чотири кривi. Голов-
ною серед них є бiнодаль-1. Вона обмежує поведiн-
ку усiх iнших кривих. Характерною особливiстю
бiнодалi-1 є лiва сторона рiвнянь (15.9) i (15.10).
Величина 𝐷𝑏 пропорцiйна до 𝜏

5
2𝜈 . По ширинi

бiнодаль-1 обмежена значеннями густини, подани-
ми у (15.3). Вiдстань кривої вiд прямолiнiйного дi-

аметра пропорцiйна до 𝑏 =
√︁

2
3
𝐷
𝐵 =

√︁
2
3
𝐷0

𝐵0
𝜏𝜈/2.

А вiдстань усiх iнших кривих вiд прямолiнiйно-
го дiаметра пропорцiйна до 𝑑 =

√︁
1
2
𝐷0

𝐵0
𝜏𝜈/2. От-

же, при наближеннi до критичної точки вiдстань
по ширинi мiж газовою i рiдинною вiтками у всiх
кривих змiнюється повiльно ∼ 𝜏𝜈/2 ∼ 𝜏0,3. При
наближеннi кожної iзотерми до 𝑇 = 𝑇c вiдповiд-
нi точки бiнодалей i спiнодалi стягуються до нуля
пропорцiйно до 𝜏

5
2𝜈 , тобто на п’ять порядкiв швид-

ше, нiж по ширинi. Критична область обмежена
iнтервалом температур 𝜏 ≤ 0, 02. Щоб розрiзнити
тут критичну точку за температурою, мова йтиме
про точнiсть до мiльйонної частки вiд 𝜏 . Тому всi
обмежуючi кривi при наближеннi до 𝑇 = 𝑇c будуть
настiльки сильно сплющенi, що мова йтиме не про
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Рис. 13. Крива рiвняння стану на фонi кривих ван-дер-
Ваальса i обмежуючих бiнодалей i спiнодалi. Чiтко видно
асиметрiю бiнодалi-1 вiдносно прямолiнiйного дiаметра, по-
роджену прямокутником 𝑄 = 0. При наближеннi до крити-
чної точки асиметрiя зникає, бо прямокутник 𝑄 = 0 виро-
джується у вiдрiзок [−𝑏, 𝑏] на лiнiї 𝜇* = 0

критичну точку, а про критичний вiдрiзок густин
[68]. На рис. 13 подано кривi рiвняння стану разом
з обмежуючими кривими.

На цьому закiнчимо опис процесу фазового пе-
реходу першого роду, що виникає в областi темпе-
ратур нижче критичної точки.

На рис. 11 i 13 поданi кривi рiвняння стану. Во-
ни одержанi при розглядi у добутках Ξ = Ξ0Ξ𝐿 у
формулi (1.73), та у добутках Ξ𝐿 = ΞКР Ξiнв Ξ𝜌0

у
формулi (7.1) лише iнтеграла Ξ𝜌0

. Всi iншi величи-
ни Ξ0, ΞКР, Ξiнв вважаються величинами сталими,
беруться їх значення при 𝑇 = 𝑇c, що задане фор-
мулами (4.5)–(4.7) i при 𝜂 = 𝜂𝑐, що задане форму-
лами (4.12) та (4.13) i табл. 2.

16. Висновки

Подається послiдовний виклад теорiї критичної
точки рiдина–газ. Розрахунок великої статисти-
чної суми ведеться в розширеному фазовому про-
сторi, що складається iз пiдпростору декартових
координат частинок для опису ефектiв, породжу-

ваних потенцiалом пружних кульок та з пiдпро-
стору колективних змiнних {𝜌k}, де кожна 𝜌k є
прототипом фур’є-образу оператора густини 𝜌k =
=
∫︀ ∑︀𝑁

𝑙=1 𝛿(𝑟 − 𝑟𝑖)𝑒
−𝑖k𝑟𝑑𝑟. Важливо, що для iнде-

ксацiї колективних змiнних використовується мно-
жина хвильових векторiв k, а не координат 𝑟. Пе-
реповнення фазового простору лiквiдується вве-
денням якобiана у формi добутку узагальнених
функцiй. Пiсля iнтегрування у просторi декарто-
вих координат частинок статистична сума наби-
рає форму функцiонала у просторi колективних
змiнних. Пiдiнтегральна функцiя має експонентну
форму. У показнику безмежний ряд по все зро-
стаючих добутках сум по колективних змiнних 𝜌k.
Коефiцiєнтами перед цими добутками правлять
кумулянти системи вiдлiку, якою вважається си-
стема пружних кульок. За своєю складнiстю за-
дача не має розв’язку. Виникає проблема базової
густини мiри, вiдносно якої мають будуватись ме-
тоди теорiї збурень. Доведено [11], що для розгля-
ду задач фазових переходiв базовим є не гаусовий
розподiл, а четвiрна густина мiри, що має в екс-
понентi лiнiйний член – одну суму по 𝜌k, добуток
двох, трьох i чотирьох сум по 𝜌k

23. Але i така за-
дача є заскладною.

Ми використали тут просту математичну логi-
ку. Оскiльки взаємодiї мiж пружними кульками
вiдбуваються на дуже малих вiдстанях, порядку
дiаметра кульки 𝜎, то фур’є-представлення цих
взаємодiй проявляє їх властивостi на великих 𝑘 i
не матиме жодної “чутливостi” на 𝑘 малих. При
описi ж ефектiв ван-дер-ваальсiвського притяган-
ня суттєвi великi вiдстанi, отже малi значення 𝑘.
Тому у функцiоналi ВСС у формулi (1.31) важли-
вими є iнтеграли по 𝜌k з малими значеннями 𝑘.
Але у цих областях поведiнка кумулянтiв, побу-
дованих на короткодiючих взаємодiях, буде моно-
тонною i слабо мiнятись вiдносно їх значень при
𝑘 = 0. Так воно себе i проявило [39]: перший нуль
фур’є-образу потенцiалу притягання у точцi 𝑘 = 𝐵
припав на середину полиць кривих для усiх куму-
лянтiв M2, M3 i M4, полиць, що починаються з їх
значень при 𝑘 = 0. Отже в областi 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝐵 для
кумулянтiв системи вiдлiку були взятi їх значення
при 𝑘 = 0. Для кумулянта M2(0) вони дорiвнюють
середнiй квадратичнiй флуктуацiї числа частинок,

23 Iнтеграли, розрахованi за гаусовою базисною густиною
мiри, розбiгаються.
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для кумулянта M3(0) – середнiй кубiчнiй i для
M4(0) – середнiй четвiрнiй флюктуацiї числа ча-
стинок. А отже усi кумулянти M𝑛(0) пропорцiйнi
до числа частинок 𝑁 [58].

Припускається24, що ефекти, пов’язанi з ван-
дер-ваальсiвською взаємодiєю, зосереджуються
якраз в iнтервалi 𝑘 ≤ 𝐵.

У розрахунках статистичної суми ми обмежи-
мось iнтегралами по 𝜌k в областi |k| < 𝐵. Ве-
личину 𝐵 можна трактувати як “границю” зони
Брiлюена. Тодi ми розглядаємо нашу систему як
ґратковий газ з перiодом ґратки 𝜋

𝐵 . В результа-
тi перетворень змiщення знищуємо кубiчний член.
Трактуючи показник експоненти як гамiльтонiан
у представленнi колективних змiнних i порiвнюю-
чи його з виразами, одержаними нами ранiше для
моделi Iзiнга, переконуємося у наявностi повного
збiгання. I, отже, система газ–рiдина належить до
класу унiверсальностi простої моделi Iзiнга. Пiдiн-
тегральну функцiю можна розглядати як густину
ймовiрностi. Наявнiсть множника 𝑁 – повного чи-
сла частинок перед гамiльтонiаном свiдчить про
наявнiсть фазових траєкторiй, вздовж яких густи-
на ймовiрностi має максимальнi значення.

У зв’язку з цим розглядається система рiвнянь
Ейлера по кожнiй iз змiнних 𝜌k, включаючи змiн-
ну 𝜌0. Аналiз системи рiвнянь Ейлера показує, що
максимум пiдiнтегральної функцiї у функцiоналi
ВСС досягається розв’язками: 𝜌0 ̸= 0 та 𝜌k = 0
для всiх 𝑘 ̸= 0. Цей важливий факт говорить, що
основна задача статистичної термодинамiки – роз-
рахунок статистичної суми – розпадається на двi
макроскопiчнi задачi: одна – iнтегрування по всiх
змiнних 𝜌k, що мають 𝑘 ̸= 0, та друга – iнтегруван-
ня в однократному iнтегралi за змiнною 𝜌0. У пер-
шому випадку у розрахунок не включається хiмi-

24 Множина хвильових чисел 𝑘 складається зi сфери радi-
уса 𝐵, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝐵, та зi значень |𝑘| > 𝐵. Iнтегрування
по 𝜌k для 𝑘 > 𝐵 виконується з гаусовою базисною густи-
ною мiри. Воно приводить до вiрiального ряду групових
iнтегралiв для вiльної енергiї чи для iншої характеристи-
чної функцiї. Груповi iнтеграли побудованi на екранова-
них потенцiалах далекодiючого притягання, але тут ра-
дiуси екранування – величини скiнченнi i бiльшi за 𝜋/𝐵.
Тому всi iнтеграли збiжнi. Розрахунки в областi 𝑘 > 𝐵 не
вносять жодних якiсних характеристик до опису чи кри-
тичної точки системи рiдина–газ чи до фазових переходiв
нижче 𝑇 = 𝑇c i ми їх не розглядатимемо. Розрахунки з
цього приводу можна знайти у роботах [39, 41–43].

чний потенцiал. Хiмiчний потенцiал включається
у розгляд у другому випадку – iнтегрування по 𝜌0,
отже тiльки тут маємо справу з умовами рiвноваги
у багатофазнiй системi.

Розглянута перша задача, iнтегрування по всiх
𝜌k з 𝑘 ̸= 0. Маємо типову задачу моделi Iзiнга, ви-
ражену у функцiональних iнтегралах. Показано,
що для температур, вiдмiнних вiд критичної, ре-
нормгрупова симетрiя має мiсце для скiнченного
числа iнтегрувань у блочних структурах. Сфор-
мульована i доведена теорема, що при 𝑇 ̸= 𝑇c для
кожної температури 𝜏 = 𝑇−𝑇c

𝑇c
̸= 0 iснує граничний

номер 𝑛𝜏 максимальної блочної структури, такий,
що для всiх блочних структур з номерами 𝑛 < 𝑛𝜏 ,
𝐵/𝑠𝑛𝜏 ≤ 𝑘 ≤ 𝐵, iснує режим ренормгрупової си-
метрiї, а для 𝑘 ≤ 𝐵/𝑠𝑛𝜏 базовою густиною мiри
є гаусовий розподiл, 𝑠 – параметр подiлу вихiдної
перiодичної структури з перiодом 𝑐 = 𝜋

𝐵 на блочнi
структури з перiодами 𝑠𝑐, 𝑠2𝑐, ..., 𝑠𝑛𝜏 𝑐. При розгля-
дi моделi Iзiнга було показано, що оптимальне зна-
чення 𝑠 = 3,5862. Розрахованi усi термодинамiчнi
характеристики. Результати повнiстю корелюють
з даними, одержаними iншими методами для окре-
мих груп термодинамiчних величин. У цiй части-
нi розгляду задачi на критичну точку використанi
досягнення, одержанi Ю. Рудавським, В. Коломiй-
цем i особливо М. Козловським та I. Пилюком. Ча-
стина iз множини одержаних ними характеристик
подана у табл. 3.

Стосовно другої задачi, iнтегрування по макро-
скопiчнiй змiннiй 𝜌0. Дослiдження властивостей
системи рiдина–газ при температурах 𝑇 ≤ 𝑇c є но-
вим. Використання в ролi статистичної суми вели-
кого канонiчного розподiлу було обов’язковим. У
запропонованому тут пiдходi воно має ряд особли-
востей. В областi 𝑇 < 𝑇c в обов’язок термодина-
мiки входить описати квазiстатичний динамiчний
процес iзотермiчного стиснення газу аж до стану
конденсацiї, опис двофазної системи газ–рiдина,
перехiд газу у рiдину. Усе це вiдбувається за умо-
ви рiвностi хiмiчних потенцiалiв газової i рiдкої
фаз. Процес вiдбувається у заданому об’ємi 𝑉 . Фi-
ксується загальне число частинок 𝑁 . Великий ка-
нонiчний розподiл описує перерозподiл цiєї кiль-
костi мiж фазою газу i фазою рiдини, при тому
𝑁𝑔 + 𝑁𝑙 = 𝑁 , де 𝑁𝑔 – число частинок газу, що
у процесi фазового переходу змiнюється вiд 𝑁 до
нуля i, навпаки, 𝑁𝑙 – число частинок у рiдинi, що
змiнюється вiд 0 до 𝑁 , а сума 𝑁𝑔 + 𝑁𝑙 = 𝑁 за-
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лишається сталою. У зв’язку з тим, що 𝑁 дуже
велике, складний iнтеграл по 𝜌0 береться методом
найбiльш швидкого спуску. В результатi одержує-
мо вираз для узагальненого хiмiчного потенцiалу
як функцiї найбiльш ймовiрних траєкторiй. З’ясу-
валось, що є двi траєкторiї для iзотерм, на яких
пiдiнтегральна функцiя має максимум. Одна – для
газового стану, друга – для рiдкого стану системи.
При тому головному максимуму газової фази вiд-
повiдає вiдносний максимум рiдкої фази i, навпа-
ки, головному максимуму рiдкої фази вiдповiдає
вiдносний максимум газової. А розв’язок системи
двох рiвнянь для огинаючої 𝑃𝑉 − 𝜃 ln Ξ = 0 та
𝜕 ln Ξ
𝜕𝜇 − 𝑁 = 0, де хiмiчний потенцiал 𝜇 виступає

як параметр задачi, надає iнформацiю про ймовiр-
нiсть системi бути у газовому чи рiдкому станi. У
граничному термодинамiчному переходi ймовiрно-
стi набувають форму функцiй Хевiсайда, що ма-
ють значення 1 для газової фази, 0 – для рiдкої
(аргумент 𝜋

2 < 𝜙 ≤ 𝜋), та 0 для газової, 1 для рiд-
кої (0 ≤ 𝜙 < 𝜋

2 ) та 1
2 для обох (𝜙 = 𝜋

2 ). Саме точка
𝑤𝑔 = 𝑤𝑙 = 1

2 дає на кривiй iзотерм як функцiй
густин величину областi скачка густини. Графiк
iзотерм має горизонтальну частину при переходi
з газового стану у рiдкий i навпаки. В гранично-
му термодинамiчному переходi вона простягається
подiбно як у ван-дер-Ваальса вiд кiнця головного
максимуму газової фази – точки −𝑑 до початку го-
ловного максимуму рiдкої фази – точки 𝑑. Назвемо
точки −𝑑, 𝑑 точками ван-дер-Ваальса, а горизон-
тальну дiлянку на iзотермi фазового переходу мiж
точками −𝑑, 𝑑 – дiлянкою ван-дер-Ваальса. Вона
складається з трьох частин: двох зовнiшнiх i однiєї
внутрiшньої (як у процесi iзотермiчного стиснення
газу, так i у процесi iзотермiчного розтягу рiдини).
Внутрiшня частина має координати −𝑑/2, 𝑑/2 (що
вiдповiдають ймовiрностi 1

2 на кривих Хевiсайда,
див. рис. 7). Зовнiшнi частини, одна вiд точки −𝑑
до точки −𝑑/2, друга вiд точки 𝑑 до точки 𝑑/2, ви-
значають роботу нуклеацiї – створення у вихiднiй
фазi зародка нової фази краплi рiдини у газовiй
фазi (рiвняння (13.16)) чи бульбашки газу у рiд-
кiй фазi (рiвняння (14.1)).

На внутрiшнiй частинi iзотерми, мiж точками
−𝑑/2, 𝑑/2 (з однаковими рiвними 1

2 ймовiрностя-
ми iснування) вiдбувається стрибкоподiбний за гу-
стиною перехiд газу у рiдину (у краплю) при сти-
сненнi, чи рiдини у газ (у бульбашку) при розтягу
рiдини.

Показово, що стрибкоподiбний перехiд газу у рi-
дину починається, коли iзотерма газу 𝜇*

𝑔 досягла
кiнцевої точки −𝑑 – кiнця головного максимуму на
кривих ван-дер-Ваальса, i при тому густина газу
перевищила граничну точку максимального пере-
сичення. У той самий час iзотерма рiдини 𝜇*

𝑙 у кра-
плi знаходиться у початковiй точцi головного ма-
ксимуму рiдкої фази на кривих ван-дер-Ваальса,
а густина рiдини менша за густину максимально
розтягнутої рiдини.

Картина iзотермiчного стиснення газу порiвню-
ється зi зворотним процесом iзотермiчного розтягу
рiдини. Знайдено вiдношення радiусiв первинної
краплi рiдини у газовiй фазi i первинної бульба-
шки газу у рiдкiй. Запропонованi вирази для кое-
фiцiєнта поверхневого натягу i радiусiв первинних
зародкiв нової фази. У кiнцi побудованi кривi для
бiнодалi i спiнодалi.

При скiнченному 𝑁 маємо одну бiнодаль i одну
спiнодаль.

Бiнодаль проходить через двi кутовi точки пря-
мокутника 𝑄 = 0, що обмежує однофазнi областi
газу i рiдини вiд областi, де зароджується двофа-
зна система i при 𝜏 , далеких вiд 𝜏 = 0, є асиметри-
чною вiдносно прямолiнiйного дiаметра. Цi точки
лежать симетрично вiдносно нуля прямолiнiйного
дiаметра i знаходяться на протилежних вершинах
дiагоналi прямокутника 𝑄 = 0. Одна вершина вiд-
повiдає початку головного максимуму газової фа-
зи i має координати (𝜌0 = −𝑏, 𝜇* = −𝑎), друга – на
початку головного максимуму рiдкої фази i має ко-
ординати (𝜌0 = 𝑏, 𝜇* = 0). По горизонталi цi точки
знаходяться на однаковiй вiдстанi вiд прямолiнiй-
ного дiаметра, 𝜂 = 𝜂𝑐, по вертикалi – вздовж пря-
молiнiйного дiаметра вони вiддаленi на 2𝑎 ∼ 𝜏5/2𝜈
(див. рис. 12).

При скiнченних 𝑁 спiнодаль проходить через то-
чки перескоку

(︁
−𝑑

2 ,
𝑑
2

)︁
з газової фази у рiдку фа-

зу (краплю) при стисканнi газу, чи з рiдкої фази
у газову (бульбашку) при iзотермiчному розтягу
рiдини. При тому число частинок в кiнцевiй фа-
зi зростає, а у вихiднiй зменшується, але густини
обох фаз не змiнюються.

Робота зi створення краплi визначається на дi-
лянцi мiж точками перетину iзотерми газу з бiно-
даллю i закiнчується на точцi перескоку на спi-
нодалi. Робота з “лiквiдацiї” бульбашки газу ви-
значається на дiлянцi iзотерми рiдини мiж точкою
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перескоку на спiнодалi i точкою перетину iзотер-
ми рiдини з бiнодаллю. Цi роботи протилежнi за
знаком. У граничному термодинамiчному переходi
𝑁 → ∞, 𝑉 → ∞, 𝑁/𝑉 = const вказанi тут дiлянки
неперервних гладких кривих iзотерм стають лама-
ними лiнiями.

При стисненнi газу дiлянка iзотерми газу йде
вздовж лiнiї головного максимуму газової фази i
збiгається з кривою ван-дер-Ваальса аж до її за-
кiнчення, до перетину з вiссю абсцис (вiсь 𝜇* = 0).
Тут вона збiгається з точкою фазового переходу в
теорiї ван-дер-Ваальса, точкою −𝑑, а далi iзотерма
проходить по осi абсцис до початку перескоку (то-
чка − 1

2𝑑), аналогiчна ламана iзотерма має мiсце i
для рiдкої фази.

Таким чином, на лiнiї фазового переходу 𝜇* = 0
маємо чотири вузловi точки:

∙ двi точки кiнця головного максимуму газової
фази i початку головного максимуму рiдкої фа-
зи (−𝑑, 𝑑), як у ван-дер-ваальсiвськiй теорiї, че-
рез них проходить бiнодаль ван-дер-ваальсiвського
(ВВ) типу;

∙ двi точки перескоку з газу у рiдину (− 1
2𝑑,

1
2𝑑).

Мiж точками ВВ-типу вiдстань 2𝑑, мiж точками
перескоку – удвiчi менша, 𝑑.

Через точки ВВ-типу проходить бiнодаль-2, че-
рез точки перескоку – спiнодаль. Обидвi мають фi-
зичний змiст. Точки бiнодалi ВВ фактично оточу-
ють усi подiї фазового переходу першого роду. Роз-
гляд задачi ведеться в областi температур, близь-
ких до критичної, коли 𝜏 = 𝑇−𝑇c

𝑇c
< 0,02. У цiй

областi усi обмежуючi кривi симетричнi вiдносно
прямолiнiйного дiаметра. При наближеннi знизу
до 𝑇 = 𝑇c, 𝜂 = 𝜂𝑐 = 0,13044, усi кривi по висо-
тi стягуються до нуля як 𝜏5/2𝜈 , по ширинi, тобто
по вiддаленостi вiд прямолiнiйного дiаметра стя-
гуються до останнього, пропорцiйно до 𝜏𝜈/2. Тому
всi кривi зверху при наближеннi до 𝑇 = 𝑇c сильно
сплющенi.

У температурнiй границi у критичнiй областi,
тобто близько до 𝑇 = 𝑇c, 𝜏 ≤ 0,02, рiвняння iзотер-
ми має форму кубiчної параболи з горизонтальним
плато на осi абсцис 25.

25 Iнтерпретацiя процесу фазового переходу першого роду,
що виникає в результатi iзотермiчного стиснення газу,
складається з двох варiантiв.

У першому газ стискається до густини 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1− 𝑑).
При дальшому стисканнi процес проходить по горизонта-

В кiнцi зауважимо, що виникаюча в результа-
тi нуклеацiї краплинка рiдини дуже мала. Як ви-
пливає з формули (14.8), її радiус кратний деся-
ти дiаметрам пружної кульки, а число частинок у
первиннiй нуклеацiї вимiрюється сотнями. Це пiд-
тверджується у рядi робiт [46–48]. Хоча нам здає-
ться, усе це вимагає додаткових обговорень.

На цьому ми закiнчуємо огляд одержаних ре-
зультатiв.

У роботi чимало недопрацювань. Перерахуємо
деякi з них: вимагає набагато бiльшої уваги по-
слiдовне виключення системи вiдлiку, врахуван-
ня у якобiанi виразiв, прямопропорцiйних до до-
бутку 𝑘2 на бiнарну кореляцiйну функцiю систем
вiдлiку для кращого врахування ефектiв на сере-
днiх вiдстанях; формули для коефiцiєнта поверх-
невого натягу i для радiуса зародка – краплi чи

лi 𝜇* = 0 вiд точки −𝑑 до точки −𝑑/2 – точки переско-
ку. Рiвночасно вiдбуваються флуктуацiї рiдинного типу,
що проходять по горизонталi вiд точки 𝑑 до точки 𝑑/2.
У системi в точцi 𝑑/2 виникає нуклеацiя зародка рiдини
(крапля рiдини).

Далi вiдбувається стрибкоподiбний перехiд газу у рi-
дину мiж точками −𝑑/2–𝑑/2, тобто мiж густинами 𝜂𝑔 =

𝜂𝑐(1−𝑑/2) та 𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1+𝑑/2). При закiнченнi цього проце-
су у рiдинi залишається зародкова бульбашка газу. На її
знищення затрачається робота, величина якої дорiвнює
роботi з її створення. Але процес знищення бульбашки
йде одночасно у двох напрямках вiд 1

2
𝑑 до 𝑑 – для рiдкої

фази i вiд − 1
2
𝑑 до −𝑑 – для газової фази, тобто вiд густин

𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1 + 𝑑
2
) до 𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1 + 𝑑) – для рiдини i вiд густин

𝜂𝑔(1− 𝑑
2
) до густин 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1− 𝑑) – для газової фази. У

точках ВВ (−𝑑, 𝑑) увесь процес фазового переходу пер-
шого роду закiнчується.

У другому варiантi iнтерпретацiї при створеннi за-
родка рiдкої фази у точцi 1

2
𝑑 вiдбувається спонтанне змi-

щення зародка у стiйкий стан 𝑑. Зародок наповнюється
частинками з газової фази. Процес зсуву зародка рiдкої
фази i змiни його густини з 𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1 + 𝑑

2
) до густини

𝜂𝑙 = 𝜂𝑐(1+𝑑) – це стiйкий стан – вiдбувається вздовж вiд-
рiзка 1

2
𝑑–𝑑. Але, щоб при цьому мала мiсце умова рiвностi

хiмiчних потенцiалiв, змiщення зародка у точку 𝑑 супро-
воджується змiщенням газової фази, на яку безперервно
дiє зовнiшнiй тиск, з точки − 𝑑

2
у точку −𝑑, з густини

𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1 − 𝑑
2
) до густини 𝜂𝑔 = 𝜂𝑐(1 − 𝑑). При тому, як

видно, газ має розширитись, а рiдина у краплi – стисну-
тись. Подiї стиснення рiдини i розширення газу вздовж
𝜇* = 0 вiдбуваються синхронно зi збереженням умови
рiвностi хiмiчних потенцiалiв на всьому шляху змiни гу-
стин. I такi умови справдi реально можуть мати мiсце.
Який з цих двох варiантiв реалiзується насправдi, пока-
же експеримент – як комп’ютерний, так i реальний.
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бульбашки – вимагають експериментального пiд-
твердження.

В областi 𝑇 < 𝑇c врахованi лише ефекти, по-
в’язанi з iнтегралом по 𝜌0. Усi iншi величини вва-
жаються константами, їх значення береться при
𝑇 = 𝑇c. Такий пiдхiд вимагає доповнення, особли-
во для температур, далеких вiд критичної.

У загальному ж побудована iдеологiя поведiнки
системи рiдина–газ у критичнiй точцi i для темпе-
ратур вище i нижче 𝑇 = 𝑇c.

Автор висловлює сердечну подяку, насампе-
ред, колективу Iнституту фiзики конденсова-
них систем за велику допомогу у написаннi обго-
ворення i оформленнi роботи. Автор сердечно
дякує О.В. Пацаган за надану формулу зале-
жностi густини 𝜂 вiд параметра порядку Δ;
М.П.Козловському – за обговорення результатiв,
за результати прямого iнтегрування базової гу-
стини мiри; I.В.Пилюку – за скрупульозну пе-
ревiрку формул; В.О.Коломiйцю, Р. Романiку та
О.Добуш – за побудову графiкiв i обговорення ре-
зультатiв. Велика подяка Л.А.Булавiну за iн-
формацiю про результати експерименту i, осо-
бливо О.С.Бакаю, – за незвичайно глибоке розу-
мiння теорiї та експерименту фазових перехо-
дiв i дискусiї з приводу поведiнки нуклеацiї i си-
стеми елементарних збуджень – нуклеонiв, якi,
на нашу думку, можуть мати мiсце впродовж
першої i третьої частини на лiнiї фазового пе-
реходу 𝜇* = 0; М.В.Токарчуку – за обговорен-
ня динамiчної картини фазового переходу [63–65],
О.В.Держку – за обговорення процесiв нуклеацiї
та варiант заключення англiйською мовою.

В Iнститутi створилась фiзична школа, що
володiє оригiнальним математичним апаратом
опису фазових переходiв у рiзних фiзичних систе-
мах, очолювана М.П.Козловським i О.В.Пацаган.
Автор з радiстю приєднається до її зусиль.

Сердечно дякую I.М.Мриглоду та О.Л. Iванкiву
за постiйний патронат при виконаннi роботи.
Глибоко вдячний А.Г. Загородньому за увагу i за
сприяння в опублiкуваннi роботи.
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ФАЗОВЫЕ ПЕРЕХОДЫ В ОКРЕСТНОСТИ
КРИТИЧЕСКОЙ ТОЧКИ ГАЗ–ЖИДКОСТЬ

Р е з ю м е

Представлено описание термодинамических свойств систе-
мы жидкость-газ в окрестности критической точки. Инте-
грирование большой статистической суммы в фазовом про-
странстве коллективных переменных {𝜌k} сведено к двум
макроскопических задачам: к задаче Изинга при интегри-
ровании по всем {𝜌k} с 𝑘 ̸= 0 и к задаче с однократным
интегралом по переменной 𝜌0, 𝑘 = 0. В первой задаче полу-
чены значения всех термодинамических величин и крити-
ческих индексов, соответствующих классу универсальности
модели Изинга.

Интеграл по переменной 𝜌0 описывает фазовый переход
первого рода, который возникает ниже 𝑇c. Гамильтониан

этой задачи по форме подобный гамильтониану Ландау, но
получается в результате интегрирования в первой, изинго-
вой, задаче и имеет явную неаналитическую зависимость
от температуры. Описан процесс создания зародыша но-
вой фазы (нуклеации). Даны характеристики новообразо-
ванной капли жидкости в газе, при изотермическом сжатии
газа, или пузырька газа – при растяжения жидкости. Опре-
делен скачок плотности на горизонтальной части изотермы.
Получены уравнения бинодалей и спинодалей.

I.R.Yukhnovskii

PHASE TRANSITIONS IN A VICINITY
OF THE VAPOR-LIQUID CRITICAL POINT

Р е з ю м е

A method of integration of the grand partition function for
simple systems of interacting particles is elaborated, by consi-
dering the theory of vapor-liquid critical point as an example.

An interparticle interaction potential consists of two terms:
i) a short-range potential, which is modeled by the interaction
in a system of hard spheres and characterizes the impenetrabi-
lity of particles and ii) a potential of attraction. The attracti-
ve potential can be described by various functions such as
the van der Waals attraction 𝜀/𝑅6, the Morse exponents or
novel specific approximations for particular physical systems.
The necessary conditions, which the taken attractive potential
must satisfy, are the existence of the Fourier transform Φ̃(𝑘)

and Φ̃(0) < 0. Based on the given potential, we developed a
method of evaluation of the grand partition function (GPF) in
the context of the vapor-liquid critical point.

Since the hard-sphere potential and the van der Waals
attraction potential have parameters, which depend oppositely
on the density, the calculation of the GPF is carried out wi-
thin an extended phase space. This phase space consists of the
subspace of individual particle coordinates for the description
of the short-range repulsion and of the subspace of collective
variables 𝜌k for the description of the long-range attraction.
The latter variables are related to the Fourier-transform of the
attractive potential and are functions of the wave vector k.

The overcompleteness of the phase space is removed by
introducing the products of corresponding generalized functi-
ons. The obtained expression is identical to the initial form of
the GPF.

As a result of integration in the phase space of particle
coordinates, the GPF is reduced to a functional integral over
the set {𝜌k}. The integrand has the form of the exponenti-
al function. The exponent consists of the sum of the terms
quadratic in 𝜌k for the van der Waals attraction and of the
infinite series (of the entropy type) of products 𝜌k1

...𝜌k𝑛 wi-
th closed sums over 𝑘. The coefficients at the products are
the semiinvariants of the reference system M2,M3, ...,M𝑛. The
problem becomes incredibly complicate. But the Nature gives
us a chance.

The essence of the method. We have used a certain reversibi-
lity between the spaces of the Cartesian coordinates r and the
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wave vectors k. Since the interaction between the hard spheres
occurs at very small distances of the order of the diameter
of a hard sphere, the Fourier transform of these interactions
shows their properties at large 𝑘 and is insensitive at small 𝑘.
In contrast, for the description of the van der Waals attraction,
the large distances and, therefore, small 𝑘, are essential.

Therefore, in the functional of the GPF, the integrals over
{𝜌k} with small values of 𝑘 are of significance. In these regions
of 𝑘, the semiinvariants M2,M3,M4, ... behave monotonously
and are close to their values at 𝑘 = 0. This issue was noticed
in Ref. 39. This fact was the basis of the mathematical theory
for the description of vapor-liquid systems in a vicinity of the
critical point.

The first zero of the Fourier transform of the attractive
potential, which occurs at 𝑘 = 𝐵, corresponds to the middle
of the shell-like curves for all semiinvariants M2, ...,M𝑛; these
curves start from their values at 𝑘 = 0.

For the semiinvariant M2(0), they are equal to the mean
value of quadratic fluctuations of the number of particles, for
M3(0) – of the mean value of cubic fluctuations of the number
of particles, and so on. As a result, all semiinvariants are
constant values, which are proportional to the average number
of particles 𝑁 .

The Fourier transform of the van der Waals attraction
potential is negative for all 𝑘 ≤ 𝐵. The main effects related
to the van der Waals interaction are just focused in the region
0 ≤ 𝑘 ≤ 𝐵.

The calculation of the functional of the GPF is restricted to
the integrals over 𝜌k in the region |𝑘| ≤ 𝐵. An estimate of the
integrals for |𝑘| > 𝐵 gives correction, whose value is less than
one percent.

It has been proved that the basic measure density, with
respect to which all moments converge, is the fourth-order
measure density. After the elimination of the cubic term, the
resulting Hamiltonian is similar to the Hamiltonian of the Isi-
ng model in an external field. The field is characterized by the
generalized chemical potential 𝜇*. Furthermore, we integrate
only the fourth-order measure density. The presence of the
factor 𝑁 , the certain number of particles, in front of the
Hamiltonian gives evidence for the trajectories, along which
the measure density or the probability has maximal values.
Therefore, we consider the Euler system of equations for each
variable 𝜌k including the variable 𝜌0. Analysis of the Euler
equations shows that the maximum of the integrand in the
GPF functional is achieved by the solutions 𝜌k = 0 for all
𝑘 ̸= 0 and 𝜌0 = 𝜌max

0 for 𝑘 = 0. This important fact says
that the main problem of statistical thermodynamics, i.e., the
calculation of the GPF, splits into two macroscopic problems:

– integration over all variables 𝜌k with 𝑘 ̸= 0,
– one-fold integration with respect to 𝜌0.
In the first problem, the calculation does not contain the

chemical potential. The chemical potential 𝜇 or the generali-
zed chemical potential 𝜇*(𝜇, 𝜏, 𝜂), where 𝜏 = (𝑇 − 𝑇c)/𝑇c and
𝜂 denotes the dimensionless density, is present in the second
problem.

The first problem is a typical Ising problem. Here, the ex-
cellent results have been achieved after calculations of the
fourth-order and sixth-order densities of measures. Starting
from the first principles, all thermodynamic functions (i.e., the
free energy, entropy, all second derivatives, critical exponents,
critical amplitudes, critical temperature, and critical density)
have been calculated. The obtained results agree with the data
obtained by specific methods for certain groups of thermody-
namic quantities.

The second problem is the integration with respect to the
macroscopical variable 𝜌0, which describes, at the temperatures
below the critical one, 𝑇 ≤ 𝑇c, a phase transition of the first
order. Here, we have used a new approach for this calculation.
Since in front of the Hamiltonian in the integrand, we have the
number of particle 𝑁 , that is a large number, the integration
is carried out by the steepest descent method. As a result, we
immediately obtain an expression for the generalized chemical
potential 𝜇* as a function of the most probable trajectories
for the isotherms of the system. The solution of two equations
with respect to the parameter 𝜇 for an enveloping gives an
information about the probability of the system to be either
in the vapor or liquid state. In the thermodynamic limit, the
curves for the probabilities approach the Heaviside function
and acquire the values 1 for the vapor phase and 0 for the
liquid phase (if the argument is in the region 𝜋/2 < 𝜙 ≤ 𝜋),
or the values 0 for the vapor phase and 1 for the liquid phase
(if the argument is in the region 0 ≤ 𝜙 < 𝜋/2), or 1/2 for the
both phases (if 𝜙 = 𝜋/2). Just the point 𝑤𝑣 = 𝑤𝑙 = 1/2 gives,
on the isotherm 𝜇*(𝜏, 𝜂), the value of a jump of the density
and its position.

It has been found that there are two trajectories for iso-
therms 𝜇*(𝜏, 𝜂), at which the integrand has maximum. One
corresponds to the vapor state and another one corresponds
to the liquid state. Moreover, the main maximum of the vapor
phase is in correspondence to the relative maximum of the
liquid phase, and, vice versa, the main maximum of the liquid
phase is in correspondence to the relative maximum of the
vapor phase.

The isotherm plot has a horizontal part at the transition
from the vapor phase to the liquid state and vice versa. In the
thermodynamic limit, the main maxima on the curves of the
vapor and liquid states coincide with the corresponding parts
of van der Waals’ curves.

The length of the horizontal part of the isotherm coincides
with the distance between the end of the main maximum of
the vapor isotherm and the beginning of the main maximum
of the liquid isotherm, that is, with the length of the horizontal
part on van der Waals’ isotherm. In the thermodynamic limit,
the horizontal part of the isotherm consists of three parts: two
external ones and one internal one. The coordinates of the ends
of these parts are situated symmetrically with respect to strai-
ght diameter. For the processes, which occur on the line of the
phase transition 𝜇*(𝜏, 𝜂) = 0, the external parts correspond to
the appearance of a nucleus of the liquid phase under stretchi-
ng the vapor or a bubble of the vapor phase under a tension
of the liquid (nucleation processes). The internal part under
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stretching of the vapor gives a jump of the density from the
vapor (metastableї) phase to the liquid phase (droplet); both
states (vapor and liquid) have the probability 1/2. Vice versa,
under a tension of the liquid or, after all, under the removal
of the residual bubble as the final act of the phase transition
from vapor to liquid.

Let us underline that the transition-jump occurs between
the states, which have the identical probabilities of their exis-
tence. The transition cannot occur between the states which
correspond to the limiting points along the horizontal part of
the van der Waals isotherm, because if the probability of exi-
stence is 1 for one point, then it is 0 for another one, and vice
versa.

The states at the beginning and the end of the jump of
the density under compressing the gas, which characterizes the
internal part of the isotherm, correspond to the densities of a
completely supersaturated vapor and a completely superdilu-
ted liquid. This is confirmed in a series of novel experiments.

We have constructed binodals and spinodals. The bimodal-1
is asymmetric with respect to the straight diameter,and the di-

stance to the liquid branch is always longer than the distance
to the vapor branch with only exception when temperatures
are very close to the critical temperature. The binodal-2
characterizes the beginning of the nucleation process and coi-
ncides with the van der Waals binodal. The spinodal-1 restri-
cts the points, where the density jump from vapor to li-
quid takes place. All curves are flattened as approaching
𝜏 = 0, since the change of the height, while approaching
𝜏 = 0, varies as 𝜏5/2𝜈 , whereas the change of the width varies
as 𝜏𝜈/2.

Thus, we have described the main features of the first-order
phase transition at 𝑇 < 𝑇c based on the analysis of the one-
fold integral with respect to 𝜌0 in the expression for the GPF.
The contribution of all other integrals was assumed to be fixed
and equal to the values of these integrals at 𝑇 = 𝑇c.

Some not principal problems are out of the scope of this
study; their solutions must dress the backbone description of
the vapor-liquid critical point suggested in this paper.
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