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Складена структура частинок дещо змiнює їх статистику порiвняно iз класичними
бозе- та фермi-статистиками. Теорема про зв’язок спiну зi статистикою, отже, не
виконується. Скажiмо, 𝜋-мезони, екситони, куперiвськi пари не є iдеальними бозонами
i, аналогiчно, барiони не є простими фермiонами. У попереднiх статтях ми вивчали
двочастинковi складенi бозони (тобто квазiбозони) за допомогою реалiзацiї їх через де-
формованi осцилятори. Були знайденi такi характеристики мiжкомпонентної заплу-
таностi як ентропiя заплутаностi та чистота (purity) в термiнах параметра дефор-
мацiї. У цiй роботi ми проводимо аналогiчний розгляд складених частинок фермi-типу
та дослiджуємо їх у двох основних випадках: (i) складенi фермiони (чи кофермiони, чи
СФ-ни) типу “бозон + фермiон”; (ii) СФ-ни типу “деформований бозон + фермiон”. Як
ми показуємо, кофермiони, в обох випадках, допускають реалiзацiю лише звичайними
фермiонами. Випадок (i) розглянуто повнiстю та знайдено хвильовi функцiї разом iз
мiрами заплутаностi. Випадок (ii) розглянуто в межах декiлькох мод, як для СФ-нiв
так i для складових. Ентропiю заплутаностi та “п’юрiтi” визначено через задiянi па-
раметри i проiлюстровано графiчно.
К люч о в i с л о в а: складенi фермiони (кофермiони), складенi бозони (кобозони, квазi-
бозони), деформованi осцилятори, двочастинкова заплутанiсть, ентропiя заплутаностi,
“п’юрiтi”.

1. Вступ

Складенi фермiони вiдiграють важливу роль в су-
часнiй квантовiй фiзицi. Достатньо навести кiлька
прикладiв СФ-нiв: до них належать квазiчастин-
ки, задiянi в теорiї дробового квантового ефекту
Хола [1]; також можна згадати барiони та пента-
кварки як вiдомi приклади з фiзики гадронiв [2–
4]. В цiй роботi ми зосередимося на властивостях
заплутаностi складених фермiонiв, в рамках реа-
лiзацiї їх фермiонним осцилятором, у двох вiдно-
сно простих випадках: кофермiон, побудований iз
чистого фермiона та чистого бозона, а також ко-
фермiон, що є композитом, утвореним iз чистого
фермiона та деформованого бозона (взятого в за-
гальнiй формi).

В попереднiх наших роботах [5–8] ми вивчали
бiпартитнi (двокомпонентнi) “бозони” двох типiв:
“фермiон + фермiон” i “бозон + бозон” iз операто-
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рами народження та знищення в типовому анзацi

𝐴†
𝛼 =

∑︁
𝜇𝜈

Φ𝜇𝜈𝛼 𝑎†𝜇𝑏
†
𝜈 , 𝐴𝛼 =

∑︁
𝜇𝜈

Φ𝜇𝜈𝛼 𝑏𝜈𝑎𝜇, (1)

де оператори народження 𝑎†𝜇, 𝑏†𝜈 для (розрiзнюва-
них) складових взято або обидва фермiоннi, або ж
обидва бозоннi. В роботах [5, 6] було показано, що
складенi бозони часткового вигляду (з належними
хвильовими функцiями Φ𝜇𝜈𝛼 ) можна реалiзувати, в
операторному сенсi, за допомогою прийнятних де-
формованих бозонiв (деформованих осциляторiв).

Важливим у квантовiй теорiї iнформацiї, кван-
товiй комунiкацiї i телепортацiї [9,10] є поняття за-
плутаностi чи квантової кореляцiї мiж компонен-
тами складеної частинки або складеної системи.

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XI Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2019): Non–Euclidean, Noncommutative Geometry
and Quantum Physics.”
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Недавно воно вивчалося саме в контекстi складе-
них бозонiв [7, 11–13]. Серед мiр, якi характери-
зують ступiнь заплутаностi, найлiпше вiдомi ен-
тропiя заплутаностi та “п’юрiтi”(= обернена вели-
чина до числа Шмiдта) [9, 10]. Мiри мiжкомпо-
нентної заплутаностi у квазiбозонi показують на-
скiльки його властивостi близькi до властивостей
справжнього бозона [11, 12, 14, 15].

Для складених бозонiв, реалiзованих деформова-
ними квантовими осциляторами, є можливим на-
пряму пов’язати вiдповiдний параметр деформа-
цiї iз характеристиками заплутаностi складеного
бозона [7]. Тодi, характеристики (чи мiри) бiпар-
тiтної заплутаностi щодо 𝑎- i 𝑏-пiдсистем, див. (1),
можуть бути знайденi явно [7] в термiнах пара-
метра деформацiї: для окремого складеного бо-
зона, для мультиквазiбозонних станiв, а також
для когерентних станiв, побудованих для таких
квазiбозонiв.

Як дуже важливий аспект, вивчався вплив енер-
гiї системи на квантову кореляцiю та/або власти-
востi квантової статистики системи для цих ква-
зiбозонiв [8]. Енергiя квазiбозона вiдрiзняється вiд
енергiї вiдповiдного iдеального бозона, i рiзниця
(включно iз енергiєю зв’язаних станiв) суттєво за-
лежить вiд заплутаностi квазiбозона, чiтко пока-
зуючи вiдхилення вiд поведiнки бозона [8]. Такий
з’вязок енергiї iз заплутанiстю є iстотнiм для до-
слiджень в квантовiй iнформацiї, квантовiй кому-
нiкацiї, генеруваннi заплутаностi [16], квантових
процесах дисоцiацiї [17], додавання чи вiднiмання
частинки [18, 19] тощо.

В цiй роботi ми дослiджуємо кофермiони i пе-
редусiм знайдемо ентропiю заплутаностi 𝑆ent, що
характеризує складений фермiон. Наш аналiз ми
проведемо для одно-СФ-них станiв (для порiвня-
ння, вiдповiднi результати для одноквазiбозонних
станiв наведенi стисло). У деякiй аналогiї з випад-
ком складених бозонiв, ми розглядаємо кофермiо-
ни як бiпартiтнi системи, реалiзованi через модово-
незалежнi 2 фермiоннi осцилятори. Розглядаємо
також, в спецiальному випадку, i iншу мiру заплу-
таностi – п’юрiтi.

Варто наголосити, що дослiдження заплутано-
стi в цiй роботi стосується не багатокофермiонної
системи, а станiв одного (чи окремого) кофермiо-

2 Це розумiється у фермiонному, тобто антикомутативному
сенсi.

на. Вiдповiдно, заплутанiсть та її ентропiя стосу-
ються двох складових бiпартiтного СФ. Через це
наш пiдхiд i аналiз суттєво вiдмiннi вiд розгляду
ентропiї заплутаностi системи вiльних чи складе-
них фермiонiв, див. наприклад [20,21], коли основ-
ну роль вiдiграє просторовий розмiр пiдсистеми, а
ентропiя заплутаностi розглядалась у iнший, нiж
у нас, спосiб.

В розд. 2 дається короткий опис реалiзованих
складених бозонiв. У роздiлах 3–5 проведено ана-
лiз операторної реалiзацiї кофермiонiв (деформо-
ваними) фермiонними осциляторами. Далi, дослi-
джується ентропiя заплутаностi одночастинкових
станiв кофермiонiв. Модифiкованi СФ (утворенi
з фермiона та деформованого бозона) аналiзуємо
в розд. 5(б). П’юрiтi для СФ-стану розглянемо в
розд. 5(а). Завершується стаття висновками.

2. Квазiбозони, утворенi
як двофермiоннi (двобозоннi) композити [5]

Наведемо основнi факти про складенi бозони,
реалiзованi [5, 6] набором незалежних мод де-
формованих бозонiв (деформованих осциляторiв),
якi задаються структурною функцiєю деформа-
цiї 𝜙(𝑛) [22]. На рiвнi алгебри квазiбозоннi опера-
тори 𝐴𝛼, 𝐴†

𝛼 i оператор числа частинок 𝑁𝛼 задо-
вольняють на станах тi самi спiввiдношення, що
i вiдповiднi спiввiдношення для операторiв наро-
дження/знищення та числа збуджень деформова-
ного осцилятора:

𝐴†
𝛼𝐴𝛼≃𝜙(𝑁𝛼), [𝐴𝛼, 𝐴

†
𝛽 ]≃𝛿𝛼𝛽

(︀
𝜙(𝑁𝛼+1)−𝜙(𝑁𝛼)

)︀
,

[𝑁𝛼, 𝐴
†
𝛽 ] ≃ 𝛿𝛼𝛽𝐴

†
𝛽 , [𝑁𝛼, 𝐴𝛽 ] ≃ −𝛿𝛼𝛽𝐴𝛽 .

Тут ≃ означає слабку еквiвалентнiсть (тобто на
станах), символ 𝛿𝛼𝛽 забезпечує незалежнiсть мод.
В такiй реалiзацiї структурна функцiя 𝜙(𝑛) мi-
стить [5, 6] дискретний параметр деформацiї 𝑓 i є
квадратичною за числом квазiчастинок 𝑛 (𝜅 = +1
чи −1 для двох бозонних чи двох фермiонних скла-
дових):

𝜙(𝑛) =

(︃
1 + 𝜅

𝑓

2

)︃
𝑛− 𝜅

𝑓

2
𝑛2, 𝑓 =

2

𝑚
, (2)

𝑚 = 1, 2, ... . Матрицi Φ𝛼 iз (1) є такими [5, 6]:

Φ𝛼 = 𝑈1(𝑑𝑎) diag
{︁
0..0,

√︀
𝑓/2𝑈𝛼(𝑚), 0..0

}︁
𝑈†
2 (𝑑𝑏), (3)

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2019. Т. 64, № 12 1127



О.М. Гаврилик, Ю.А. Мiщенко

де через 𝑈𝑗(𝑟) позначено довiльнi унiтарнi 𝑟 × 𝑟
матрицi, а розмiрностi 𝑑𝑎 або 𝑑𝑏 дають повне число
мод для складових з операторами 𝑎𝜇 вiдпов. 𝑏𝜈 .

Зауважимо, що стан одного складеного бозона

|Ψ𝛼⟩=
∑︁
𝜇𝜈

Φ𝜇𝜈𝛼 |𝜇⟩⊗ |𝜈⟩, |𝜇⟩ ≡ 𝑎†𝜇|0⟩, |𝜈⟩ ≡ 𝑏†𝜈 |0⟩,

є в загальному випадку бiпартiтно-заплутаним що-
до станiв двох складових фермiонiв (чи двох бозо-
нiв). Вiдомими є наступнi мiри заплутаностi [9,10]:
ранг Шмiдта 𝑠, число Шмiдта 𝐾 чи його обер-
нена величина – п’юрiтi, ентропiя заплутаностi 𝑆
та конкурентнiсть 𝐶. Як доведено в [7], ентропiя
(внутрiшньої) заплутаностi одного складеного бо-
зона

𝑆ent = ln(𝑚) = ln(2/𝑓). (4)

Для мультиквазiбозонних станiв вiдповiднi резуль-
тати були також отриманi, див. [7, 8].

Iнша вiдома мiра заплутаностi [9, 10] — п’юрiтi
виражається через число Шмiдта: 𝑃 = 1/𝐾. За-
уважимо, що п’юрiтi використовувалася у зв’яз-
ку з ентропiєю породження через процеси розсiян-
ня [16] (стосовно iнших контекстiв див. [18, 23]).
Для одного заплутаного квазiбозона п’юрiтi та-
кож пов’язана [7] з параметром деформацiї 𝑚 = 2

𝑓 :

𝑃 =
∑︁
𝑘

𝜆4
𝑘 =

1

𝑚
(5)

i, отже, набуває дискретних значень.

3. Кофермiон як фермiон
плюс деформований бозон

Надалi розглядаємо складенi фермiони, утворенi
з чистого (або ж деформованого) бозона та чи-
стого фермiона з точки зору їх реалiзацiї дефор-
мованими фермiонами. Як i у випадку складених
бозонiв, реалiзацiю СФ-нiв будуємо у спосiб, який
уможливлюватиме розгляд операторiв народжен-
ня, знищення та числа збуджень СФ-нiв як вiд-
повiдних операторiв деформованих осциляторiв.
Це у свою чергу надасть нам переваги порiвняно
iз стандартним квантовомеханiчним або ж макро-
скопiчним пiдходом з явним прямим врахуванням
складеної структури – при виконаннi обчислень, у
ефективному або наближеному описi. Оператори
народження i знищення СФ-нiв задаємо тим самим

“анзацем”, як i в (1), але тепер 𝑎†𝜇, 𝑎𝜇 вiдповiдно є
оператори народження i знищення для складених
бозонiв (деформованих чи нi), а 𝑏†𝜈 , 𝑏𝜈 – оператори
для складених фермiонiв, iз їх стандартними анти-
комутацiйними спiввiдношеннями. З метою спро-
щення будемо вважати, що рiзнi моди деформова-
них бозонiв є незалежними. Тодi маємо наступнi
визначальнi спiввiдношення для операторiв скла-
дених бозонiв (деформованих чи нi; 𝑛𝑎𝜇 — оператор
числа частинок для деформованих бозонiв у 𝜇-вiй
модi):

𝑎†𝜇𝑎𝜇 = 𝜒(𝑛𝑎𝜇), [𝑎𝜇, 𝑎
†
𝜇′ ] = 𝛿𝜇𝜇′

(︀
𝜒(𝑛𝑎𝜇+1)− 𝜒(𝑛𝑎𝜇)

)︀
;

[𝑎†𝜇, 𝑎
†
𝜇′ ] = 0; [𝑛𝑎𝜇, 𝑎

†
𝜇] = 𝑎†𝜇.

Тут структурна функцiя деформацiї 𝜒(𝑛) описує
загальний випадок деформованого складеного бо-
зона. Для недеформованого, тобто зкичайного бо-
зона, 𝜒(𝑁) ≡ 𝑁 . У деформованому випадку 𝜒(𝑁)
залежить вiд одного чи кiлькох параметрiв дефор-
мацiї, якi допускають границю “без деформацiї”.
Зручно працювати iз станами деформованого бо-
зона, нормованими як |𝜇⟩ = 𝑎†𝜇|0⟩. Це саме сто-
сується станiв СФ-нiв, якi задовольняють умови
нормування для структурних матриць (хвильових
функцiй):

Tr(Φ𝛽Φ
†
𝛼) = 𝛿𝛼𝛽 . (6)

Будемо вважати, що СФ-ни поводяться на ста-
нах як деформованi частинки iз структурною фун-
кцiєю 𝜙(𝑁). Вiдповiднi деформованi фермiони, якi
дають реалiзацiю, вважаємо незалежними (у сен-
сi фермiонiв). Визначаючи оператор числа СФ-нiв
𝑁𝛼 як 𝜙(𝑁𝛼) ≃ 𝐴†

𝛼𝐴𝛼, записуємо умови реалiзацiї:

{𝐴𝛼, 𝐴†
𝛽} ≃ 𝛿𝛼𝛽 [𝜙(𝑁𝛼+1)+𝜙(𝑁𝛼)], (7)

{𝐴†
𝛼, 𝐴

†
𝛽} ≃ 0, 𝛼 ̸= 𝛽; [𝑁𝛼, 𝐴

†
𝛽 ] ≃ 𝛿𝛼𝛽𝐴

†
𝛽 . (8)

Перша умова в (8) виконується автоматично, на-
вiть у сильному сенсi, для всiх 𝛼, 𝛽:

{𝐴†
𝛼, 𝐴

†
𝛽} = 0, зокрема (𝐴†

𝛼)
2 = 0. (9)

Ця рiвнiсть, тобто фермiонна нiльпотентнiсть, а
також (7), розглядуванi на вакуумному та одно-
СФ станах, разом iз другою рiвнiстю в (8), дає
звичайну фермiонну структурну функцiю 𝜙(𝑁):

𝜙(0) = 𝜙(2) = ... = 0, 𝜙(1) = 𝜒(1) = 1. (10)
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Проаналiзуємо умову (7), дiючи як в [5], але аль-
тернуючи (через взаємозамiну) комутатор i анти-
комутатор у лiвiй частинi з 𝐴†

𝛾𝑖 . Позначаючи

Δ𝑘𝜒(𝑛𝑎𝜇)≡
𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑘−𝑙
(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝜒(𝑛𝑎𝜇+𝑙), 𝑘 = 0, 1, ...,

iз кiлькома першими членами

Δ0𝜒(𝑛𝑎𝜇) = 𝜒(𝑛𝑎𝜇), Δ1𝜒(𝑛𝑎𝜇) = 𝜒(𝑛𝑎𝜇+1)− 𝜒(𝑛𝑎𝜇),

Δ2𝜒(𝑛𝑎𝜇) = 𝜒(𝑛𝑎𝜇+2)− 2𝜒(𝑛𝑎𝜇+1) + 𝜒(𝑛𝑎𝜇),

для антикомутатора {𝐴𝛼, 𝐴†
𝛽} в (7), маємо

{𝐴𝛼, 𝐴†
𝛽} =

∑︁
𝜇

(Φ𝛽Φ
†
𝛼)
𝜇𝜇Δ1𝜒(𝑛𝑎𝜇)+

+
∑︁
𝜇𝜇′

(Φ𝛽Φ
†
𝛼)
𝜇′𝜇𝑎†𝜇′𝑎𝜇 −

∑︁
𝜇𝜈𝜈′

Φ𝜇𝜈𝛼 Φ𝜇𝜈
′

𝛽 Δ1𝜒(𝑛𝑎𝜇) 𝑏
†
𝜈′𝑏𝜈 .

Це буде використано нижче. Для недеформованого
складеного бозона (𝜒(𝑛) ≡ 𝑛) останнє з врахуван-
ням (6) зведеться до{︀
𝐴𝛼,𝐴

†
𝛽

}︀
=𝛿𝛼𝛽+

∑︁
𝜇𝜇′

(Φ𝛽Φ
†
𝛼)
𝜇′𝜇𝑎†𝜇′𝑎𝜇−

∑︁
𝜈𝜈′

(Φ†
𝛼Φ𝛽)

𝜈𝜈′
𝑏†𝜈′𝑏𝜈 .

Тепер обчислимо комутатор[︀
{𝐴𝛼, 𝐴†

𝛽}, 𝐴
†
𝛾

]︀
=
∑︁
𝜇𝜇1𝜈1

[︁
(Φ𝛽Φ

†
𝛼)
𝜇1𝜇Φ𝜇𝜈1𝛾 −

− (Φ𝛾Φ
†
𝛼)
𝜇1𝜇Φ𝜇𝜈1𝛽

]︁
𝑎†𝜇1

𝑏†𝜈1 ·
(︀
Δ1𝜒(𝑛𝑎𝜇)+𝛿𝜇𝜇1Δ

2𝜒(𝑛𝑎𝜇)
)︀
+

+
∑︁
𝜇𝜈𝜈1𝜈2

Φ𝜇𝜈𝛼 Φ𝜇𝜈1𝛽 Φ𝜇𝜈2𝛾 𝑎†𝜇𝑏
†
𝜈1Δ

2𝜒(𝑛𝑎𝜇)𝑏
†
𝜈2𝑏𝜈 . (11)

Недеформованим аналогом (при 𝜒(𝑛) ≡ 𝑛) остан-
нього є

[{𝐴𝛼, 𝐴†
𝛽}, 𝐴

†
𝛾 ] =

∑︁
𝜇𝜈

(︀
Φ𝛽Φ

†
𝛼Φ𝛾 − Φ𝛾Φ

†
𝛼Φ𝛽

)︀𝜇𝜈
𝑎†𝜇𝑏

†
𝜈 .

Отже, умова (7) на одно-СФ станах |𝛾⟩ дає базове
спiввiдношення для хвильових функцiй:

(Φ𝛽Φ
†
𝛼Φ𝛾)

𝜇𝜈 − (Φ𝛾Φ
†
𝛼Φ𝛽)

𝜇𝜈 +

+
(︀
𝜒(2)− 2

)︀[︀
(Φ𝛽Φ

†
𝛼)
𝜇𝜇Φ𝜇𝜈𝛾 −(Φ𝛾Φ

†
𝛼)
𝜇𝜇Φ𝜇𝜈𝛽

]︀
= 0.(12)

Зауважимо, що у випадку недеформовано-
го складового бозона це спiввiдношення дає

[{𝐴𝛼, 𝐴†
𝛽}, 𝐴†

𝛾 ] = 0. А це приводить до замкнутого
набору умов реалiзацiї на матрицi Φ𝛼, див. (6),(7),
а саме:
Φ𝛽Φ

†
𝛼Φ𝛾 − Φ𝛾Φ

†
𝛼Φ𝛽 = 0, Tr(Φ𝛽Φ

†
𝛼) = 𝛿𝛼𝛽 . (13)

Однак, для нетривiальної деформацiї, тобто
𝜒(𝑁) ̸≡ 𝑁 , важливими є подвiйний та вищi ко-
мутатори (чи антикомутатори), i вони мають бути
взятi до уваги (ми це опускаємо).

4. Складенi квазiфермiони
з недеформованим компонентним бозоном

Розглянемо реалiзацiю СФ, утворених iз звичай-
них бозона та фермiона. Вiдповiднi хвильовi фун-
кцiї СФ, реалiзованих звичайним фермiоном, задо-
вiльняють рiвняння (13), якi ми розв’яжемо ниж-
че. Виберемо матрицю Φ𝛼 = Φ𝛼1 максимального
рангу i здiйснимо розклад сингулярного значення
(РСЗ, або Шмiдта):

Φ𝛼1
= 𝑈1𝐷𝛼1

𝑉 †
1 ,

𝐷𝛼1 = diag{𝜆𝛼1
𝑖 , 𝑖 = 𝜅1, ..., 𝜅𝑟, ...} = (14)

= diag{𝜆𝛼1
𝜅1
𝐸𝑚1

, 𝜆𝛼1
𝜅2
𝐸𝑚2

, ..., 𝜆𝛼1
𝜅𝑟
𝐸𝑚𝑟

}

iз дiйсними невiд’ємними 𝜆𝛼1
𝜅𝑙

, взятими у спадному
порядку 3, 𝜆𝛼1

𝜅1
>...>𝜆𝛼1

𝜅𝑟
≥0, для яких виконується∑︀

𝑙𝑚𝑙(𝜆
𝛼1
𝜅𝑙
)2=1, та унiтарними матрицями 𝑈1, 𝑉1.

Для решти матриць Φ𝛾 , 𝛾 ̸= 𝛼1 робимо пiдстанов-
ку Φ𝛾 → Φ̃𝛾 :

Φ𝛾 = 𝑈1Φ̃𝛾𝑉
†
1 , 𝛾 ̸= 𝛼1. (15)

Перше рiвняння в (13) при 𝛼=𝛽=𝛼1 дає

𝐷2
𝛼1
Φ̃𝛾−Φ̃𝛾𝐷

2
𝛼1

=0 or
(︀
(𝜆𝛼1
𝑖 )2−(𝜆𝛼1

𝑗 )2
)︀
(Φ̃𝛾)𝑖𝑗=0.

Якщо 𝜆𝛼1
𝑖 ̸=𝜆𝛼1

𝑗 , то (Φ̃𝛾)𝑖𝑗=0. Вiдповiдно до блоч-
но-дiагональної форми 𝐷𝛼1

, див. (14), iншi матри-
цi Φ̃𝛾 також набувають блочно-дiагональну фор-
му:

Φ̃𝛾 = diag{Φ̃𝛾,1, Φ̃𝛾,2, ..., Φ̃𝛾,𝑟}, 𝛾 ̸= 𝛼1.

Розмiрностi одиничних матриць 𝐸𝑚𝑘
та квадрат-

них Φ̃𝛼,𝑘 дорiвнюють кратностi сингулярних зна-
чень 𝜆𝛼1

𝜅𝑘
. Перше рiвняння в (13) зводиться до на-

бору 𝑟 незалежних систем, 𝑘=1, 2, .., 𝑟:

𝜆𝛼1
𝜅𝑘
(Φ̃†

𝛽,𝑘Φ̃𝛾,𝑘 − Φ̃𝛾,𝑘Φ̃
†
𝛽,𝑘) = 0, (16)

3 Фiзичним змiстом iндексiв 𝜅𝑙 може бути вiдносний iм-
пульс складових у с.ц.м., а також iншi квантовi числа.
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𝜆𝛼1
𝜅𝑘
(Φ̃𝛽,𝑘Φ̃𝛾,𝑘 − Φ̃𝛾,𝑘Φ̃𝛽,𝑘) = 0, (17)

Φ̃𝛽,𝑘Φ̃
†
𝛼,𝑘Φ̃𝛾,𝑘−Φ̃𝛾,𝑘Φ̃

†
𝛼,𝑘Φ̃𝛽,𝑘 = 0, 𝛼,𝛽,𝛾 ̸=𝛼1. (18)

Iз (16)–(17) виводимо, що матрицi Φ̃𝛾,𝑘, 𝛾 ̸= 𝛼1,
утворюють набiр комутуючих нормальних ма-
триць (якi комутують iз їх ермiтово-спряженими)
при фiксованих 𝑘 = 1, 2, .., 𝑟−1 i можливо при фi-
ксованих 𝑘 = 𝑟, якщо 𝜆𝛼1

𝜅𝑟
̸= 0. У такому разi, як

вiдомо [24], iснує фiксована унiтарна матриця �̃�𝑘
така, що Φ̃𝛾,𝑘 = �̃�𝑘�̃�𝛾,𝑘�̃�

†
𝑘 з дiагональною �̃�𝛾,𝑘,

𝛾 ̸= 𝛼1. Якщо 𝜆𝛼1
𝜅𝑟

̸= 0, рiвняння (18) автоматично
задовольняються, i ми маємо

Φ𝛼 = 𝑈𝐷𝛼𝑉
†, 𝐷𝛼| =

𝛼 ̸=𝛼1

diag{�̃�𝛼,1, ..., �̃�𝛼,𝑟}, (19)

iз 𝑈 = 𝑈1 diag{�̃�𝑘}, 𝑉 = 𝑉1 diag{�̃�𝑘}, 𝑘 = 1, 𝑟.
Якщо 𝜆𝛼1

𝜅𝑟
= 0, рiвняння (18) при 𝑘 = 1, 𝑟−1 за-

довольняються, а останнє з них, при 𝑘 = 𝑟, для
Φ̃𝛼,𝑟, 𝛼 ̸= 𝛼1, розв’язується як це було вище для
Φ𝛼. Тобто, iндукцiєю по числу #𝛼 ≡ 𝑚𝐶𝐹 матриць
(мод) Φ𝛼 ми можемо показати, що (19), iз довiль-
ними 𝑈 i 𝑉 , дає загальний розв’язок рiвн. (13) 4.

Навпаки: усi матрицi (19) iз Tr(𝐷𝛽𝐷𝛼) = 𝛿𝛼𝛽
задовольняють систему (13) i, отже, дають її за-
гальний розв’язок. Дiагональнi елементи у 𝐷𝛼 є
компонентами ортонормованих векторiв 𝜆𝛼 у ком-
плексному просторi:

𝐷𝛼 = diag{𝜆𝛼1, 𝜆𝛼2, ...}, (𝜆𝛼,𝜆𝛽) ≡
∑︁
𝑖

𝜆𝛼𝑖 𝜆
𝛽
𝑖 = 𝛿𝛼𝛽 . (20)

Отже, ентропiя заплутаностi частинки “бозон-фер-
мiон” для реалiзованого СФ, в 𝛼-модi дається, ра-
зом з умовою ортогональностi, так

𝑆
(𝛼)
entang = −

∑︁
𝑖

|𝜆𝛼𝑖 |2 ln |𝜆𝛼𝑖 |2, (𝜆𝛼,𝜆𝛽) = 𝛿𝛼𝛽 . (21)

Зауважимо, що для параметризацiї розв’язку (19)
можна скористатися зручною параметризацiєю в
𝑆𝑈(𝑛): це стосується як унiтарних матриць 𝑈 , 𝑉 ,
так i дiагональних матриць 𝐷𝛼, оскiльки їх еле-
менти (𝜆𝛼𝑖 ) утворюють рядки (стовпчики) унiтар-
ної матрицi, див (20).

Зауваження 1. В той час як для реалiзованих
складених бозонiв блок 𝑈𝛼(𝑚) у (3) асоцiйовано з

4 Справдi, якщо #𝛼 = 1, це є саме РСЗ. Нехай (19) справе-
дливо для (#𝛼) − 1 мод. Тодi, при 𝜆𝛼1

𝜅𝑟 = 0, припущення
iндукцiї має бути застосовано до (18).

𝛼-ю модою, даючи 𝑚2−1 вiльних дiйсних параме-
трiв у хвильовi функцiї (максимум, 𝑚2/2 вимiрно-
го комплексного простору станiв), реалiзованi СФ-
ни допускають бiльш загальнi хвильовi функцiї.
Справдi, частковi ортонормованi хвильовi функцiї
СФ-нiв
Φ𝛼=𝑈 diag

{︁
0..0, 𝑈𝛼(𝑚)𝐷(𝛼)

𝑚 𝑉 †
𝛼 (𝑚)⏟  ⏞  

𝐺𝐿(𝑚)

, 0..0
}︁
𝑉 †

вже мають 𝑚2−1 вiльних комплексних параметрiв
на одну моду.

5. Кофермiони у випадку
малої кiлькостi мод

Розглянемо бiльш детально пiдвипадки малої кiль-
костi мод iз СФ-нами в двох модах 𝛼 = 1, 2, i скла-
довими – до трьох мод включно. Нагадаємо, що
загальний розв’язок у випадку недеформованого
складового бозона було дано в роздiлi 4.

5(a). Двi або три моди
складового фермiона + звичайний бозон

Спочатку, вiзьмемо обидвi складовi у двох модах,
тобто 𝜇, 𝜈 = 1, 2. Розвя’зок для реалiзованих хви-
льових функцiй записується як

Φ𝛼 = 𝑒−𝑖�̃�𝜓𝑈

(︂
cos(�̃�+𝜃)𝑒𝑖𝜑 0

0 sin(�̃�+𝜃)𝑒−𝑖𝜑

)︂
𝑉 †, (22)

де �̃� = 𝜋
2 (𝛼 − 𝛼𝑐) = ∓𝜋

4 , 𝛼𝑐 = 3/2. Завдяки низь-
кiй розмiрностi матриць, зручно скористатися ку-
товою параметризацiєю 𝑆𝑈(2) (хоча можлива та-
кож i iнша параметризацiя).

Ентропiю заплутаностi всерединi СФ-на, ре-
алiзованого звичайним фермiоном, для кожної i
двох мод отримуємо у виглядi

𝑆
(𝛼)
ent ≡ −

∑︁
𝑘
(𝜆𝛼𝑘 )

2 ln(𝜆𝛼𝑘 )
2
⃒⃒⃒
𝛼=1,2

= 𝑆2

(︁𝜋
4
+ 𝜃
)︁
, (23)

де 𝑆2(𝑥) ≡ − sin2 𝑥 ln sin2 𝑥−cos2 𝑥 ln cos2 𝑥. Цей ре-
зультат проiлюстровано на рис. 1, 𝑎. Максимум ен-
тропiї 𝑆ent = ln 2 може вiдповiдати найбiльш силь-
но зв’язаному стану реалiзованого СФ-на. Ясно,
що 𝑆ent = 0 значить протилежне, тобто найбiльш
слабо зв’язаний стан. Iншою мiрою заплутаностi
СФ-стану – п’юрiтi 𝑃 є

𝑃 |𝛼=1,2 ≡
∑︁

𝑘
(𝜆𝛼𝑘 )

4 =
1

4
(3− cos 4𝜃).
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П’юрiтi може набувати значення вiд 𝑃 = 1/2 (при
𝜃 = 0) до 𝑃 = 1 (при 𝜃 = ±𝜋

4 ), див. рис. 1, б.
Зауваження 2. Несепарабельнi СФ-стани з фiк-

сованою ентропiєю внутрiшньої заплутаностi (0<
< 𝑆ent < ln 2) та двома вiдповiдними хвильовими
функцiями Φ𝜇𝜈𝛼 параметризуються 6 незалежними
дiйсними параметрами.
Недеформованi складовi в трьох модах

У цьому випадку вiзьмемо 𝛼 = 1, 2, 𝜇, 𝜈 = 1, 3,
такщо Φ𝜇𝜈𝛼 є деякi 3×3-матрицi. Загальний розв’я-
зок (19) має вигляд

Φ𝛼 = 𝑒−𝑖𝜓(𝛼) 𝑈 diag{𝜆𝛼1 , 𝜆𝛼2 , 𝜆𝛼3 }𝑉 †, 𝑈, 𝑉 ∈ 𝑆𝑈(3),

iз комплексними 𝜆𝛼𝑘 , 𝑘 = 1, 3, що задовiльняють
умови ортонормованостi (20), та 𝑈, 𝑉 , незалежнi
вiд 𝛼.

Параметризацiя двох ортонормованих векто-
рiв (𝜆1

𝑘) та (𝜆2
𝑘) витiкає з групи з 𝑆𝑈(3), оскiльки

рядки/стовпцi матриць 𝑆𝑈(3) окремо утворюють
ортонормованi вектори. Дiйсно, скориставшись па-
раметризацiєю з [25], отримуємо (𝛼 = 1 ↔ 𝛼 = 2)
симетричних, об’єднаних виразiв:

(𝜆𝛼𝑘 ) =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑒𝑖𝜑1
(︀
sin 𝜃1cos 𝜃2cos(�̃�+ 𝜃3)−

− sin 𝜃2sin(�̃�+ 𝜃3)𝑒
𝑖𝜑2
)︀
,

cos 𝜃1 cos(�̃�+𝜃3),

𝑒−𝑖𝜑3
(︀
sin 𝜃1sin 𝜃2cos(�̃�+ 𝜃3)+

+ cos 𝜃2sin(�̃�+𝜃3)𝑒
𝑖𝜑2
)︀

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, (24)

де 0 ≤ 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3+𝜋/4 ≤ 𝜋/2, 0 ≤ 𝜑1,2,3 ≤ 2𝜋. Ентро-
пiя заплутаностi 𝑆

(𝛼)
ent (𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜑2) для СФ в 𝛼-

модi випливає з (21) iз “симетризованими” квадра-
тами абсолютних значень коефiцiєнтiв Шмiдта:⃒⃒
𝜆𝛼1,3

⃒⃒2
=

1

4
(1+sin2 𝜃1)±

1

4

cos4 𝜃1

1+sin2 𝜃1

sin 2(𝜃+3 −𝜃−3 )

sin 2(𝜃+3 +𝜃−3 )
−

− 1

2

sin 2𝜃±3
sin 2(𝜃+3 +𝜃−3 )

cos2 𝜃1 cos 2
(︀
𝜃3∓𝜃∓3 +�̃�

)︀
,

|𝜆𝛼2 |2 =
1

2
(1− sin2 𝜃1) +

1

2
cos2 𝜃1 cos 2(𝜃3 + �̃�), (25)

де два “зсувнi” кути 𝜃±3 замiнили 𝜃2, 𝜑2, тодi як
верхнiй чи нижнiй знак вiдповiдає першому чи,
вiдповiдно, третьому коефiцiєнту Шмiдта. Перехiд
(𝜃2, 𝜑2) → (𝜃−3 , 𝜃

+
3 ) дається єдиною формулою

tg 2𝜃±3 = ±
2 sin 𝜃1 tg(𝜃2 +

𝜋
2 𝛿∓1,1) cos𝜑2

1− sin2 𝜃1 tg
2(𝜃2 +

𝜋
2 𝛿∓1,1)

.

a б
Рис. 1. Ентропiя заплутаностi 𝑆

(𝛼)
ent (𝑎) та п’юрiтi 𝑃 як

функцiя (б ) параметра 𝜃 для моди 𝛼 = 1, 2

Зауважимо, що “зсув” вiдраховується вiд параме-
тра 𝜃3, який має особливу роль, бо напряму пов’я-
заний iз числом мод 𝛼, див. (24).

Зауваження 3. Параметризацiя, асиметрична
стосовно замiни (𝛼 = 1) ↔ (𝛼 = 2) мод, див. [25],
також може грати певну роль. З фiзичної точки
зору це можливо тодi, коли реалiзацiя застосова-
на до системи, яка з самого початку асиметрична,
наприклад, через прикладене асиметричне зовнiш-
нє поле, або ж як це є для 𝑠- проти 𝑝-рiвнiв/мод
СФ-на.

Отже, ентропiї заплутаностi СФ-на 𝑆
(1)
ent, 𝑆

(2)
ent

параметризуються трьома кутами i однiєю фазою.
На вiдмiну вiд випадку складових у двох модах
𝜇, 𝜈 = 1, 2, де 𝑆

(1)
ent − 𝑆

(2)
ent = 0 i 0 ≤ 𝑆

(𝛼)
ent ≤ ln 2,

тепер для випадку 𝜇, 𝜈 = 1,3 |𝑆(1)
ent − 𝑆

(2)
ent| ≤ ln 2,

в той час як 0 ≤ 𝑆
(𝛼)
ent ≤ ln 3. Границi для зга-

даних рiзниць накладають обмеження на реалi-
зованi стани. Для iлюстрацiї залежностей 𝑆

(𝛼)
ent =

= 𝑆
(𝛼)
ent (𝜃1, 𝜃3, 𝜃

∓
3 ) при 𝐶3-симетричному виборi

𝜃∓3 = 𝜋
3 , для обох мод 𝛼 = 1,2, на рис. 2 (звер-

ху) ми даємо еквi-ентропiйнi кривi, залежнi вiд
𝜃1-, 𝜃3-кутiв. Подiбна поведiнка, хоча i для ентропiї
змiшування [26] в рамках трирiвневої системи, ви-
никала в контекстi 𝑆𝑈(3)-параметризацiї кутрiтiв
(див. [26]).

Як видно, при 𝜃±3 = 𝜋
3 i sin2 𝜃1 = 1

3 ентропiя для
𝛼-ї моди набуває 𝐶3-циклiчно симетричної форми

𝑆
(𝛼)
ent =

1∑︁
𝑙=−1

𝑆1

(︂
2

3
cos2

(︀
𝜃3 +

𝜋

3
𝑙 + �̃�

)︀)︂
, (26)

де 𝑆1(𝑥)≡−𝑥 ln𝑥.
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5(б). СФ-ни типу
“фермiон + деформований бозон”

Розглянемо двомодовий випадок (𝛼 = 1, 2) СФ,
утвореного iз звичайного фермiона та 𝜒-дефор-
мованого бозона. Завдяки специфiцi двох мод до-
статньо розглянути умови реалiзацiї (7)–(8) на ва-
куумi та станах одного СФ. Тодi для єдиного не-
нульового стану 𝐴†

1𝐴
†
2|0⟩ двох СФ умови реалiзацiї

будуть виконуватись автоматично. При введеннi
позначення 𝛿𝜒2 ≡ 𝜒(2)−2 вимога (12) на вiдповiд-
них “станах одного СФ” зводиться до двох незале-

Рис. 2. Зверху: еквiентропiйнi кривi (𝑆(𝛼)
ent = const) як фун-

кцiї кутiв 𝜃1 i 𝜃3 при фiксованому 𝜃∓3 = 𝜋
3
. Знизу: Ентропiя

заплутаностi 𝑆(2)
ent(𝜃3, 𝜑2) для кофермiона в 𝛼 = 2 модi при

фiксованiй етропiї заплутаностi 𝑆(1)
ent = max = ln 3 для 𝛼 = 1

кофермiона

жних рiвнянь:

𝐿(Φ1,Φ2) ≡ Φ1Φ
†
1Φ2 − Φ2Φ

†
1Φ1 +

+ 𝛿𝜒2

[︀
diag{(Φ1Φ

†
1)
𝜇𝜇}Φ2 − diag{(Φ2Φ

†
1)
𝜇𝜇}Φ1

]︀
= 0,

(27)

−𝐿(Φ2,Φ1) = 0. (28)

Використовуючи пiдстановку (15), обмежуючись
𝜇, 𝜈=1, 2, беручи

𝑈1 = 𝑈(𝑢, 𝑣)≡
(︁ 𝑢 𝑣
−𝑣 𝑢

)︁
∈𝑆𝑈(2), |𝑢|2 + |𝑣|2 = 1

та застосовуючи тотожнiсть

𝑈† diag{(𝑈𝑋𝑈†)𝜇𝜇}𝑈 =
1

2
𝑋 +

1

2
𝑅𝑋𝑅

з ермiтовою матрицею

𝑅 =

(︂
|𝑢|2 − |𝑣|2 2𝑢𝑣

2𝑢𝑣 |𝑣|2 − |𝑢|2
)︂
,

приходимо до матричних рiвнянь

𝜒(2)(𝐷2
1Φ̃2−Φ̃2𝐷

2
1)+𝛿𝜒2𝑅

(︀
𝐷2

1𝑅Φ̃2−Φ̃2𝐷1𝑅𝐷1

)︀
=0,

(29)
𝜒(2)(𝐷1Φ̃

†
2Φ̃2 − Φ̃2Φ̃

†
2𝐷1)+

+ 𝛿𝜒2

(︀
𝑅𝐷1Φ̃

†
2𝑅Φ̃2 −𝑅Φ̃2Φ̃

†
2𝑅𝐷1

)︀
= 0. (30)

В силу тривимiрностi простору матриць Φ̃†
2, що за-

довольняють умову ортогональностi Tr(𝐷1Φ̃
†
2) =

= 0, записуємо їх як лiнiйну комбiнацiю:

Φ̃2 = 𝑥1

(︂
𝜆
(1)
2 0

0 −𝜆
(1)
1

)︂
+ 𝑥2

(︂
0 κ𝜆(1)

1

κ𝜆(1)
2 0

)︂
+

+𝑥3

(︂
0 −κ𝜆(1)

2

κ𝜆(1)
1 0

)︂
,

де κ = 𝑒𝑖(arg 𝑣−arg 𝑢). Рiвняння (30) зводиться до
трьох лiнiйних (по 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) рiвнянь, асоцiйова-
ний детермiнант яких повинен бути нульовим:

det
(︀
...
)︀
= −𝜒(2)(𝜒(2)− 2)|𝑢|2|𝑣|2

(︀
|𝜆1

1|2− |𝜆1
2|2
)︀2

= 0.

Це можливо в таких випадках:
a) 𝜒(2) = 0. Розв’язок рiвнянь (27)–(28) має ви-

гляд
Φ𝛼= 𝑈(𝑢, (−1)𝛼−1𝑣)

(︂
cos(�̃�+𝜃) 0

0 sin(�̃�+𝜃)

)︂
𝑉 †. (31)
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b) 𝜒(2) = 1. Знаходимо два класи розв’язкiв:

Φ𝛼=diag
{︀
cos(�̃�+𝜃), sin(�̃�+𝜃)

}︀
𝑉 †, (32)

Φ𝛼≡(Φ𝜇𝜈𝛼 ) =
(︁
𝛿𝜇𝜇0𝑉𝜈𝛼

)︁
, i фiксовано 𝜇0 = 1 чи 2.

(33)

c) 𝜒(2) = 2 тобто 𝛿𝜒2 = 0, – недеформований
випадок, див. (22).

d) При 𝜒(2) ̸= 0, 1, 2, розв’язок того ж вигляду,
що i (32).

Отже, ентропiя заплутаностi кофермiона, що
мiстить деформований бозон, дається загальним
однопараметричним виразом, див. (23), або є по-
стiйною 𝑆ent = 0 у частковому випадку 𝜒(2) = 1,
для (33). Деформацiї 𝜒(2) = 0, 1 чи 2 видiленi
з континуума. Яким чином параметр деформацiї
𝜒(2) вiдображається у фiзичних величинах, буде
проаналiзовано в iншiй роботi.

6. Висновки

Пiсля розв’язку задачi реалiзацiї складених фер-
мiонiв (СФ-нiв) звичайними фермiонами ми дослi-
дили двочастинкову заплутанiсть (всерединi СФ-
нa), мiрою якої є ентропiя заплутаностi СФ. Аналiз
проведено у вiдносно простих випадках: i) СФ-ни
з недеформованим складовим бозоном, для яких
розглянуто приклади, коли обидвi складовi мо-
жуть бути лише у двох чи трьох модах, ii) СФ-ни,
що мiстять деформований бозон, причому з двома
допустимими модами СФ-нiв i складових. Резуль-
туючi вирази наведено: в (21) у випадку недефор-
мованих складових, в (23) для двохмодового ви-
падку, як для СФ-нiв так i складових, та, нарештi,
в (24), (26) для двох мод СФ-нiв з трьома модами
складових.

Знайдено, що для реалiзованих СФ-нiв типу
“фермiон + деформований бозон”, деформацiя
складового бозона не проявляє себе в явних фор-
мулах для ентропiї заплутаностi та чистоти (puri-
ty) стану СФ у пiдвипадках розглянутого двохмо-
дового випадку. На перший погляд це дещо роз-
ходиться iз дослiдженою ранiше ентропiєю заплу-
таностi квазiбозонiв [7], де основним питанням бу-
ла саме залежнiсть вiд параметра деформацiї 𝑓 .
Усi iншi параметри станiв (наприклад iз 𝑈1(𝑑𝑎),
𝑈2(𝑑𝑏), 𝑈𝛼(𝑚) в (3)) там не ввiйшли в мiри за-
плутаностi. В даному випадку СФ-нiв ситуацiя iн-
ша: СФ-ни реалiзуються недеформованими фер-
мiонами, а тому аналогiчний параметр деформа-

цiї, що стосується СФ як цiлого, вiдсутнiй. Задi-
яна величина 𝜒(2), будучи пов’язаною з параме-
тром(ами) деформацiї, для СФ-нiв має iнше похо-
дження, оскiльки вона стосується складового ком-
понента СФ-на. Тим не менше, з’являються до-
датковi параметри, що входять до матрицi Φ ан-
зацу (1), якi разом iз 𝜒(2) задають ентропiю за-
плутаностi СФ-нiв. Таким чином, цi параметри ви-
значають вигляд станiв СФ (їх хвильовi функцiї).
Вiдповiдна залежнiсть вiд задiяного параметра по-
казана на рис. 1. Також заслуговують на увагу
властивостi ентропiї заплутаностi СФ, вiдображе-
нi на рис. 2. В останньому випадку поведiнка явно
багатша.

Звернемо увагу знову, що дана робота пред-
ставляє явнi формули для ентропiї заплутано-
стi всерединi окремого складеного фермiона (тоб-
то для мiж-компонентної заплутаностi), див. та-
кож вступ. На противагу, в [20, 21] автори дослi-
дили (статистичну) ентропiю заплутаностi багато-
фермiонних систем, що займають певну область у
просторi. Зокрема, в [21] дiєвi числовi методи були
застосованi до систем iз 37 складених фермiонiв,
i в кiнцевий результат для ентропiї заплутаностi
ввiйшов лiнiйний розмiр пiдсистеми. В той час як
результати роботи [20] залежать явно вiд розмiр-
ностi областi простору, в нашiй роботi розглянуто
двi чи бiльше мод незалежно вiд конкретної роз-
мiрностi простору.

В ситуацiї з квазiбозонами [7,8] було природньо,
що ентропiя заплутаностi збiльшувалась iз змен-
шенням значень 𝑓 , тобто з наближенням до iстин-
но бозонної поведiнки; як для фокiвських станiв
у фiксованiй модi, так i для когерентних. В да-
ному випадку СФ-нiв фiзичне значення параме-
тра(iв), вiд яких ентропiя заплутаностi та “п’юрiтi”
залежать, не є достатньо зрозумiлим, i це питання
заслуговує подальшого вивчення. Однак, оскiльки
єдиними параметрами, що впливають на мiжком-
понентну заплутанiсть СФ кутиє 𝜃 (2-модовий ви-
падок, див. (23)) або 𝜃𝑖, 𝑖 = 1, 3, iз 𝜑2 (3-модовий
випадок, див. (24)), вони повиннi вiдповiдати вну-
трiшнiм квантовим числам СФ – таким як спiн,
параметр(и) енергiї зв’язування СФ тощо.

Зауважимо також, що вищенаведенi параметри
(як 𝜃) реалiзованих станiв можуть бути пов’язанi
з такими (досить несподiваними) параметрами, як
вiдношення мас складових СФ або приведена ма-
са. Це стосується, напр., такого СФ як трiон, скла-
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деного з ексiтона, змодельованого деформованим
бозоном, та електрона або дiрки. Це змотивовано,
скажiмо, рисунком 2 в [27], де енергiя зв’язуван-
ня трiона залежить вiд приведеної маси електрон-
дiрочної пари, тодi як ступiнь двочастинкової за-
плутаностi, звичайно, пов’язаний iз енергiєю зв’яз-
ку складеної частинки. Ми збираємось дослiдити
таке спiввiдношення “заплутанiсть-енергiя” та iншi
застосування деiнде.

Дана робота була частково пiдтримана На-
цiональною академiєю наук України (Проект
№0117U000237).
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COMPOSITE FERMIONS
AS DEFORMED OSCILLATORS:
WAVEFUNCTIONS AND ENTANGLEMENT

S u m m a r y

Composite structure of particles somewhat modifies their

statistics, compared to the pure Bose- or Fermi-ones. The spin-

statistics theorem, so, is not valid anymore. Say, 𝜋-mesons,

excitons, Cooper pairs are not ideal bosons, and, likewise,

baryons are not pure fermions. In our preceding papers, we

studied bipartite composite boson (i.e. quasiboson) systems via

a realization by deformed oscillators. Therein, the intercon-

stituent entanglement characteristics such as entanglement en-

tropy and purity were found in terms of the parameter of defor-

mation. Herein, we perform an analogous study of composite

Fermi-type particles, and explore them in two major cases:

(i) “boson + fermion” composite fermions (or cofermions, or

CFs); (ii) “deformed boson + fermion” CFs. As we show,

cofermions in both cases admit only the realization by ordinary

fermions. Case (i) is solved explicitly, and admissible wavefunc-

tions are found along with entanglement measures. Case (ii) is

treated within few modes both for CFs and constituents. The

entanglement entropy and purity of CFs are obtained via the

relevant parameters and illustrated graphically.
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