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СТАТИСТИЧНИЙ АНАЛIЗ НОРМАЛЬНО
РОЗПОДIЛЕНИХ ДАНИХ IЗ ОБМЕЖЕНИМ
IНТЕРВАЛОМ РОЗСIЯННЯ ЗНАЧЕНЬ,
ПЕРЕТВОРЕНИХ ПРЯМИМИ 𝑔(𝑥) = 𝑥2; cos 𝑥; 𝑎𝑥

ТА ОБЕРНЕНИМИ ДО НИХ ФУНКЦIЯМИУДК 539

Робота присвячена теоретичному аналiзу коректного застосування моделi неперерв-
ної нормально розподiленої випадкової величини при обґрунтуваннi так званих формул
перенесення похибок в задачi статистичного опрацювання експериментальних даних.
Звернуто увагу на роль обмеження iнтервалу розсiяння значень випадкової величини,
пiдданої нелiнiйним прямим 𝑔(𝑋) перетворенням елементарними функцiями 𝑋2; 𝑎𝑋 та
cos𝑋, i оберненими до них 𝑔−1(𝑋) =

√
𝑋, arccos𝑋, log𝑎 𝑋. Дослiджено закономiрностi

статистичного усереднення даних, одержаних шляхом розкладу функцiй перетворення
в ряд Тейлора. Для пiдтвердження правомiрностi одержаних результатiв використано
метод оптимiзацiї квадратичного функцiонала.
К люч о в i с л о в а: нормальний розподiл, математичне сподiвання, дисперсiя, перенесе-
ння похибок, перетворення випадкової змiнної елементарними функцiями.

1. Вступ
Вiдомо, що алгоритм опрацювання експеримен-
тальних даних обов’язково включає оцiнку стати-
стичної похибки Δ𝑥 вiдновленої кривої або пере-
нос похибок [1], як пряму задачу теорiї похибок.
Суть його полягає у тому, що за заданими похиб-
ками аргументу, одержують оцiнку дисперсiї 𝐷𝑋

i стандартного вiдхилення (середньо квадратичне
вiдхилення) 𝜎𝑋 функцiї перетворення 𝜙(𝑋) випад-
кової змiнної (ВЗ) 𝑋. Встановлення дисперсiї по-
хибок аргументiв за заданою дисперсiєю похибки
функцiї, вiдноситься до оберненої задачi. Вiдомо
також, що якщо ВЗ 𝑋 перетворюється функцiєю
𝜙(𝑋), то справджуються наближенi спiввiдношен-
ня [2, 3]

𝑚𝜙(𝑋)
∼= 𝜙(𝑚𝑋), 𝐷𝜙(𝑋)

∼=
(︂
𝑑𝜙

𝑑𝑥

)︂2 ⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑚𝑋

𝐷2
𝑋 . (1)
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Як випливає iз (1), математичне сподiвання 𝑚𝑋

стiйкiше до перетворень, тому бiльш iнформатив-
ною оцiнкою Δ𝑥 перетворення функцiєю 𝜙(𝑋) є
𝜎𝑋 = +

√
𝐷𝑋 .

Перенос похибок перетворень особливо актуаль-
ний для нормально 𝑁𝑋(𝑚𝑋 , 𝜎𝑋) розподiленої ВЗ
𝑋 iз функцiєю щiльностi [1]:

𝑓𝑋(𝑥) =
1√

2𝜋𝜎𝑋

𝑒
−
(︁
𝑥−𝑚𝑋√

2𝜎𝑋

)︁2
. (2)

Це пов’язано з тим, що розподiл (2) граничний, до
якого прямують усi решта розподiли, якщо кiль-
кiсть експериментальних вимiрювань за однакових
умов зростає. Функцiя (2) нелiнiйна, має макси-
мум в точцi 𝑚𝑋 , тому для обчислення 𝑚𝑋 , 𝜎𝑋 ча-
сто застосовують наближений розклад в степене-
вий ряд Тейлора в iнтервалi, межi якого з доста-
тньою точнiстю визначаються за правилом “трьох
сигм”: 𝑚𝑋 ± 3𝜎𝑋 .
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Алгоритми обчислення похибок наближени-
ми методами переважно складнi в практичнiй
реалiзацiї, тому iнтерес становлять аналiтичнi
спiввiдношення, так званi “формули перенесення
похибок (ФПП)”. Саме такi формули були запро-
понованi автором [5–7] для елементарних функцiй
прямих 𝑔(𝑋) = 𝑋2; cos𝑋; 𝑎𝑋 i обернених 𝑔−1(𝑋) =
=
√
𝑋; arccos𝑋; log𝑎𝑋 перетворень нормально роз-

подiленої ВЗ 𝑋. Незважаючи на те, що стосовно
алгоритму обґрунтування ФПП були висловленi
критичнi зауваження [8, 9], поява робiт [5, 4] свiд-
чить про необхiднiсть знову повернутись до дослi-
дження вiдповiдної статистичної задачi, чому при-
свячена дана робота. Одержанi в роботi висновки,
пiдданi перевiрцi методом одновимiрної оптимiза-
цiї квадратичного функцiонала дисперсiї 𝐷𝑋 .

2. Основнi результати роботи

На рис. 1, приведенi гiстограми розподiлiв значень
експериментальних значень сталої ґратки 𝑎, ква-
драта її значення 𝑎2 [5], кута елементарної ґратки
𝛼, cos𝑋 [6], значень аргументiв для функцiй 𝑒𝑥 та
натурального логарифма [7]. Бачимо iз рис. 1, що
всупереч твердженням [5–7], вибiрки експеримен-
тальних даних, що використовувались для апроба-
цiї ФПП, не пiдпорядковуються нормальному роз-
подiлу. На рис. 2, наведенi результати одновимiр-
ної оптимiзацiї функцiонала 𝐷𝑋 як функцiї 𝑚𝑋

для прямого 𝑔(𝑋) = 𝑋2 i оберненого 𝑔−1(𝑋) =
√
𝑋

перетворень

𝐷(𝑥, 𝛼) =

+∞∫︁
−∞

(𝑥− 𝛼)
2
𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (3)

Результати, що представленi на рис. 1 i рис. 2, си-
стематизованi у виглядi табл. 1 i табл. 2. Iз них мо-
жна зробити висновок про те, що якщо обчисленi
методом оптимiзацiї i обчисленi за ФПП [5–7], зна-
чення 𝑚𝑌 бiльше-менше узгоджуються мiж собою,
що не протирiчить (1), то для середньо квадрати-
чного вiдхилення спостерiгаються розбiжностi.

3. Дискусiя

В [5–7] для апробацiї ФПП не використовува-
лись експериментальнi данi iз нормальним розпо-
дiлом ймовiрностей, що не дозволило при складан-
нi ФПП виявити дискусiйнiсть формальної замi-
ни iндексiв в розв’язках бiквадратного рiвняння.

Тому обґрунтуємо першi два моменти перетворен-
ня нормально розподiленої ВЗ 𝑋 функцiями 𝑋2,
cos𝑋, exp𝑋 та оберненими до них.

ФПП [5–7], прямi та оберненi перетворення за-
стосовувались до одної i тої ж RV 𝑋 з параметрами
𝑚𝑋 , 𝜎𝑋 . Так, в роботi [5] для обчислення середньо
квадратичного вiдхилення ВЗ 𝑋 iз нормальним
розподiлом, перетворених функцiєю 𝑌 квадратно-
го радикала, використане квадратне рiвняння для
дисперсiї 𝜎2

𝑌 = 𝑌 2 − 𝑌
2
. В цьому випадку, iз сере-

днього [10]:

𝑋4 = 3𝜎4
𝑋 + 6𝑚2

𝑋𝜎2
𝑋 +𝑚4

𝑋 , (4)

в iнтервалi значень 𝑋 ∈ (−∞ ⟨𝑋 ⟨ +∞) аргументу
𝑋 маємо два рiвноправнi розв’язки:

𝜎2
𝑋 = 𝑚𝑋2 ±

√︂
𝑚2

𝑋2 −
1

2
𝜎2
𝑋2 . (5)

Оскiльки за означенням 𝜎2
𝑋 = 𝑚𝑋2 − 𝑚2

𝑋 , то в
(5) береться розв’язок iз знаком мiнус i до нього
застосовується схема замiни iндексiв

𝑋2 → 𝑋, 𝑋 →
√
𝑋 (6)

в результатi чого отримуються ФПП у виглядi
спiввiдношень (5) в [5]).

Але за умовою задачi, множиною значень нор-
мально розподiленої ВЗ 𝑋 є необмежений iнтервал
𝑋 ∈ (−∞,+∞) i саме для нього обчисленi стати-
стичнi середнi i дисперсiя, тодi як множина зна-
чень аргументу функцiї 𝑔−1(𝑋) =

√
𝑋 обмежена

напiвобмеженим iнтервалом [0 6 𝑋 ⟨ +∞). Тому,
алгоритм перетворення (6) некоректний. Дiйсно,
iнтегрування функцiї

√
𝑋 в областi значень

[0 6 𝑋, 𝑚𝑋 , 𝜎𝑋 ⟨ +∞) (7)

супроводжується появою спецiальної неаналiти-
чної (табульованої) функцiї похибок erf(𝜉) = 2√

𝜋
×

×
∫︀ 𝑥

0
𝑒−𝜉2𝑑𝜉 [11, 12]. Тодi, внаслiдок обмеження iн-

тервалу значень ВЗ 𝑋 ∈ (0, 𝑥), стала нормування
𝐶𝑋 є рiвною 𝐶𝑋 = 2(︁

1+erf
(︁

𝑚𝑋√
2𝜎𝑋

)︁)︁ i статистичнi се-

реднi будуть дорiвнювати:

𝑋 = 𝑚𝑋 + 𝜎𝑋Λ, 𝑋2 = 𝑚2
𝑋 + 𝜎2

𝑋 + 𝜎𝑋𝑚𝑋Λ,

Λ =

√︀
2/𝜋

1 + erf
(︁

𝑚𝑋√
2𝜎𝑋

)︁ 𝑒−𝑚2
𝑋/2𝜎2

𝑋 .
(8)
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Рис. 1. Гiстограми розподiлiв значень експериментальних даних 𝑎, 𝑎2 сталої
ґратки [5], кута елементарної ґратки 𝛼, cos𝑋 [6], та значень аргументiв для фун-
кцiй 𝑒𝑥 i натурального логарифма [7]

Таблиця 1. Обчисленi оптимiзацiєю
дисперсiї та за ФПП [5] значення 𝑚𝑌 , 𝜎𝑌

функцiй 𝑌 перетворень ВВ 𝑋

𝑌 𝑋 𝑋2 𝑋2 [5]
√
𝑋

√
𝑋 [5]

𝑚𝑌 21 445 446 4,65 4,58
𝜎𝑌 2,24 89,5 94,2 0,285 0,06

Таким чином, дисперсiя ВЗ 𝑋 ∈ (0, 𝑥) при даному
перетвореннi буде дорiвнювати:

𝐷𝑋 = 𝜎2
𝑋 +

(︀
𝑚𝑋 −𝑋

)︀2
+ 𝜎𝑋(2(𝑚𝑋 −𝑋)−𝑚𝑋)Λ.

(9)

Отже, в обмеженому iнтервалi (7), статистичне се-
реднє 𝑋4 ̸= 3𝜎4

𝑋 + 6𝑚2
𝑋𝜎2

𝑋 +𝑚4
𝑋 i задача (4)–(5) з
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a b
Рис. 2. Iлюстрацiя визначення середнього i дисперсiї функцiй перетворень 𝑔(𝑋) = 𝑋 (а) та
𝑔−1(𝑋) =

√
𝑋 (b) методом оптимiзацiї функцiонала (3)

Таблиця 2. Визначенi iз рис. 2 та обчисленi iз ФПП [5–7] значення 𝜎𝑌
𝑚𝑌

𝑌 𝑋 𝑋2
√
𝑋 cos

(︀
𝑋 𝜋

180

)︀
𝛼 cos

(︀
𝑋 𝜋

180

)︀
𝑒𝑋/5 ln(𝑋/5)

𝑚𝑌 22 474 4,65 0,93 1,18 83 1,466
4,68 (7) [5] 1,183 1,535 (13) [7]

𝜎𝑌 1,9 86,5 0,2 0,013 0,042 33,3 0,0868
0,245 (7) [5] 0,001 (11) [6] 0,0037 (13) [7]

𝑉 = 𝜎𝑌
𝑚𝑌

0,086 0,18 0,043 0,014 0,036 0,4 0,06
0,05 0,001 0,0024

подальшою замiною iндексiв (6), точного аналiти-
чного розв’язку не має.

В принципi, параметри 𝑚√
𝑋 , 𝜎√

𝑋 можна об-
числити, використовуючи табличнi iнтеграли
(2.3.15(6)) [13, 14]. Але їх застосування вимагає iн-
шi спецiальнi цилiндричнi функцiї. Тому наведемо
ще статистичне обґрунтування формули для обчи-
слення середньоквадратичного вiдхилення для пе-
ретворення

√
𝑋, для чого приймемо до уваги рiв-

нiсть (
√
𝑋)2 = 𝑋:

𝐷√
𝑋 = (

√
𝑋)2−(

√
𝑋)2 = 𝑚𝑋 +Λ𝜎𝑋 −(

√
𝑋)2. (10)

Згiдно з розкладом (3), для нормального розподiлу
справджується наближення

√
𝑋 ∼=

√
𝑚𝑋− 1

4
𝜎𝑋2

𝑚𝑋3/2 ,
тому

𝜎√
𝑋 = 𝑚𝑋 + Λ𝜎𝑋 −

(︃
√
𝑚𝑋 − 1

4

𝜎2
𝑋

𝑚
3/2
𝑋

)︃2

. (11)

Для параметрiв ВЗ 𝑋𝑚𝑋
∼= 21 та 𝜎𝑋

∼= 1,85, се-
редньоквадратичне вiдхилення 𝜎√

𝑋
∼= 0,77, тодi

як визначене iз гiстограми на рис. 1, 𝜎√
𝑋

∼= 0,2.

Значення 𝜎√
𝑋

∼= 0,2 граничне, до якого прямує се-
редньоквадратичне вiдхилення 𝜎√

𝑋 (6) при 𝑚𝑋 →
→ ∞, оскiльки за законом великих чисел, середнє
арифметичне сходиться за ймовiрнiстю до свого
математичного сподiвання.

Обмеження на множину значень аргументу сто-
суються також функцiї натурального логарифма
ln𝑋 та 𝑎 cos𝑋-перетворення. Крiм цього, у випад-
ку степеневого перетворення 𝑒𝑋 , при обчисленнi
середнiх exp𝑋 i (exp𝑋)

2, в [7] у формулi (13) на
с. 737, була допущена некоректнiсть:

1 +
𝜎2
𝑋

𝑚2
𝑋

𝑚ln𝑋 =
1

2
ln

(︂
𝑚4

𝑋

𝜎2
𝑋 +𝑚2

𝑋

)︂
. (12)

Суть її полягає в тому, що середнє exp𝑋 для нор-
мально розподiленої ВЗ 𝑋 не дорiвнює iнтегралу

exp𝑋 ̸= 1√
2𝜋𝜎𝑋

+∞∫︁
0

𝑒𝑥 𝑒
− (𝑥−𝑚𝑋 )2

2𝜎2
𝑋 𝑑𝑥. (13)

В представленнi (13), пiдiнтегральний вираз скла-
дається добутку двох степеневих функцiй, в однiй
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з яких степiнь не виражена у вiдносних одиницях,
як це має мiсце для експоненти Гауса. Тому для за-
безпечення коректностi обчислень, нормально роз-
подiлену ВЗ 𝑋, треба виразити у вiдносних оди-
ницях:

𝑋 → 𝑋

𝜎𝑋
, (14)

де прийнято до уваги, що 𝜎𝑋 ̸= 0. Тодi статистичнi
середнi exp𝑋 i (exp𝑋)2 в iнтервалi [0 6 𝑋⟨+∞)
будуть дорiвнювати:

exp

(︂
𝑋

𝜎𝑋

)︂
=

𝐶𝑋√
2𝜋𝜎𝑋

+∞∫︁
0

𝑒
𝑥

𝜎𝑋 𝑒
− (𝑥−𝑚𝑋 )2

2𝜎2
𝑋 𝑑𝑥 =

=
𝐶𝑋

2

(︂
1 + erf

(︂
𝑚𝑋 + 𝜎𝑋√

2𝜎𝑋

)︂)︂
exp

(︂
𝑚𝑋

𝜎𝑋
+

1

2

)︂
, (15)

[︂
exp

(︂
𝑋

𝜎𝑋

)︂]︂2
=

𝐶𝑋√
2𝜋𝜎𝑋

+∞∫︁
0

𝑒
2𝑥
𝜎𝑋 𝑒

− (𝑥−𝑚𝑋 )2

2𝜎2
𝑋 𝑑𝑥 =

=
𝐶𝑋

2

(︂
1 + erf

(︂
𝑚𝑋 + 2𝜎𝑋√

2𝜎𝑋

)︂)︂
exp

[︂
2

(︂
𝑚𝑋

𝜎𝑋
+ 1

)︂]︂
.

(16)

Крiм цього зауважимо, що одночасне застосуван-
ня функцiй cos𝑋 i 𝑎 cos𝑋 перетворень ВЗ 𝑋, та-
кож вимагає представлення аргументу 𝑋 у вiдно-
сних одиницях, наприклад, у виглядi 𝑋 → 𝑋

max(𝑋)

враховуючи, що область змiни аргументу функцiї
[−1,+1]. У вiдповiдностi до стандарту для нор-
мально розподiлених ВЗ Х, в даному випадку мо-
жна обмежитись наближенням max (𝑋) ∼= 𝑚𝑋 +
+3𝜎𝑋 .

Аналогiчний пiдхiд справджується у випадку
перетворення тригонометричними функцiями нор-
мально розподiленої випадкової змiнної. Однак,
при цьому треба врахувати, що функцiя 𝑌 = cos𝑋
при 0 6 𝑋 6 𝜋 взаємно обернена функцiї 𝑌 =
= 𝑎 cos𝑋 в тому розумiннi, в якому взаємно обер-
ненi степенева i логарифмiчна при 𝑋⟩0 та функцiї
пiднесення в квадрат i взяття квадратного кореня
при 𝑋 > 0. Тодi в iнтервалi [0;𝜋], перетворення
𝑎 cos за числовим значенням дорiвнює куту, коси-
нус якого дорiвнює 𝑋, то iз визначення функцiй
cos𝑋 i 𝑎 cos𝑋 випливає, що cos(𝑎 cos𝑋) = 𝑋 при
𝑋 6 1 та 𝑎 cos(cos𝑋) = 𝑋 при 0 6 𝑋 6 𝜋.

4. Висновки

Дана робота є продовженням ранiше виконаних
автором дослiджень [8, 9], в якiй додатково заго-
стрена увага на проблемах, якими супроводжує-
ться некоректне застосування моделей теорiї ймо-
вiрностей та математичної статистики iз обмеже-
ним iнтервалом розсiяння значень для статисти-
чного аналiзу експериментальних даних в фiзи-
чних системах з флуктуацiями. Iншi проблеми,
якi виникають при цьому, детально описанi в ро-
ботi [15].
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