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ВЛИЯНИЕ ПОЛЯРИЗАЦИИ
СРЕДЫ НА ЭЛЕКТРОННУЮ ЭНЕРГИЮ
В КВАНТОВОЙ ТОЧКЕУДК 538.9

Метод Буймистрова–Пекара применен к расчету поляронного сдвига электронного
уровня в квантовой точке. С использованием параболической аппроксимации конфайн-
мента, дифференциальное уравнение для амплитуды смещений фононов точно решено
методом функций Грина. Сравнены результаты различных приближений.
Ключ е вы е с л о в а: полярон, квантовая точка, потенциал удержаний, энергия основ-
ного состояния, метод Буймистрова–Пекара, метод функция Грина, приближение прои-
звольной силы связи.

1. Введение

В последние годы новые физические свойства по-
лупроводниковых наноструктур являются предме-
том интенсивного исследования. Вследствие ло-
кализации носителей в наноразмерных объектах
их энергия квантуется. В связи с этим, уделяе-
тся особое внимание на изучение влияния фононов
на спектр электрона в низкоразмерных структу-
рах (т.е. наноструктурах) полупроводника [1–3]. В
полярных кристаллах взаимодействие носителей
с полярно-оптическими фононами является силь-
ным. Поэтому изучение поляронных эффектов, ха-
рактерных для низкоразмерных систем, представ-
ляет значительный интерес. Для расчета полярон-
ных эффектов в наноструктурных материалах, ис-
следователи применяют различные приближения
[4–9]. При этом наряду с фейнмановским методом
интегрирования по траекториям, для расчета по-
ляронных эффектов применяют также методы ка-
нонических преобразований (КП) [8–10].

В методе параметризованных КП [8, 9] последо-
вательно применяются преобразования Ли–Лоу–
Пайнса и преобразования сдвига амплитуды фо-
нонов, вводя некоторые вариационные параметры.
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В методе Буймистрова и Пекара [10], дифферен-
циальное уравнение для амплитуды смещения фо-
нонов получено с использованием метода КП, но
из-за сложности решения этого уравнения, ампли-
туды смещения фононов выбираются в виде ли-
нейной комбинации предельных выражений, соо-
тветствующих случаям слабой и сильной связей.

В данной работе для расчета поляронного сдви-
га электронного уровня в квантовой точке приме-
няется метод развитый в работах [10, 11] и диффе-
ренциальное уравнение для амплитуды смещений
фононов решается точно методом функций Гри-
на (ФГ). Для упрощения решения задачи, потен-
циал конфайнмента считается параболическим.
Проведено сравнение результатов различных при-
ближений.

2. Модель

Гамильтониан взаимодействующей электрон-
фононной системы в наноструктурах можно
записать в виде

𝐻 = − ~2

2𝑚
Δ + 𝑉 (𝑟)+

+
∑︁
q

[𝑣q𝑏q𝑒
𝑖qr + 𝑣*q𝑏

+
q 𝑒

−𝑖qr]+
∑︁
q

~𝜔0𝑏
+
q 𝑏q, (1)
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где 𝑚 – зонная масса электрона, 𝑏+q , 𝑏q – операто-
ры рождения и уничтожения фононов с импульсом
q, 𝜔0 – частота оптических фононов, 𝑣q – форм-
фактор электрон-фононного взаимодействия, 𝑉 (𝑟)
– потенциал конфайнмента,

|𝑣q|2 =
4𝜋𝛼 𝑙0(~𝜔0)

2

Ω𝑞2
, 𝑙0 =

√︂
~

2𝑚𝜔0
,

∑︁
q

... =
Ω

(2𝜋)3

∫︁
𝑑q ..., 𝑉 (𝑟) =

𝜒𝑟2

2
.

(2)

Усредняя гамильтониан (1) по базису

Ψ = Φph𝜑(𝑟) = 𝑈 |0⟩𝜑(𝑟),

𝑈 = exp

[︃∑︁
q

(︀
𝐹q(𝑟)𝑏

+
q − 𝐹 *

q (𝑟)𝑏q
)︀]︃

,

𝑈+𝑈 = 1, ⟨0 | 0⟩ = 1,

(3)

получаем функционал

𝐽 [𝐹q(𝑟), 𝜑(𝑟)] = 𝐸0 +
∑︁
q

∫︁
𝑑r𝜑2

[︃
~2

2𝑚
|∇𝐹q|2 +

+ ~𝜔0 |𝐹q|2 + 𝑣q𝐹q𝑒
𝑖qr + 𝑣*q𝐹

*
q𝑒

−𝑖qr

]︃
, (4)

𝐸0 =
~2

2𝑚

∫︁
𝑑r (∇𝜑)

2
+

∫︁
𝑑r𝑉 (𝑟)𝜑

2
. (5)

Варьируя функционал (4) по 𝐹𝑞, получаем неодно-
родное дифференциальное уравнение

− ~2

2𝑚
∇2𝐹q(𝑟)− 2

~2

2𝑚

∇𝜑

𝜑
∇𝐹q(𝑟)+

+ ~𝜔0𝐹q(𝑟) + 𝑣*q𝑒
−𝑖qr = 0. (6)

Экстремальное значение функционала (4) теперь
будет иметь вид

𝐽 [𝜑(𝑟)] = 𝐸0 +
∑︁
q

𝑣q

∫︁
𝑑r𝜑2(𝑟)𝐹q(𝑟)𝑒

𝑖qr. (7)

Решение уравнения (6) представляет собой ампли-
туды смещений фононного поля в зависимости от
координаты электрона. При слабой связи 𝛼 → 0
(когда размер электронного облака является до-
статочно протяженным), пренебрегая градиентом
электронной функции (второе слагаемое в (6)) и

полагая 𝜑2(𝑟) ∼ 1 в (7) (при отсутствии конфайн-
мента), можно получить известный результат:

𝐹q(𝑟) = −
𝑣*q𝑒

−𝑖qr

~2𝑞2/2𝑚+ ~𝜔
, 𝐽 = −𝛼~𝜔0. (8)

Буймистровым и Пекарем [10] была использована
линейная комбинация 𝐹q(𝑟) = 𝑓q + 𝑔q𝑒

−𝑖qr. Они,
определяя параметры 𝑓q и 𝑔q из условий мини-
мальности (4), получили результат, аппроксимиру-
ющий энергию полярона произвольной силы свя-
зи 𝛼.

Следуя Гроссу [11], вводя обозначение 𝐹q =
= 𝑉 *

qΦq/𝜑, перепишем (6) и (7) в виде

− ~2

2𝑚
ΔΦq(𝑟) +

~2

2𝑚

Δ𝜑

𝜑
Φq(𝑟)+

+ ~𝜔0Φq(𝑟) + 𝜑(𝑟)𝑒−𝑖qr = 0, (9)

𝐽 [𝜑(𝑟)] = 𝐸0 +
∑︁
q

|𝑉q|2
∫︁

𝑑r 𝜑(𝑟)Φq(𝑟)𝑒
𝑖qr. (10)

Вводя ФГ для уравнения (9)

Φq(𝑟) = −
∫︁

𝑑r′ 𝐺(𝑟, 𝑟′)𝜑(𝑟′)𝑒−𝑖qr′ (11)

и учитывая соотношения

∑︁
q

|𝑉q|2𝑒𝑖q(r−r′) =
𝛼𝑙0(~𝜔0)

2

|r− r′|
, (12)

из (9) и (10) имеем[︂
− ~2

2𝑚
Δ+

~2

2𝑚

Δ𝜑

𝜑
+ ~𝜔0

]︂
𝐺(𝑟, 𝑟′) = 𝛿(r−r′), (13)

𝐽 [𝜑(𝑟)] = 𝐸0 − 𝛼𝑙0(~𝜔0)
2
∫︁

𝑑r𝑑r′
𝜑(𝑟)𝐺(𝑟, 𝑟′)𝜑(𝑟′)

|r− r′|
.

(14)

Уравнения для амплитуды Φ𝑞 в (13) и функционал
поляронного состояния (14) зависят только от про-
бной функции электрона. Найти аналитические
решения неоднородного уравнения (13) для прои-
звольно заданной пробной функции 𝜑(𝑟) представ-
ляется сложным.
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Если в качестве пробной функции взять вол-
новую функцию основного состояния трехмерного
осциллятора

𝜑(𝑟) =
1

𝜋3/4

1

𝑎
3/2
𝑠

exp

(︂
− 𝑟2

2𝑎2𝑠

)︂
, 𝜔2

𝑠 =
𝑘

𝑚
,

𝑎𝑠 =

√︂
~

𝑚𝜔𝑠
, 𝐸n = ~𝜔𝑠 (𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 3/2)

(15)

с вариационным параметром 𝑎𝑠, то уравнение (13)
можно решить, разлагая ФГ по собственным фун-
кциям осциллятора

𝐺(𝑟, 𝑟′) =
∑︁
n

Ψn(𝑟)Ψn(𝑟
′)

𝐸n +𝑊
=

= ~𝜔𝑠

∑︁
n

Ψn(𝑟)Ψn(𝑟
′)

𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 +𝑊0
,

𝑊0 =
3

2
+

𝑊

~𝜔𝑠
.

(16)

Здесь Ψn(𝑟) – базис трехмерного осциллятора:

Ψn(𝑟) = Ψ𝑛1
(𝑥)Ψ𝑛2

(𝑦)Ψ𝑛3
(𝑧),

Ψ𝑛1(𝑥) =
1

𝜋1/4

1

𝑎
1/2
𝑠

1

(𝑛!)
1/2

1

(2
𝑛1)

1/2
×

× exp

(︂
− 𝑥2

2𝑎2𝑠

)︂
𝐻𝑛1

(︂
𝑥

𝑎𝑠

)︂
.

(17)

Далее, воспользовавшись соотношением

1

𝑐
=

∞∫︁
0

𝑑𝑡 exp(−𝑡𝑐) (18)

и формулой Мелера [12] для суммирования поли-
номов Эрмита

∞∑︁
𝑛1=0

(︂
𝑒−𝑡

2

)︂𝑛1 𝐻𝑛1 (𝑥/𝑎𝑠)𝐻𝑛1 (𝑥
′/𝑎𝑠)

𝑛1!
=

=
1√

1− 𝑒−2𝑡
exp

(︃
2𝑥𝑥′𝑒

−𝑡 − (𝑥
2
+ 𝑥′2)𝑒

−2𝑡

𝑎2𝑠(1− 𝑒−2𝑡)

)︃
, (19)

можно получить

𝐺(𝑟, 𝑟′) =
1

~𝜔𝑠𝜋3/2𝑎3𝑠
exp

(︃
−𝑟2 + 𝑟′

2

2𝑎2𝑠

)︃
×

×
∞∫︁
0

𝑑𝑡
𝑒−𝑡𝑊 0

[1− 𝑒−2𝑡]
3/2

exp

(︃
2rr′𝑒

−𝑡 − (𝑟
2
+ 𝑟′

2
)𝑒

−2𝑡

𝑎2𝑠(1− 𝑒−2𝑡)

)︃
.

(20)

Подставляя полученное выражение в функционал
(14) и проводя интегрирование по 𝑟 и 𝑟′ для по-
ляронной энергии (в единицах ~𝜔0), окончательно
имеем:

𝜀𝑝 =
3

2
𝜇2 +

3𝛾2

8𝜇2 − 𝛼

√︂
2

𝜋
𝜇

∞∫︁
0

𝑑𝑡
𝑒−𝑡√︀

1− exp(−2𝜇2𝑡)
,

𝜇 =
𝑙0
𝑎𝑠

, 𝛾 =
Ω

𝜔0
, Ω2 =

𝜒

𝑚
.

(21)

Здесь коэффициент 𝛾 характеризует безразмер-
ную силу конфайнмента. В адиабатическом пре-
деле сильной связи, оставляя в (16) только одно
слагаемое или разлагая подынтегральное выраже-
ние (21) в пределе 𝜇 → ∞, можно получить:

𝜀𝑝 =
3

2
𝜇2 +

3𝛾2

8𝜇2 − 𝛼

√︂
2

𝜋
𝜇. (22)

3. Обсуждение результатов

Полученный функционал (21) отличается от ра-
нее известных результатов [8–10] тем, что на эта-
пе его вывода использовали точное решение урав-
нения (13). При отсутствии конфайнмента 𝛾 = 0
(свободный полярон), из функционала (21) можно
получить критическую точку 𝛼𝑐 ≈ 5,8, такую,
что когда 𝛼 < 𝛼𝑐, электрон делокализуется. Для
сравнения результатов здесь приведём функцио-
нал, который получается методом параметризации
КП [9], (формула (8) из [9]):

𝐸𝑝 =
3

4
𝜇2 +

3

4

𝜔2

𝜇2
− 𝛼

2
√
2𝜋2

×

×
∫︁

𝑑q

𝑞2(1 + 𝑎2𝑞2/2)
exp

[︂
− (1− 𝑎)2𝑞2

2𝜇2

]︂
. (23)

Здесь 𝜇 – вариационный параметр пробной фун-
кции электрона, 𝑎 – вариационный параметр, вве-
денный в КП. Отметим, что в работе [9] знаме-
натель подынтегральной функции написан непра-
вильно 1 + 𝑎𝑞2/2. Функционал (23) можно полу-
чить также из (4) аппроксимацией 𝐹q(𝑟) =
= 𝑔qexp(−𝑖𝑎 qr), где 𝑔q определяется из условия
минимальности полной энергии.
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Заменяя 𝐸𝑝 → 𝜀𝑝, 𝜇 →
√
2𝜇, 𝜔 → Ω и выполняя

интегрирование по углам, из (23) получаем

𝜀𝑝 =
3

2
𝜇2 +

3

8

𝛾2

𝜇2
−

√
2

𝜋
𝛼×

×
∞∫︁
0

𝑑𝑞

1 + 𝑎2𝑞2/2
exp

[︂
− (1− 𝑎)2𝑞2

4𝜇2

]︂
. (24)

Для свободного полярона (𝛾 = 0) из функционала
(24) получается 𝛼𝑐 ≈ 8,5.

Таким образом, начиная с 𝛼 > 5,8, энергия сво-
бодного полярона (21) всегда ниже чем (24). По-
скольку внутри квантовой точки волновая функ-
ция электрона обычно локализована, то критиче-
ская точка 𝛼𝑐 подавляется.

Ниже в таблице сравниваются результаты ра-
счетов по формуле (21) с адиабатическим резуль-
татом (22) и с функционалом (24).

Видно, что наиболее точные оценки энергии по-
лучаются по формуле (21). Результаты, получен-
ные по формуле (22), становятся более справедли-
выми при большом значении 𝛾, так как именно при
условии сильного конфайнмента электрон стано-
вится более “горячим” и адиабатическое прибли-
жение выполняется лучше.

Полученный функционал полярона (14) зависит
только от пробной функции электрона, фононные
координаты полностью исключены. Для пробной
функции осциллятора появляется критическая то-
чка 𝛼𝑐 ≈ 5,8. Согласно Гроссу [11] это обусловле-
но сильной локализованностью этой функции. При
другом выборе пробной функции электрона, на-
пример, в виде (1 + 𝛾𝑟) exp(−𝛿𝑟) – решение (13)
затрудняется.

𝛼
Поляронная энергия 𝜀𝑝

𝛾 (21) (22) (24)

0,1 1 1,39 1,44 1,40
26 38,70 38,71 38,71
46 68,61 68,62 68,61

2 1 −0,78 0,24 −0,50

26 32,85 33,14 33,03
46 61,02 61,24 61,16

5,0 1 −4,39 −2,45 −3,49

26 23,21 23,89 23,64
46 48,63 49,16 48,97

Авторы благодарны В.Д. Лахно за полезное об-
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1. A.S. Alexandrov, in Nanotechnology for Electronic Materi-
als and Devices, edited by A. Korkin, E. Gusev, J.K. La-
banowski, and S. Luryi (Springer, New York, 2006), p. 305.

2. J.T. Devreese, V.M. Fomin, and E.P. Pokatilov, in Hand-
book of Semiconductor Nanostructures and Nanodevices,
Vol. 4, edited by A.A. Balandin and K.L. Wang (American
Scientific Publishers, Los Angeles, 2006), p. 339.

3. M. Galperin, M.A. Ratner, and A. Nitzan, J. Phys.:
Condens. Matter 19, 103201 (2007).

4. E.P. Pokatilov, S.N. Klimin, S.N. Balaban, and V.M. Fo-
min, Phys. Status Solidi B 189, 433 (1995).

5. E.P. Pokatilov, V.M. Fomin, S.N. Balaban, S.N. Klimin,
and J.T. Devreese, Phys. Status Solidi B 210, 879 (1998).

6. S.N. Klimin, E.P. Pokatilov, and V.M. Fomin, Phys. Status
Solidi B 184, 373 (1994).

7. K. Oshiro, K. Akai, and M. Matsuura, Phys. Rev. B 58,
7986 (1998).

8. S. Mukhopadhyay and A. Chatterjee, J. Phys.: Condens.
Matter 11, 2071 (1999).

9. P.M. Krishna, S. Mukhopadhyay, and A. Chatterjee, Phys.
Lett. A 360, 655 (2007).

10. В.М. Буймистров, С.И. Пекар, ЖЭТФ 32, 1193 (1957).
11. E.P. Gross, Ann. Phys. (NY) 8, 78 (1959).
12. Г. Бейтман, Высшие трансцендентные функции, под

ред. А. Эрдейи (Наука, Москва, 1973).
Получено 10.02.14

П.Ж.Байматов, Ш.Т. Iноятов

ВПЛИВ ПОЛЯРИЗАЦIЇ
СЕРЕДОВИЩА НА ЕЛЕКТРОННУ
ЕНЕРГIЮ В КВАНТОВIЙ ТОЧЦI

Р е з ю м е

Метод Буймiстрова–Пекара застосовано до розрахунку по-
ляронного зсуву електронного рiвня в квантовiй точцi. З
використанням параболiчної апроксимацiї конфайнмента,
диференцiальне рiвняння для амплiтуди змiщень фононiв
точно вирiшено методом функцiй Грiна. Порiвняно резуль-
тати рiзних наближень.

P.J. Baymatov, Sh.T. Inoyatov

INFLUENCE OF THE MEDIUM
POLARIZATION ON THE ENERGY
OF AN ELECTRON IN A QUANTUM DOT

S u m m a r y

The Buimistrov–Pekar method has been applied to calculate

the polaronic shift of the electron energy level in a quantum

dot. In the framework of the parabolic confinement approxi-

mation, the differential equation for the phonon amplitude is

exactly solved, by using the Green’s function method. The re-

sults of various approximations have been compared.
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