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ЧАСТОТНI МЕЖI
ДЛЯ ГРАФЕНОВОГО ПРОВIДНОГО КАНАЛУ,
ЗУМОВЛЕНI НАЯВНIСТЮ КВАНТОВОЇ ЄМНОСТI
ТА КIНЕТИЧНОЇ IНДУКТИВНОСТIУДК 539

На основi аналiзу кiнетичного рiвняння Больцмана для мезосистем показано, що при
розглядi динамiчної провiдностi графенового каналу слiд додатково враховувати кван-
тову ємнiсть i кiнетичну iндуктивнiсть, якi є аналогами електростатичної ємностi
i магнiтної iндуктивностi, але мають iншу фiзичну природу. Врахування наявностi
квантової ємностi й кiнетичної iндуктивностi призводить до появи максимуму iм-
педансу. У випадку, коли графеновий канал є iдеальним резистором Ландауера, який
електрон проходить без розсiяння, цей максимум вiдповiдає терагерцовому дiапазоновi
(i отже, ефект не погiршує частотних характеристик польових графенових транзи-
сторiв, якi працюють у гiгагерцовому дiапазонi). Однак для масивних графенових ка-
налiв, вирощених методом осаджування з парової фази, де транспорт електронiв має
дифузiйну природу, максимум вiдповiдає кiлогерцовому або мегагерцовому дiапазоновi
(залежно вiд рухливостi носiїв i довжини каналу).

К люч о в i с л о в а: графеновий провiдний канал, кiнетичне рiвняння Больцмана, кван-
това ємнiсть, кiнетична iндуктивнiсть.

Динамiчна провiднiсть квантових наносистем є ва-
жливою теоретичною задачею для наноелектронi-
ки (див., наприклад, [1]; виклад основних поло-
жень i пiдходiв цiєї запропонованої С. Датта кон-
цепцiї розгляду явищ наноелектронiки в пiдходi
“знизу-вгору” можна знайти у серiї оглядово-мето-
дологiчних статей Ю.М. Кругляка i М.В. Стрiхи,
якi друкувалися в журналi “Сенсорна електронi-
ка i мiкросистемнi технологiї”, починаючи з № 4 за
2012 рiк [2] i закiнчуючи № 1 за 2015 рiк).

Iснує велика кiлькiсть робiт, присвячених про-
вiдностi металiчних вуглецевих нанотрубок з ви-
користанням теорiї рiдини Латтiнджера (див., на-
приклад, [3–5]). Однак ця теорiя накладає жорс-
ткi обмеження на аналiзованi системи, й тому в
[6] було побудовано загальну теорiю з використан-
ням формалiзму мод провiдностi (див., наприклад,
[1, 2]), застосовну для систем рiзної розмiрностi –
вiд тривимiрних мезоскопiчних провiдникiв й до
одновимiрних квантових дротiв. У [6] було показа-
но, що, в результатi коректного розв’язання транс-
портного рiвняння Больцмана в мезоскопiчному
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провiднику, на додачу до звичайної електростати-
чної ємностi й електромагнiтної iндуктивностi ви-
никають також додатковi квантова ємнiсть i кiне-
тична iндуктивнiсть, роль яких у окремих випад-
ках може бути значною й визначати особливостi
динамiчної провiдностi системи.

Роль зазначених ефектiв для графену вивча-
лася, наприклад, у [7] у рамках дослiдження за-
дачi про високочастотнi межi для графенового
польового транзистора. У результатi застосуван-
ня процедури самоузгодженої квантової симуля-
цiї показано, що частота вiдсiчки цього транзи-
стора близька до частоти 1√

𝐿𝐶
, зумовленої кiнети-

чною iндуктивнiстю i квантовою ємнiстю iдеаль-
ного ландауерiвського графенового резистора (та-
кого, який електрон проходить, не розсiюючись [1,
2]) i дорiвнює близько 100 ГГц для графенового
каналу мiкронної довжини. Проте зменшення дов-
жини каналу до 10 нм дозволило на цей час екс-
периментально сягнути й терагерцового дiапазону
частот (див. [8] i посилання в нiй).

Водночас питання характерних частот для по-
рiвняно масивних графенових каналiв, далеких
вiд досконалостi резистора Ландауера, можли-
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Еквiвалентна схема для графенового провiдного каналу:
𝑅 – омiчний опiр каналу, 𝑅𝐶 – контактнi опори, 𝐶 – кван-
това ємнiсть, 𝐿 – кiнетична iндуктивнiсть

вiсть створення яких вiдкрила дешева технологiя
отримання графену осаджуванням з парової фа-
зи (CVD, [9]), досi лишалися поза розглядом. Во-
дночас такi питання є актуальними, оскiльки, на-
приклад, саме на CVD-графенi великих розмiрiв
(800 мкм× 200 мкм) було нещодавно реалiзовано
еталон квантового опору [10], який, за висновками
авторiв, має переваги перед дотеперiшнiми при-
строями на основi GaAs. Важливо, що при цьо-
му автори спостерiгали виразний резонанс на тлi
слабкої спадної лiнiйної частотної залежностi хол-
лiвського опору на частотi 3,3 кГц, який вони ква-
лiфiкували як артефакт невiдомого походження.

Надалi ми розглянемо електричне коло, що
включає графеновий резистор, до якого прикладе-
но змiнну напругу. Звернiмо увагу, що в бiльшостi
задач графенової фiзики пiд вольт-амперною хара-
ктеристикою розумiють залежнiсть струму в гра-
феновому каналi вiд напруги на затворi, змiною
якої забезпечується “легування” графену електро-
нами, або ж дiрками [11]. Однак у цьому випадку
ми вважаємо, що затвор заземлено. Як буде по-
казано нами далi, еквiвалентну схему для такого
кола, що включає графеновий канал, може бути
зображено на рисунку, де 𝑅𝑐 – контактнi опори
(для простоти вважаємо їх рiвними праворуч i лi-
воруч), 𝑅 – омiчний опiр графенового каналу, 𝐶 –
квантова ємнiсть, 𝐿 – кiнетична iндуктивнiсть, якi
виникають унаслiдок розв’язання кiнетичного рiв-
няння Больцмана за схемою, аналогiчною до [6].

Запишемо кiнетичне рiвняння Больцмана для
електрона, що рухається в графеновому каналi
мiж контактами вздовж осi 𝑥 (графеновий канал
лежить у площинi 𝑥𝑦), у стандартному виглядi:

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ v𝑥 ·∇𝑥𝑓 − 𝑒

~
E𝑥 ·∇𝑘𝑥 𝑓 = 𝑆int𝑓, (1)

де 𝑆int – iнтеграл зiткнень, а електричне поле по-
в’язане з електростатичним потенцiалом виразом

E𝑥 = �̂� 𝜕(𝑈/𝑒)/𝜕𝑥 (𝑒 – заряд електрона). З ураху-
ванням цього перепишемо (1) як:

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ v𝑥 ·∇𝑥𝑓 − 𝜕𝑈

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑝𝑥
= 𝑆int𝑓. (2)

В (1), (2) 𝑓 ≡ 1/ (exp (𝐸𝑚(𝑝, 𝑥, 𝑡)/𝑘𝑇 ) + 1) – нерiв-
новажна фермiвська функцiя розподiлу для еле-
ктрона, який рухається вздовж каналу зi швидкi-
стю v𝑥 та з двовимiрним iмпульсом, модуль яко-
го дорiвнює 𝑝, 𝐸𝑚(𝑝, 𝑥, 𝑡) – енергiя електрона, яка
враховує як вiдомий лiнiйний спектр графену, так
i наявнiсть дискретних рiвнiв, нумерованих iнде-
ксом 𝑚 та зумовлених квантуванням руху по осi 𝑧:

𝐸𝑚(𝑝, 𝑥, 𝑡) = 𝐸𝑚 ± 𝑣F𝑝+ 𝑈(𝑥, 𝑡)− 𝜇(𝑥, 𝑡), (3)

де 𝑈(𝑥, 𝑡) – електростатичний потенцiал, зумовле-
ний прикладеною до каналу напругою, 𝜇(𝑥, 𝑡) –
електрохiмiчний потенцiал (див., наприклад, [1,
2]), 𝑣F = 106 м/с [11].

З урахуванням (3) у рамках наближення слаб-
кого сигналу (що означає 𝜕𝑓

𝜕𝐸 ≈ 𝜕𝑓0
𝜕𝐸 , де 𝑓0 – рiвно-

важна фермiвська функцiя розподiлу), ми можемо
переписати другий i третiй доданки в лiвiй частинi
(2) як:

𝑣𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑣𝑥

𝜕𝑓𝑜
𝜕𝐸

𝜕(𝑈 − 𝜇)

𝜕𝑥
,

𝜕𝑈

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑝𝑥
=

𝜕𝑈

𝜕𝑥

𝜕𝑓0
𝜕𝐸

𝜕𝐸

𝜕𝑝𝑥
= 𝑣𝑥

𝜕𝑓0
𝜕𝐸

𝜕𝑈

𝜕𝑥
.

(4)

З урахуванням (4) перепишемо (2) як:

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑥

(︂
−𝜕𝑓𝑜
𝜕𝐸

)︂
𝜕𝜇

𝜕𝑥
= 𝑆int𝑓. (5)

Надалi домножимо (5) на (−𝑒)𝑣𝑥
𝑙 , де 𝑙 – довжина

графенового каналу мiж контактами, проведемо
пiдсумовування за всiма iмпульсами 𝑝 i квантови-
ми рiвнями 𝑚 i введемо час релаксацiї 𝜏 за фор-
мулою

𝐼

𝜏
= −𝑒

𝑙

∑︁
𝑚,𝑝

𝑣𝑥𝑆int𝑓. (6)

У режимi квазiрiвноважного балiстичного транс-
порту струм пропорцiйний рiзницi хiмпотенцiалiв
на контактах i середньому значенню числа мод
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провiдностi в околi рiвноважного значення потен-
цiалу в енергетичнiй смузi порядку kT (див., на-
приклад, [1, 2]):

𝐼 =
2𝑒

ℎ
⟨𝑀⟩𝑑𝜇, (7)

де

⟨𝑀⟩ = 𝜋

2

∑︁
𝑚,𝑝

~|𝑣𝑥|
(︂
−𝜕𝑓0
𝜕𝐸

)︂
. (8)

Звiдси струм запишемо як:

𝐼 =
𝑒

𝑙

∑︁
𝑚,𝑣𝑥>0

𝑣𝑥

(︂
−𝜕𝑓𝑜
𝜕𝐸

)︂
𝑑𝜇, (9)

а замiсть кiнетичного рiвняння (5) тепер маємо

𝜕𝐼

𝜕𝑡
+

𝐼

𝜏
=

1

𝐿

𝜕(𝜇/𝑒)

𝜕𝑥
, (10)

де в слабострумовому режимi введено кiнетичну
iндуктивнiсть 𝐿:

1

𝐿
=

𝑒2

𝑙

∑︁
𝑚,𝑝

𝑣2𝑥

(︂
−𝜕𝑓𝑜
𝜕𝐸

)︂
. (11)

Саме рiвняння (10) дозволяє трактувати величину
𝐿, що в системi СI має розмiрнiсть [Генрi], як iн-
дуктивнiсть, що має, однак, не електромагнiтну, а
кiнетичну природу, бо випливає з альтернативно-
го представлення кiнетичного рiвняння Больцма-
на для мезоскопiчної системи. Для випадку, коли
хiмпотенцiал змiнюється вздовж графенового ка-
налу рiвномiрно, а час релаксацiї достатньо вели-
кий, можна переписати (10) в простому виглядi,
що зв’язує струм з падiнням хiмпотенцiалу на ка-
налi:

𝐿
𝜕𝐼

𝜕𝑡
=

Δ𝜇

𝑒
. (12)

З iншого боку, сумарний заряд графенового кана-
лу одиничної ширини описується очевидним спiв-
вiдношенням

𝑄 = −𝑒𝑙
∑︁
𝑚,𝑝

𝑓(𝑚, 𝑝). (13)

Звiдси квантову ємнiсть можна ввести через фор-
мальне спiввiдношення

𝐶 =
𝑄𝑒

Δ𝜇
. (14)

З урахуванням (13) звiдси одержуємо

𝐶 =
𝑒2

𝑙

∑︁
𝑚,𝑝

(︂
−𝜕𝑓𝑜
𝜕𝐸

)︂
. (15)

Вирази (12), (14) дають пiдставу зобразити еквiва-
лентну схему графенового каналу так, як це пока-
зано на рисунку, а вирази (11), (15) дають значен-
ня кiнетичної iндуктивностi й квантової ємностi.

Пiдставивши до (11), (15) явний вигляд (3), мо-
жемо аналогiчно до [6] отримати наближенi вира-
зи для квантової ємностi й кiнетичної iндуктивно-
стi (при цьому ми вважали усереднену термiчно
швидкiсть електронiв у кожнiй з 𝑚 пiдзон однако-
вою):

𝐶 ≈ 2𝑒2𝑀 𝑙

ℎ𝑣F
, (16)

1

𝐿
≈ 2𝑒2𝑀

ℎ𝑣F𝑙

⟨︀
𝑣2𝑥
⟩︀
. (17)

Тут 𝑀 – загальне число пiдзон, яке наближено до-
рiвнює числу пiвдовжин де-Бройлiвської хвилi для
електрона, якi вкладаються в перерiзi графенового
каналу в площинi yz (перпендикулярно до струму)
[2, 6], ⟨...⟩ означає усереднення для електронiв, якi
рухаються вздовж осi 𝑥 (у напрямi струму).

Iмпеданс електричного кола, зображеного на ри-
сунку, описується вiдомим виразом:

𝑍 = 2𝑅𝑐 +
𝑅 (1− 𝜔2𝐿𝐶) + 𝜔2𝑅𝐿𝐶

(1− 𝜔2𝐿𝐶)2 + (𝜔𝑅𝐶)2
+

+ 𝑖
𝜔 𝐿(1− 𝜔2𝐿𝐶)− 𝜔𝑅2𝐶

(1− 𝜔2𝐿𝐶)2 + (𝜔𝑅𝐶)2
. (18)

Для 𝜔 = 0 рiвняння (18) приводить до тривiально-
го результату:

𝑍 = 2𝑅𝑐 +𝑅. (19)

Зi зростанням частоти прикладеної змiнної напру-
ги на частотi 𝜔𝑟, де уявна частина (18) робиться
рiвною нулевi й опiр кола максимальний, спостерi-
гатиметься резонанс. Ця частота визначається як:

𝜔𝑟 = 𝜔0

√︂
1− 𝑅2𝐶

𝐿
; 𝜔0 =

1√
𝐿𝐶

. (20)

З урахуванням (16), (17) видно, що для ⟨𝑣2𝑥⟩/𝑣2F ≪
≪ 1 виконується наближена рiвнiсть 𝜔𝑟 ≈ 𝜔0.
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Оцiнимо частоти, якi передбачаються виразом
(20). Для високоякiсного графенового резистора
Ландауера [2], де має мiсце балiстичний режим i
електрон проходить мiж контактами без розсiян-
ня, з урахуванням (3) одержуємо

⟨︀
𝑣2𝑥
⟩︀
≈ 𝑣2F. Звiдси

з (20) з урахуванням (16), (17) маємо

𝜔0 ∼
√︀
⟨𝑣2𝑥⟩/𝑙 = 𝑣F/𝑙. (21)

Цей вираз призводить до терагерцової частоти для
графенового каналу мiкронної довжини, що на по-
рядок бiльше, анiж передбачено чисельними симу-
ляцiями [7]. Розбiжнiсть частот зумовлена невра-
хуванням у нашому простому аналiзi часу рела-
ксацiї, який ми просто вважали достатньо великим
при переходi вiд (10) до (12).

Однак для довгого вирощеного методом CVD
графенового каналу, де рух електрона має дифу-
зiйний характер, а

√︀
⟨𝑣2𝑥⟩ ∼ 𝜇 �̄�𝑆𝐷, де 𝜇 – рухли-

вiсть електрона, а �̄�𝑆𝐷 – усереднене в часi електри-
чне поле мiж контактами, для поля �̄�𝑆𝐷 ∼ 103 В/м
i для рухливостi 𝜇 ∼ 1 м2/В·с (що є типовим значе-
нням для не надто досконалого CVD графену) ча-
стота матиме порядок мегагерцiв. Для ще менших
полiв i менших значень рухливостi легко отримати
й кiлогерцовi частоти (чим, можливо, пояснюється
резонанс у даних [10], а також резонанс на частотi
∼450 кГц у динамiчнiй провiдностi CVD графено-
вого каналу субмiлiметрових розмiрiв [12]).

Вiдзначмо, що наведенi вище результати є оцiно-
чними i отриманими в рядi наближень. Насампе-
ред, струм вважався однорiдним у напрямку 𝑦 (на-
ближення достатньо широкої графенової стрiчки).
Час релаксацiї в транспортному рiвняннi Больцма-
на вважався достатньо великим, аби перейти вiд
(10) до (12). Швидкостi термалiзованих електронiв
у рiзних пiдзонах вважалися однаковими. Крiм то-
го, знехтувано рiзними паразитарними ефектами,
якi неминуче мають мiсце в реальних системах.

Однак у рамках достатньо простої моделi пред-
ставлення кiнетичного рiвняння Больцмана для
мезоскопiчних систем, уперше розвиненої в [6], по-
казано, що наявнiсть кiнетичної iндуктивностi й
квантової ємностi не є перешкодою для досягнення
терагерцових частот у польових графенових тран-
зисторах iз мiкронною довжиною каналу (обмеже-
ння при цьому накладають процеси релаксацiї [7]).
Натомiсть у масивних графенових каналах, виро-
щених CVD методом, квантова ємнiсть i кiнетична
iндуктивнiсть приводять до частот кiлогерцового-

мегагерцового дiапазону. Таким чином, варiюючи
довжину каналу (вiд сотень мiкронiв до мiлiме-
трiв) i рухливiсть (у характерному для CVD гра-
фену iнтервалi 0,1–1 м2/Вс), можна сподiватися
отримати ефективнi фiльтри для вiдповiдного ча-
стотного дiапазону.
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цю роботу повiдомленням про свої експеримен-
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М.В.Стриха

ЧАСТОТНЫЕ ПРЕДЕЛЫ
ДЛЯ ГРАФЕНОВОГО ПРОВОДЯЩЕГО КАНАЛА,
ОБУСЛОВЛЕННЫЕ НАЛИЧИЕМ КВАНТОВОЙ
ЕМКОСТИ И КИНЕТИЧЕСКОЙ ИНДУКТИВНОСТИ

Р е з ю м е

На основе анализа кинетического уравнения Больцмана
для мезосистем показано, что при рассмотрении динами-
ческой проводимости графенового канала следует допол-
нительно учитывать квантовую емкость и кинетическую
индуктивность, которые являются аналогами электроста-
тической емкости и магнитной индуктивности, но имеют
иную физическую природу. Учет наличия квантовой емко-
сти и кинетической индуктивности приводит к появлению
максимума импеданса. В случае, когда графеновый канал
является резистором Ландауера, который электрон прохо-
дит без рассеяния, этот максимум соответствует терагер-
цовому диапазону (следовательно, эффект не ухудшает ча-
стотных характеристик полевых графеновых транзисторов,
которые работают в гигагерцовом диапазоне). Однако для
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массивных графеновых каналов, выращенных методом оса-
ждения из паровой фазы, где транспорт электронов имеет
диффузионную природу, максимум соответствует килогер-
цовому или мегагерцовому диапазону (в зависимости от по-
движности носителей и длины канала).

M.V. Strikha

FREQUENCY LIMITS FOR CONDUCTING
GRAPHENE CHANNEL CAUSED BY QUANTUM
CAPACITANCE AND KINETIC INDUCTANCE

S u m m a r y

By analyzing the Boltzmann kinetic equation for mesosystems,

it is shown that the quantum capacitance and the kinetic in-

ductance, which are analogs of the electrostatic capacitance

and the magnetic inductance, respectively, have to be taken

into consideration while studying the dynamic conductivity of

a graphene channel, despite their different physical nature. The

account of the quantum conductance and the kinetic inductiv-

ity leads to the appearance of a maximum of the impedance. In

the case where the graphene channel is an ideal Landauer resis-

tor crossed by an electron without scattering, this maximum

corresponds to the THz range (therefore, the effect does not

worsen the frequency characteristics of graphene FETs operat-

ing in the GHz range). However, for massive graphene channels

fabricated with the use of the CVD method, where the electron

transport has the diffusive nature, this maximum corresponds

to the kHz or MHz range depending on the carrier mobility

and the channel length.
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