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Проведено теоретичне дослiдження надлишкових властивостей майже iдеальних бi-
компонентних багаточастинкових сумiшей. На цьому шляху використовується пiдхiд
Кiрквуда–Баффа (КБ), який ґрунтується на визначеннi статистичних кореляцiйних
iнтегралiв. За допомогою апроксимацiї Перкуса–Йєвiка для функцiй розподiлу (ПФР)
та суперпозицiйного наближення для парцiальних структурних факторiв, отримано
спiввiдношення для опису стисливостi бiнарної системи в термiнах параметрiв мо-
нодисперсних фаз. У рамках моделi, яка спирається на апарат узагальнених функцiй,
отриманi аналiтичнi вирази для кореляцiйних iнтегралiв, якi наочно демонструють
залежнiсть вiд компактизацiї системи. Порiвняння результатiв теоретичних пiдхо-
дiв iз даними експериментального визначення стисливостi, яке здiйснюється за допо-
могою вимiрiв швидкостi звуку, пiсля введення корегуючої функцiї (яка залежить вiд
степеня впакування та вiд компонентного складу, i визначається шляхом порiвнян-
ня теоретичних розрахункiв та експериментальних даних), дозволило здiйснити опис
надлишкових властивостей бiкомпонентних систем.
Ключ о в i с л о в а: метод Кiрквуда–Баффа, бiкомпонентна сумiш, надлишковi власти-
востi, iзотермiчна стисливiсть.

1. Вступ

Дослiдження фiзичних властивостей простих бi-
компонентних сумiшей за допомогою методiв ста-
тистичної механiки є однiєю iз традицiйно акту-
альних i водночас складних задач статистичної фi-
зики розчинiв. Загальновiдомим теоретичним пiд-
ходом у цiй областi, який має статистичне обґрун-
тування, є пiдхiд Кiрквуда–Баффа (КБ) [1], який
дозволяє записати основнi термодинамiчнi величи-
ни в термiнах кореляцiйних iнтегралiв.

У рамках пiдходу КБ, використання суперпо-
зицiйного наближення для структурного факто-
ра 𝑆12(0), дозволило отримати вираз для iзотер-
мiчної стисливостi 𝛽

(12)
𝑇 в термiнах парцiальних

параметрiв монодисперсних фаз. Введення коре-
гуючої функцiї, визначення якої здiйснюється на
феноменологiчному рiвнi (у ролi феноменологiчної
бази були використанi данi експериментальних ви-
мiрiв швидкостi звуку та зв’язки цiєї величини iз
iзотермiчною стисливiстю), дає можливiсть здiй-
снити теоретичну iнтерпретацiю експерименталь-
них даних по вимiрюванню надлишкової стисли-
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востi бiнарного розчину на прикладi рiдкої сумiшi
CHCl3/CCl4.

Використання запропонованої у [2, 3] масштаб-
но-iнварiантної моделi ПФР, яка базується на апа-
ратi узагальнених функцiй, дозволило отримати
аналiтичнi вирази вiдповiдних кореляцiйних iн-
тегралiв, якi мiстять iнформацiю про впакуваль-
нi фракцiї компонентiв та дозволяють враховува-
ти феноменологiчну iнформацiю про стереологiчнi
параметри локальної структури. Отриманi спiв-
вiдношення наочно демонструють вплив морфо-
логiї локальної структури на надлишковi власти-
востi бiнарних систем. Поширення запропоновано-
го модельного пiдходу для опису вiдповiдних па-
раметрiв бiмодальних систем iз локальною стру-
ктурою, розвиненою у мезо- та макромасштабах,
зокрема – гранульованих матерiалiв, та деяких iн-
ших об’єктiв м’якої матерiї, буде здiйснено у окре-
мiй роботi.

2. Метод Кiрквуда–Баффа
та його застосування до визначення
iзотермiчної стисливостi

Слiдуючи [1], розглянемо бiнарну багаточастинко-
ву систему, яка складається з частинок сортiв 𝛼 та
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𝛽 та займає об’єм 𝑉 i введемо одно- та двочастин-
ковi функцiї 𝜌(1)𝛼 (𝑟1) та 𝜌

(2)
𝛼𝛽(𝑟1, 𝑟2), якi завдаються

за допомогою перетворення:∫︁
𝑉

𝑑𝑟1

∫︁
𝑉

𝑑𝑟2

[︁
𝜌
(2)
𝛼𝛽(𝑟1, 𝑟2)− 𝜌(1)𝛼 (𝑟1)

]︁
= ⟨𝑁𝛼𝑁𝛽⟩−

− ⟨𝑁𝛼⟩⟨< 𝑁𝛽⟩ − 𝛿𝛽𝛼⟨𝑁𝛼⟩, (1)

де 𝑁𝛼 – кiлькiсть частинок сорту 𝛼 в об’ємi 𝑉 ;
⟨...⟩ – позначає усереднення за ансамблем конфi-
гурацiй, а 𝛿𝛼𝛽 – дельта символ Кронекера. За до-
помогою (1) можуть бути визначенi парцiальнi ве-
личини типу:

𝜌(1)𝛼 (𝑟1) = 𝑐𝛼, 𝜌
(2)
𝛼𝛽(𝑟1, 𝑟2) = 𝑐𝛼𝑐𝛽𝑔𝛼𝛽(𝑟12), (2)

де 𝑐𝛼 = 𝑁𝛼

𝑉 – густина частинок, 𝑔𝛼𝛽(𝑟12) – парцi-
альна парна функцiя розподiлу. Кореляцiйний iн-
теграл (КБI), вiдповiдно, визначається за допомо-
гою спiввiдношення

𝐺𝑉
𝛼𝛽 =

1

𝑉

∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

(𝑔𝛼𝛽(𝑟12)− 1) 𝑑𝑟1𝑑𝑟2 =

= 𝑉
⟨𝑁𝛼𝑁𝛽⟩ − ⟨𝑁𝛼⟩⟨𝑁𝛽⟩

⟨𝑁𝛼⟩⟨𝑁𝛽⟩
− 𝛿𝛼𝛽

𝑐𝛼
. (3)

Складнiсть використання пiдходу КБ полягає
у обмеженостi iнформацiї про парцiальнi функцiї
розподiлу. Як для простих рiдин, так i для випад-
ку складних багаточастинкових систем визнаним
джерелом отримання iнформацiї про функцiї роз-
подiлу виступають експериментальнi вимiри ста-
тичних структурних факторiв, iз самоузгодженим
розв’язком зворотної задачi з реконструкцiї самої
функцiї розподiлу [ 2–6 ]. Структурний фактор
𝑆𝛼𝛽(k) сумiшi може бути записано у такому ви-
глядi:

𝑆𝛼𝛽(k) = 𝑥𝛼𝛿𝛼𝛽 + 𝑥𝛼𝑥𝛽𝜌ℎ̃𝛼𝛽(k), (4)

де 𝑥𝛼, 𝑥𝛽 – парцiальнi концентрацiї компонент роз-
чину, ℎ̃𝛼𝛽(k) – фур’є-образ прямої кореляцiйної
функцiї

ℎ𝛼𝛽(𝑟12) = 𝑔𝛼𝛽(𝑟12)− 1. (5)

Зв’язок мiж iзотермiчною стисливiстю бiкомпо-
нентної сумiшi та структурними факторами може

бути заданий за допомогою формули Кiрквуда–
Баффа [4]:

𝜌𝑘B𝑇𝛽
(12)
𝑇 =

=
𝑆11(0)𝑆22(0)− 𝑆2

12(0)

𝑥2𝑆22(0)− 𝑥(1− 𝑥)𝑆12(0) + (1− 𝑥)2𝑆11(0)
. (6)

Парцiальнi структурнi фактори монодиспер-
сних фаз 𝑆11(0) та 𝑆22(0) пов’язанi iз вiдповiдними
iзотермiчними стисливостями 𝛽

(1)
𝑇 та 𝛽

(2)
𝑇 за допо-

могою спiввiдношень

𝑆11(0) = 𝜌1𝑘B𝑇𝛽
(1)
𝑇 , 𝑆22(0) = 𝜌2𝑘B𝑇𝛽

(2)
𝑇 . (7)

Скористаємося суперпозицiйним наближенням
парцiального структурного фактора 𝑆12(0) у ви-
глядi

𝑆12(0) = 𝑆11(0)𝑆22(0) + 𝜖, (8)

де 𝜖 – корегуюча функцiя, яка визначається фено-
менологiчно.

Пiдставляючи (8) у (6), i залишаючи внески лi-
нiйнi за 𝜖, отримуємо

𝜌𝑘B𝑇𝛽
(12)
𝑇 =

=
1− 𝑆11(0)𝑆22(0)

𝑥2(𝑆11(0))−1 + (1− 𝑥)2(𝑆22(0))−1 − 𝑥(1− 𝑥)
+

+Ω(𝑥, 𝑆𝑖𝑖(0)) 𝜖. (9)

У формулi (9) доданок Ω(𝑥, 𝑆𝑖𝑖(0)) залежить лише
вiд параметрiв монодисперсних фаз.

3. Аналiтична модель
парної функцiї розподiлу

Для спрощення подальшого аналiзу розглянемо
модельний вираз для функцiї розподiлу, який ба-
зується на врахуваннi лише деяких рис структур-
ної морфологiї i має такий вигляд:

𝑔𝑖𝑗(𝑟) = Θ(𝑟 − 𝑑
(𝑖𝑗)
0 ) +𝐴𝑖𝑗𝛿(𝑟 − 𝑑

(𝑖𝑗)
1 ), (10)

де 𝑟 = |r1 − r2| ; r1 i r2 – координати видiленої пари
частинок; Θ i 𝛿 – узагальненi функцiї Хевiсайда
та Дiрака, вiдповiдно; величини 𝑑

(𝑖𝑗)
0 , 𝑑(𝑖𝑗)1 та 𝐴𝑖𝑗

будуть визначенi нижче. Детальний розгляд цiєї
моделi було надано у [2, 3].
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Рис. 1. Данi розрахункiв величини 𝛽𝑚 за допомогою спiв-
вiдношення (9). Кружечками зображено данi експеримен-
тiв, за якими здiйснювалось визначення корегуючої фун-
кцiї. Пунктиром – значення iзотермiчної стисливостi iде-
альної системи. На вставцi зображена поведiнка функцiї
Ω(𝑥, 𝑆𝑖𝑖(0)) 𝜖, яка вiдповiдає (9)

Рис. 2. Графiк залежностi надлишкової iзотермiчної сти-
сливостi 𝛽exc вiд концентрацiї компонент (для розчину
CCl4/CHCl3). Розрахунки здiйсненi за формулою (16) iз ви-
користанням у ролi 𝛽𝑚 рiвняння (9) та феноменологiчного
спiввiдношення (18)

Як вже згадувалось вище, функцiї типу (10)
описують найпростiшi структурнi риси, тобто, ска-
жiмо нульову ймовiрнiсть зближення будь-якої ви-
дiленої пари частинок на вiдноснi вiдстанi завмен-
шки 𝑑

(𝑖𝑗)
0 . При цьому 𝑑

(𝑖𝑗)
0 можна розглядати в ролi

дiаметра твердої сфери (iндекси i, j вiдповiдають
сорту молекул).

Таким чином, модельний вираз (10) наближено
описує ближнє впорядкування частинок у завдано-
му околi видiленої. Якщо 𝑑

(𝑖𝑗)
0 визначає “дiаметр”

частинки, тодi параметр 𝑑
(𝑖𝑗)
1 можна визначити за

допомогою масштабних параметрiв впорядкуван-
ня, наприклад, радiусiв координацiйних сфер 𝑏,
𝑑
(𝑖𝑗)
1 = 𝑏𝑑

(𝑖𝑗)
0 .

Користуючись (10) i розраховуючи кореляцiйнi
iнтеграли (3), отримуємо

𝐺𝑖𝑗 =
4

3
𝜋
(︁
𝑑
(𝑖𝑗)
0

3 − 𝑑
(𝑖𝑗)
1

3 + 3𝐴𝑖𝑗𝑑
(𝑖𝑗)
1

2
)︁
. (11)

Коефiцiєнт 𝐴𝑖𝑗 має бути знайдений за допомогою
умови нормування ПФР:

1

𝑉

∫︁
𝑉

𝑔𝑖𝑗(𝑟)𝑑𝑟 = 1, 𝐴𝑖𝑗 =
𝑉 − 8𝑉𝑖𝑗𝑁𝑖𝑗

4𝜋𝑁𝑖𝑗𝑏2𝑑
(𝑖𝑗)
0

2
, (12)

де 𝑉 – розмiр областi, яка розглядається; 𝑁𝑖𝑗 –
кiлькiсть частинок сорту 𝑖𝑗 у областi 𝑉 ; 𝑉𝑖𝑗 – об’єм

частинки сорту 𝑖𝑗; 𝑑(𝑖𝑗)0 =
𝑑
(1)
0 +𝑑

(2)
0

2 ;
Пiдстановка (11) у (12) дає

𝐺𝑖𝑗 = 𝑉𝑖𝑗

(︀
2− 𝜂𝑖𝑗 − 8𝑏3𝑖𝑗

)︀
, (13)

де 𝜂𝑖𝑗 – параметр впакування у монодисперсних та
бiкомпонентнiй фазах.

Iзотермiчна стисливiсть в рамках пiдходу КБ [1]
для монодисперсних систем пов’язана iз кореля-
цiйним iнтегралом таким чином:

𝛽𝑇 =
𝜌𝐺+ 1

𝑘B𝑇𝜌
. (14)

Узагальнення (14) на випадок бiкомпонентної
сумiшi має вигляд

𝛽𝑇 =
1

𝑘B𝑇

1 + 𝜌1𝐺1 + 𝜌2𝐺2 + 𝜌1𝜌2
(︀
𝐺1𝐺2 −𝐺2

12

)︀
𝜌1 + 𝜌2 + 𝜌1𝜌2 (𝐺1 +𝐺2 − 2𝐺12)

.

(15)

Спiввiдношення (13), (14) та (15) наочно демон-
струють залежнiсть 𝛽𝑇 вiд морфологiї локальної
структури, зокрема параметра впакування 𝜂. Iншi
параметри, якi визначають локальну стереологiю,
i, в свою чергу, залежать вiд парцiальних концен-
трацiй i степеня асиметрiї розчину, можуть бути
визначенi експериментально або за даними чисель-
ного моделювання.
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4. Надлишкова iзотермiчна стисливiсть

Дослiдження надлишкових термодинамiчних вла-
стивостей молекулярних систем є потенцiальним
джерелом iнформацiї про характер мiжмолекуляр-
ної взаємодiї. Так, у роботi [7] фiзичне походже-
ння надлишкових властивостей пояснюється при-
сутнiстю мiжмолекулярної взаємодiї мiж компо-
нентами розчину. Ключовим поняттям на цьому
шляху виступає так звана надлишкова властивiсть
макроскопiчної величини. Надлишковi властивостi
визначаються як вiдхилення експериментально ви-
мiрюваної (чи теоретично визначеної) характери-
стики вiд iдеальної (визначення якої становить
окрему задачу). Так, скажiмо, надлишкова iзотер-
мiчна стисливiсть 𝛽exc бiкомпонентного розчину
може бути визначена як

𝛽exc = 𝛽𝑚 − 𝛽𝑖𝑑, (16)

де 𝛽𝑚 – визначається за даними експерименталь-
них вимiрiв чи теоретичного моделювання, 𝛽𝑖𝑑 –
задається, наприклад, за допомогою рiвняння

𝛽𝑖𝑑 = (1− 𝑥)𝛽1 + 𝑥𝛽2. (17)

З метою використання феноменологiчних да-
них для перевiрки отриманих модельних спiввiд-
ношень скористаємося результатами, наведеними
у роботi [7], де були проведенi експериментальнi
вимiри швидкостi звуку у розчинi CCl4/CHCl3. За-
для визначення зв’язку швидкостi звуку та iзотер-
мiчної стисливостi в [8] було запропоновано фено-
менологiчне спiввiдношення

𝛽𝑇 =
1,38 · 10−8

(6,3 · 10−4𝑢1,5𝑛)
1,5 , (18)

де 𝑢 – швидкiсть звуку, 𝑛 – густина.
Спiввiдношення (18) добре узгоджується iз да-

ними вимiрiв iзотермiчної стисливостi для широ-
кого класу систем, в тому числi i бiкомпонентних
сумiшей.

На рис. 1 наведенi данi розрахункiв величини
𝛽𝑚, якi було зроблено за допомогою спiввiдноше-
ння (9). Кружечками зображенi данi експеримен-
тiв, за допомогою яких здiйснювалось визначення
функцiї Ω(𝑥, 𝑆𝑖𝑖(0)) 𝜖.

На рис. 2 наведенi результати розрахункiв на-
длишкової стисливостi для визначеної вище си-
стеми iз застосуванням пiдходу, викладеному у
роздiлi 2.

Очевидно, що при введеннi поправки результати
теоретичного розрахунку добре узгоджуються iз
експериментальними даними.

5. Висновки

У роботi проведено теоретичне дослiдження на-
длишкових властивостей бiкомпонентних багато-
частинкових систем. У рамках пiдходу КБ, iз ви-
користанням суперпозицiйного наближення для
структурного фактора, отримано вираз для iзотер-
мiчної стисливостi в термiнах парцiальних параме-
трiв монодисперсних фаз. На пiдставi запропоно-
ваного пiдходу здiйснено теоретичний опис надли-
шкових властивостей бiкомпонентного розчину на
прикладi CCl4/CHCl3, який добре узгоджується з
даними експериментальних вимiрiв.

Використання аналiтичної моделi ПФР у тер-
мiнах узагальнених функцiй дозволило отрима-
ти аналiтичнi вирази для кореляцiйних iнтегралiв.
Встановлено, що модельнi вирази КБI, завдяки
властивостям моделi ПФР, демонструють помiтну
залежнiсть вiд степеня впакування в детермiнова-
ному околi частинки. Використаний пiдхiд, фор-
мально, є масштабно-iнварiантним, а також спира-
ється на феноменологiчну iнформацiю про локаль-
ну структуру, отриману з альтернативних джерел.

З урахуванням сказаного вище, вкажемо на по-
тенцiйну можливiсть використання запропонова-
ного пiдходу до опису макроскопiчних параметрiв
не тiльки молекулярних мультикомпонентних си-
стем, а й полiдисперсних об’єктiв м’якої матерiї
iз складною морфологiєю, розвиненою у мезомас-
штабi.

Автори висловлюють подяку академiку А.Г. За-
городньому за плiдне обговорення представлених
результатiв, а також учасникам конференцiї
молодих вчених “Проблеми теоретичної фiзики”
(IТФ iм.М.М.Боголюбова, м.Київ, 2013), за за-
цiкавлену дискусiю.
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СТАТИСТИЧЕСКОЕ
ОПИСАНИЕ ИЗБЫТОЧНЫХ СВОЙСТВ
БИКОМПОНЕНТНЫХ СИСТЕМ

Р е з ю м е

Проведено теоретическое исследование избыточных
свойств почти идеальных бикомпонентных многочастич-
ных систем с использованием подхода Кирквуда–Баффа,
основанного на определении статистических корреляцион-
ных интегралов. При помощи аппроксимации Перкуса–
Йевика для функции распределения, с использованием су-
перпозиционного приближения для парциальных структур-
ных факторов, получены соотношения, описывающие сжи-
маемость бинарной смеси в терминах параметров монодис-
персных фаз. В рамках модели, основанной на аппарате
обобщенных функций, получены аналитические выраже-
ния для корреляционных интегралов, которые демонстри-
руют зависимость от компактизации системы. Сравнение

результатов теоретических расчетов, после введения кор-
ректирующей функции, с данными эксперимента по опреде-
лению сжимаемости, которая определялась путём измере-
ния скорости звука, показывает согласие теории с экспе-
риментом.

O.I.Gerasymov, M.M. Somov

STATISTICAL DESCRIPTION OF EXCESS
PROPERTIES OF MANY-PARTICLE BINARY SYSTEMS

S u m m a r y

Excess properties of almost ideal many-particle binary mix-

tures have been studied theoretically in the framework of the

Kirkwood–Buff approach based on the calculation of statistical

correlation integrals. With the help of the Percus–Yevick ap-

proximation for distribution functions and the superposition

approximation for partial structure factors, an expression de-

scribing the compressibility of binary system in terms of the

parameters of monodisperse phases is derived. Using general-

ized functions, analytical expressions for correlation integrals in

terms of component packing fractions are obtained. The theo-

retical results for the compressibility of a system are compared

with the experimental data on the sound velocity. In this case,

we introduce a correction function, which depends on the pack-

ing degree and the composition content and is determined by

fitting the experimental data. This allows us to describe the

excess properties of binary systems.
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