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ТЕРМОДИНАМIЧНА ТЕОРIЯ ЗБУРЕНЬ
ДЛЯ КЛАСИЧНИХ СИСТЕМ В НАБЛИЖЕННI
САМОУЗГОДЖЕНОГО ПОЛЯУДК 538.9

Запропоновано формулювання термодинамiчної теорiї збурень для багаточастинкової
системи класичних частинок, що засноване на виборi у ролi головного наближення мо-
делi самоузгодженого поля. Як приклад використання запропонованого пiдходу, розгля-
нуто систему частинок у просторово-однорiдному станi i в зовнiшнiх полях, що зро-
стають i спадають з вiдстанню вiд поверхнi. Пiдкреслено, що використання моделi
самоузгодженого поля як основного наближення дає можливiсть опису багаточастин-
кових систем з не малою густиною i не слабкою мiжчастинковою взаємодiєю, а також
фазових переходiв в них.
К люч о в i с л о в а: теорiя збурень, самоузгоджене поле, термодинамiчнi величини, густi
гази i рiдини.

1. Вступ

При обчисленнi термодинамiчних величин у ви-
падку, коли енергiя мiстить вiдносно малi члени,
якими у головному наближеннi можна знехтува-
ти, використовується теорiя збурень [1]. Як голов-
не наближення, найчастiше застосовується модель
iдеального газу, а роль малих членiв можуть вiдi-
гравати, наприклад, потенцiальна енергiя части-
нок у зовнiшнiм полi, або мiжчастинкова взаємо-
дiя, якщо вона вiдносно невелика. Однак вибiр мо-
делi iдеального газу як нульового наближення ви-
магає слабостi мiжчастинкової взаємодiї i не дозво-
ляє за допомогою теорiї збурень вивчати системи
з порушеними симетрiями, наприклад, переходи
в кристалiчний стан, за яких порушується транс-
ляцiйна симетрiя. Оскiльки явища, що зв’язанi з
порушенням симетрiї, зумовленi мiжчастинковою
взаємодiєю, то важливо якоюсь мiрою врахувати
взаємодiю частинок вже в головному наближеннi.
Таким природним наближенням, що зберiгає вiд-

c○ Ю.М. ПОЛУЕКТОВ, 2015

носну простоту опису й одночасно враховує мiж-
частинкову взаємодiю, є модель самоузгодженого
поля, яка широко застосовується пiд час вивчення
фазових переходiв, зокрема, мiж рiзними модифi-
кацiями простих кристалiв (див. [2, 3] i цитованi
там роботи). На важливiсть урахування ефектiв
самоузгодженого поля для опису явища криста-
лiзацiї систем нейтральних класичних частинок у
свiй час зверталася увага А.А. Власовим [4]. Ви-
користання моделi самоузгодженого поля виявля-
ється важливим i в теорiї рiдкого стану [5, 6], де
енергiя взаємодiї частинок не може розглядатися
як мала поправка до кiнетичної енергiї. Особливо
суттєве використання самоузгодженого опису при
вивченнi неоднорiдних станiв рiдини, зокрема, по-
верхневих явищ [7].

Запропонований у статтi варiант термодинамi-
чної теорiї збурень для багаточастинкових систем,
що описуються класичною механiкою, дозволяє
знаходити поправки до результатiв, якi отрима-
нi у наближеннi самоузгодженого поля. При цьо-
му, як показано на прикладi моделi квантового
ангармонiчного осцилятора [8, 9], теорiя збурень
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виявляється застосовною й у тому випадку, коли
взаємодiя мiж частинками не є слабкою. Запро-
поноване формулювання близьке до пiдходу, що
використовувався автором при побудовi квантово-
польової теорiї збурень для фермi- [10] i бозе-
систем [11]. У данiй роботi сформульована модель
самоузгодженого поля й одержане нелiнiйне рiвня-
ння для одночастинкової функцiї розподiлу. Зна-
йдено поправку другого порядку до конфiгура-
цiйного iнтеграла i вiльної енергiї. За допомогою
отриманих загальних спiввiдношень, зокрема роз-
глянутi просторово-однорiдна система i система в
зовнiшнiх полях, що зростають i спадають з вiд-
станню вiд поверхнi. Розвинутий пiдхiд може бути
використаний для опису густих газiв i рiдин, по-
верхневих явищ i фазових переходiв.

2. Модель самоузгодженого
поля як головне наближення

Сформулюємо термодинамiчну теорiю збурень
для класичних систем, що характеризуються га-
мiльтонiаном

𝐻(𝑝, 𝑞) = 𝑇 (𝑝) + 𝑈(𝑞), (1)

де 𝑝 ≡ {p1,p2, ...,p𝑁} – iмпульси, 𝑞 ≡ {r1, r2, ...,
r𝑁} – координати, 𝑁 – загальне число частинок,

𝑇 (𝑝) =

𝑁∑︁
𝑖=1

p2
𝑖

2𝑚
(2)

– кiнетична енергiя, 𝑚 – маса частинки. Потенцi-
альна енергiя 𝑈(𝑞) враховує взаємодiю з зовнiшнiм
полем 𝑈0(r) i парну взаємодiю частинок:

𝑈(𝑞) =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑈0(r𝑖) +
1

2

𝑁∑︁
𝑖 ̸=𝑗=1

𝑈(r𝑖, r𝑗), (3)

причому 𝑈(r𝑖, r𝑗) = 𝑈(r𝑗 , r𝑖).
Статистична сума 𝑍 =

∫︀
𝑒−𝛽𝐻(𝑝,𝑞)𝑑Γ, де 𝑑Γ =

= 𝑑𝑝 𝑑𝑞
⧸︀
(𝑁 !ℎ3𝑁 ), ℎ – стала Планка, 𝛽 = 𝑇−1 –

обернена температура, пiсля iнтегрування по iм-
пульсах набуває вигляду

𝑍 =

(︂
2𝜋𝑚𝑇

ℎ2

)︂3𝑁/2
𝑍𝑄

𝑁 !
,

де конфiгурацiйний iнтеграл:

𝑍𝑄 =

∫︁
𝑒−𝛽𝑈(𝑞)𝑑𝑞. (4)

Густина iмовiрностi знайти систему в станi з набо-
ром координат {𝑞} є

𝑤(𝑞) =
exp

[︀
− 𝛽𝑈(𝑞)

]︀
𝑍𝑄

. (5)

У бiльшостi випадкiв як збурення розглядається
мiжчастинкова взаємодiя. Це виправдано для роз-
рiджених систем зi слабкою взаємодiєю. Для гу-
стих сильновзаємодiючих систем таке наближення
неправомiрне. У цьому разi теорiю збурень зручно
переформулювати, видiливши самоузгоджене по-
ле i виключивши його зi збурення, як це було зро-
блено для квантових багаточастинкових фермi- i
бозе-систем у [10, 11]. Таким чином, взаємодiя мiж
частинками приблизно враховується вже в голов-
ному наближеннi.

Перш нiж будувати теорiю збурень, введемо в
теорiю самоузгоджене поле, представивши взаємо-
дiю (3) у виглядi

𝑈(𝑞) = 𝑉 (𝑞) +𝑊 (𝑞), (6)

де

𝑉 (𝑞) ≡
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑈0(r𝑖) + �̃�(𝑞) + 𝐸0,

𝑊 (𝑞) ≡ 𝑈2(𝑞)− �̃�(𝑞)− 𝐸0.

(7)

Тут 𝑈2(𝑞) ≡ 1
2

∑︀𝑁
𝑖 ̸=𝑗=1𝑈(r𝑖, r𝑗) – потенцiальна

енергiя парної взаємодiї, �̃�(𝑞) =
∑︀𝑁

𝑖=1 �̃�(r𝑖) – по-
тенцiальна енергiя частинок у самоузгодженому
полi, конкретний вигляд якої буде знайдено пiзнi-
ше. Енергiю 𝑉 (𝑞) будемо вважати головним набли-
женням, а 𝑊 (𝑞) – збуренням. Оскiльки

𝑉 (𝑞) ≡
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑉 (r𝑖) + 𝐸0,

де

𝑉 (r𝑖) ≡ 𝑈0(r𝑖) + �̃�(r𝑖),

то в головному наближеннi конфiгурацiйний iнте-
грал (4) має вигляд

𝑍
(0)
𝑄 = 𝑒−𝛽𝐸0𝑧𝑁 , (8)

де 𝑧 ≡
∫︀
𝑒−𝛽𝑉 (r)𝑑r. У цьому наближеннi iмовiр-

нiсть знайти систему в конфiгурацiї з координата-
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ми {𝑞} може бути представлена як добуток одно-
частинкових функцiй розподiлу 𝑓(r) = 𝑒−𝛽𝑉 (r)/𝑧:

𝑤(0)(𝑞) =

𝑁∏︁
𝑖=1

𝑓(r𝑖). (9)

Функцiя розподiлу нормована умовою
∫︀
𝑓(r)𝑑r = 1.

3. Рiвняння для функцiї розподiлу

Визначимо самоузгоджене поле з вимоги макси-
мальної близькостi апроксимуючої потенцiальної
енергiї 𝑉 (𝑞) до точної потенцiальної енергiї. З цi-
єю метою введемо функцiонал

𝐼 ≡
⟨︀
𝑈(𝑞)− 𝑉 (𝑞)

⟩︀
=

⟨︀
𝑊 (𝑞)

⟩︀
(10)

i проварiюємо його по одночастинковiй функцiї
розподiлу, поставивши вимогу щоб 𝛿𝐼 = 0. Кутовi
дужки у формулi (10) i подальше означають усе-
реднення з густиною iмовiрностi (9). У результатi
одержуємо вираз для потенцiальної енергiї частин-
ки у самоузгодженому полi

�̃�(r) = (𝑁 − 1)

∫︁
𝑈(r, r′)𝑓(r′) 𝑑r′. (11)

Зауважимо, що такий cамий вираз для потенцiаль-
ної енергiї може бути отриманий i з вимоги мi-
нiмуму вiльної енергiї, розрахованої в моделi са-
моузгодженого поля. Спiввiдношення (11), разом
з визначенням одночастинкової функцiї розподiлу
𝑓(r) = 𝑒−𝛽𝑉 (r)

⧸︀
𝑧, приводить до рiвняння

𝑓(r) = 𝑧−1 exp

{︂
−𝛽

[︂
𝑈0(r)+

+ (𝑁 − 1)

∫︁
𝑈(r, r′)𝑓(r′) 𝑑r′

]︂}︂
, (12)

де 𝑧 ≡
∫︀
𝑒−𝛽[𝑈0(r)+�̃�(r)] 𝑑r. Отримане нелiнiйне iн-

тегральне рiвняння дозволяє знайти функцiю роз-
подiлу i тим самим потенцiальну енергiю частинки
в самоузгодженому полi (11). Воно може мати за-
лежнi вiд координат рiшення i у разi вiдсутностi
зовнiшнього поля i, отже, описувати фазовi пере-
ходи з порушенням трансляцiйної симетрiї, напри-
клад, у кристалiчний стан. Вiдзначимо, що рiвня-
ння типу (12) було запропоновано Власовим [4] i
потiм використовувалося для опису кристалiчного
стану i полiморфних перетворень [2, 3]. Застосува-
ння варiацiйного принципу Боголюбова дозволяє
розвинути варiацiйний метод рiшення рiвняння са-
моузгодженого поля (12) [2, 3].

4. Поправка другого
порядку до вiльної енергiї

З точнiстю до членiв другого порядку конфiгура-
цiйний iнтеграл (4) записується у виглядi

𝑍𝑄 = 𝑧𝑁𝑒−𝛽𝐸0

[︂
1− 𝛽

⟨︀
𝑊 (𝑞)

⟩︀
+

𝛽2

2!

⟨︀
𝑊 (𝑞)2

⟩︀]︂
. (13)

Невизначену поки що величину 𝐸0 виберемо з ви-
моги, щоб поправка першого порядку дорiвнювала
нулю

⟨︀
𝑊 (𝑞)

⟩︀
= 0, тому 𝐸0 ≡

⟨︀
𝑈2(𝑞)

⟩︀
−
⟨︀
�̃�(𝑞)

⟩︀
або

𝐸0 = −𝑁(𝑁 − 1)

2

∫︁
𝑈(r, r′)𝑓(r)𝑓(r′) 𝑑r 𝑑r′. (14)

З урахуванням цього, збурення (7) набуває ви-
гляду
𝑊 (𝑞) ≡

[︁
𝑈2(𝑞)−

⟨︀
𝑈2(𝑞)

⟩︀]︁
−
[︁
�̃�(𝑞)−

⟨︀
�̃�(𝑞)

⟩︀]︁
, (15)

внаслiдок чого⟨︀
𝑊 2(𝑞)

⟩︀
=

=
[︁⟨︀
𝑈2
2 (𝑞)

⟩︀
−
⟨︀
𝑈2(𝑞)

⟩︀2]︁
+
[︁⟨︀
�̃�2(𝑞)

⟩︀
−

⟨︀
�̃�(𝑞)

⟩︀2]︁−
− 2

[︁⟨︀
𝑈2(𝑞) �̃�(𝑞)

⟩︀
−
⟨︀
𝑈2(𝑞)

⟩︀⟨︀
�̃�(𝑞)

⟩︀]︁
, (16)

де усереднення, як i ранiш, вiдбувається з густи-
ною iмовiрностi (9). Таким чином, поправка до го-
ловного наближення виникає тiльки в другому по-
рядку, а для її розрахунку необхiдно обчислити
середнi квадратичнi флуктуацiї самоузгодженої i
парної потенцiальних енергiй. Зауважимо, що цi
величини пропорцiйнi числу частинок.

Попередньо введемо позначення для середнiх
вiд потенцiальної енергiї двочастинкової взаємодiї
та її квадрата:⟨︀
𝑈(1, 2)

⟩︀
≡

∫︁
𝑈(r, r′)𝑓(r)𝑓(r′) 𝑑r 𝑑r′,⟨︀

𝑈2(1, 2)
⟩︀
≡

∫︁
𝑈2(r, r′)𝑓(r)𝑓(r′) 𝑑r 𝑑r′,⟨︀

𝑈(1, 2)𝑈(1, 3)
⟩︀
≡

≡
∫︁

𝑈(r, r′)𝑈(r, r′′)𝑓(r)𝑓(r′)𝑓(r′′) 𝑑r 𝑑r′ 𝑑r′′.

(17)

З урахуванням (17) середнi значення самоузгодже-
ної i парної потенцiальних енергiй даються форму-
лами⟨︀
�̃�(𝑞)

⟩︀
= 2

⟨︀
𝑈2(𝑞)

⟩︀
= 𝑁(𝑁 − 1)

⟨︀
𝑈(1, 2)

⟩︀
, (18)
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а середнi вiд квадратiв цих потенцiальних енергiй
i їх добуткiв мають вигляд⟨︀
�̃�2(𝑞)

⟩︀
= 𝑁(𝑁 − 1)2

⟨︀
𝑈(1, 2)𝑈(1, 3)

⟩︀
+

+𝑁(𝑁 − 1)3
⟨︀
𝑈(1, 2)

⟩︀2
, (19)⟨︀

𝑈2
2 (𝑞)

⟩︀
=

1

2
𝑁(𝑁 − 1)

⟨︀
𝑈2(1, 2)

⟩︀
+

+𝑁(𝑁 − 1)(𝑁 − 2)
⟨︀
𝑈(1, 2)𝑈(1, 3)

⟩︀
+

+
1

4
𝑁(𝑁 − 1)(𝑁 − 2)(𝑁 − 3)

⟨︀
𝑈(1, 2)

⟩︀2
, (20)⟨︀

�̃�(𝑞)𝑈2(𝑞)
⟩︀
= 𝑁(𝑁 − 1)2

⟨︀
𝑈(1, 2)𝑈(1, 3)

⟩︀
+

+
1

2
𝑁(𝑁 − 1)2(𝑁 − 2)

⟨︀
𝑈(1, 2)

⟩︀2
. (21)

У пiдсумку, знаходимо

⟨︀
𝑊 2(𝑞)

⟩︀
=

𝑁(𝑁 − 1)

2
×

×
[︁⟨︀
𝑈2(1, 2)

⟩︀
− 2

⟨︀
𝑈(1, 2)𝑈(1, 3)

⟩︀
+
⟨︀
𝑈(1, 2)

⟩︀2]︁
. (22)

Зазначимо, що для розрахункiв середнiх величин
може ефективно бути використаний метод куму-
лянтних розвинень [12].

Вiльна енергiя 𝐹 = −𝑇 ln𝑍 з точнiстю до по-
правки другого порядку визначається формулою

𝐹 = 𝐸0 −𝑁𝑇

[︃
1 + ln

𝑧

𝑁

(︂
2𝜋𝑚𝑇

ℎ2

)︂3/2]︃
− 1

2𝑇

⟨︀
𝑊 2(𝑞)

⟩︀
.

(23)

Першi два доданки в (23) дають вiльну енергiю 𝐹0

в наближеннi самоузгодженого поля, яка з ураху-
ванням (14) набуває вигляду

𝐹0 = −𝑁(𝑁 − 1)

2

∫︁
𝑈(r, r′)𝑓(r)𝑓(r′) 𝑑r 𝑑r′ −

−𝑁𝑇

[︃
1 + ln

𝑧

𝑁

(︂
2𝜋𝑚𝑇

ℎ2

)︂3/2]︃
. (24)

5. Просторово-однорiдна система

Як вiдзначалося вище, запропоноване формулю-
вання теорiї збурень найбiльш ефективне для те-
оретичного дослiдження просторово-неоднорiдних
систем у зовнiшнiм полi або в станi з порушеною

трансляцiйною симетрiєю. Проте, спочатку роз-
глянемо найбiльш простий випадок просторово-
однорiдної системи, припускаючи, що 𝑈0(r) = 0 i
𝑈(r, r′) = 𝑈(|r−r′|). При цьому функцiя розподiлу
i самоузгоджене поле не залежать вiд координат,
так що

𝑓 =
1

𝑉
, 𝑧 = 𝑉 𝑒−𝛽�̃�,

�̃� =
𝑁 − 1

𝑉
𝑈I, 𝐸0 = −𝑁(𝑁 − 1)

2𝑉
𝑈I,

(25)

а також⟨︀
𝑈(1, 2)

⟩︀
=

𝑈I

𝑉
,

⟨︀
𝑈2(1, 2)

⟩︀
=

𝑈II

𝑉
,⟨︀

𝑈(1, 2)𝑈(1, 3)
⟩︀
=

𝑈2
I

𝑉 2
,

(26)

де 𝑉 – об’єм системи та

𝑈I = 4𝜋

∞∫︁
0

𝑈(𝑟)𝑟2𝑑𝑟, 𝑈II = 4𝜋

∞∫︁
0

𝑈2(𝑟)𝑟2𝑑𝑟. (27)

На малих вiдстанях має мiсце сильне вiдштовху-
вання частинок. Тому для модельних потенцiа-
лiв, таких як потенцiал Леннард-Джонса [5, 6],
якi швидко зростають на малих вiдстанях, iнтег-
рали (27) розходяться. Роль короткодiючих сил
у класичних багаточастинкових системах розгля-
нута в [12].

Зазначимо, що використання модельних потен-
цiалiв, якi прямують до нескiнченностi на малих
вiдстанях, унаслiдок того, що в них вiдсутнiй фу-
р’є-образ, приводить до значних труднощiв. Зокре-
ма, цi потенцiали не дозволяють розрахувати дов-
жину розсiяння, через яку виражається перерiз
розсiяння при малих енергiях. Вимога “непроник-
ностi” атомiв при як завгодно високих тисках є
надто жорсткою, оскiльки повинен iснувати тиск,
за якого атом буде “роздавлений” i перестане iсну-
вати як окрема структурна одиниця. Тому, на наш
погляд, фiзично обґрунтованим i природним є ви-
користання потенцiалiв, приймаючих скiнчене зна-
чення на малих вiдстанях. Необхiдно також зазна-
чити, що квантово-хiмiчнi розрахунки дають по-
тенцiали, якi мають саме таку властивiсть [13, 14].

У найпростiшому випадку може бути використа-
ний потенцiал

𝑈(𝑟) =
{︁
𝑈𝑚, 𝑟 < 𝑟0,
0, 𝑟 > 𝑟0,

(28)
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(модель “напiвпрозорої” сфери) для якого

𝑈I =
4𝜋

3
𝑈𝑚𝑟30, 𝑈II =

4𝜋

3
𝑈2
𝑚𝑟30. (29)

Вiдзначимо, що величина 𝑈I безпосередньо зв’я-
зана з величиною, що спостерiгається – довжи-
ною розсiювання 𝑎0 = 𝑚𝑈I

⧸︀
4𝜋~2. У даному випад-

ку вiльна енергiя, у моделi самоузгодженого по-
ля в термодинамiчнiй границi 𝑁 → ∞, 𝑉 → ∞ i
𝑛 = 𝑁/𝑉 = const, має вигляд

𝐹0 = 𝑁

{︃
𝑛𝑈I

2
− 𝑇

[︃
1 + ln

1

𝑛

(︂
2𝜋𝑚𝑇

ℎ2

)︂3/2]︃}︃
. (30)

Перший доданок у (30) визначає внесок, що дає у
вiльну енергiю мiжчастинкова взаємодiя. З ураху-
ванням того, що⟨︀
𝑊 2(𝑞)

⟩︀
= 𝑁

𝑛𝑈II

2
, (31)

одержуємо поправку другого порядку до вiльної
енергiї:

𝐹2 = −𝑁
𝑛𝑈II

4𝑇
. (32)

Для застосовностi теорiї збурень необхiдно, щоб
𝐹2 ≪ 𝐹0. Тут маємо двi можливостi. Якщо 𝑛𝑈I ≫
≫ 𝑇 , то повиннi разом виконуватися двi умови

𝑇

𝑈𝑚
≪ (𝑟0/𝑙)

3,
𝑇

𝑈𝑚
≫ 1, (33)

де 𝑙 = 𝑛−1/3 – середня вiдстань мiж частинка-
ми, а Λ ≡

(︀
2𝜋~2

⧸︀
𝑚𝑇

)︀1/2 – теплова довжина хвилi
частинки, 𝑟0 – характерний радiус дiї мiжчастин-
кового потенцiалу. Для застосовностi класичного
опису необхiдно, щоб Λ ≪ 𝑙. З урахуванням визна-
чення довжини розсiяння, умови (33) можуть бути
записанi у виглядi

𝑟30
𝑎0Λ2

≫ 1,
𝑙3

𝑎0Λ2
≪ 1. (34)

Реалiзацiя таких умов у принципi можлива при ду-
же великих густинах, таких, що 𝑟0 ≫ 𝑙, але реаль-
но навряд чи здiйсненна.

В iншому граничному випадку 𝑛𝑈I ≪ 𝑇 , що
еквiвалентно 𝑙3 ≫ 𝑎0Λ

2, необхiдно щоб

𝑛𝑈II ≪ 𝑇 2, 𝑙3 ≫ 𝑎20Λ
4

𝑟30
. (35)

Данi вимоги виконуються при малих густинах.
Слiд звернути увагу, що сама по собi мiжчастинко-
ва взаємодiя, яка характеризується довжиною роз-
сiювання, не передбачається малою, а умови засто-
совностi теорiї збурень визначаються спiввiдноше-
ннями мiж характерними довжинами 𝑎0, 𝑟0, 𝑙,Λ.

Тиск, з урахуванням поправки другого набли-
ження, визначається за формулою

𝑝 = 𝑛𝑇 +
𝑛2

2

(︂
𝑈I −

𝑈II

2𝑇

)︂
= 𝑛𝑇

[︀
1 +𝐵(𝑇 )𝑛

]︀
. (36)

З цiєї формули випливає вираз для вiрiального ко-
ефiцiєнта

𝐵(𝑇 ) =
1

2𝑇

(︂
𝑈I −

𝑈II

2𝑇

)︂
. (37)

Як вiдзначалося вище (33), при 𝑛𝑈I ≫ 𝑇 повинно
бути 𝑈II

⧸︀
𝑇 ≪ 𝑈I, так що в цьому випадку знак вi-

рiального коефiцiєнта визначається знаком 𝑈I (27)
чи довжини розсiювання. При 𝑇 ≫ 𝑛𝑈I обидва
внески у 𝐵(𝑇 ) вiд 𝑈I i 𝑈II можуть бути одного
порядку. У цьому випадку з (37) може бути ви-
значена температура Бойля 𝐵(𝑇B) = 0:

𝑇B =
𝑈II

2𝑈I
=

𝑈𝑚

2
. (38)

Якщо виконана умова 𝑏𝑛 ≪ 1, де 𝑏 = 16𝜋𝑟30/3, то
рiвняння (36) може бути записане у формi рiвня-
ння Ван-дер-Ваальса:(︀
𝑝+ 𝑎𝑛2

)︀(︀
1− 𝑏𝑛

)︀
= 𝑛𝑇, (39)

де 𝑎 = (2𝜋/3)𝑟30𝑈𝑚[8𝑇/𝑈𝑚 + 𝑈𝑚/2𝑇 − 1]. У теорiї
Ван-дер-Ваальса параметр 𝑎 передбачається пози-
тивним i незалежним вiд температури. У даному
випадку знак 𝑎 визначається знаком мiжчастинко-
вої взаємодiї. При вiдштовхуваннi 𝑈𝑚 > 0 також
𝑎 > 0. Крiм того, у використаному наближеннi 𝑎
залежить вiд температури, причому для потенцiа-
лу (28) його знак зi змiною температури не змiню-
ється.

Випишемо також вираз для ентропiї 𝑆 =
= −(𝜕𝐹/𝜕𝑇 )𝑉 з урахуванням поправки другого
порядку:

𝑆 = 𝑁

[︃
5

2
+ ln

1

𝑛

(︂
2𝜋𝑚𝑇

ℎ2

)︂3/2]︃
−𝑁

𝑛𝑈II

4𝑇 2
. (40)
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Тут другий доданок дає поправку на взаємодiю до
формули Сакура–Тетроде [15]. Внесок вiд цiєї по-
правки зменшується зi збiльшенням температури.
Зауважимо, що приведенi результати для тривi-
ального просторово-однорiдного випадку могли б
бути отриманi i за допомогою стандартної термо-
динамiчної теорiї збурень [1]. При цьому урахуван-
ня поправки першого порядку еквiвалентно набли-
женню самоузгодженого поля. Вiдмiннiсть даного
пiдходу у тому, що внесок ефектiв самоузгоджено-
го поля не передбачається малим у порiвняннi з
результатами для моделi iдеального газу. Поправ-
ки другого порядку в цьому окремому випадку
в обох пiдходах збiгаються. Використання пiдхо-
ду, що розвивається, не зводиться до стандартної
теорiї збурень i виявляється суттєвим при опису
просторово-неоднорiдних станiв i фазових перехо-
дiв з порушенням трансляцiйної симетрiї.

6. Система у однорiдному
зовнiшньому полi

Розглянемо у даному пiдходi систему в зовнiшньо-
му полi. Рiвняння самоузгодження (12) може бути
представлене у виглядi

𝑓(r) = 𝑓(r) exp
[︀
𝛽(𝜇− 𝜇0)

]︀
×

× exp

[︂
−𝛽(𝑁 − 1)

∫︁
𝑈(r, r′)𝑓(r′)𝑑r′

]︂
, (41)

де хiмiчний потенцiал 𝜇 визначений формулою
𝑧 = 𝑒−𝛽𝜇. Тут також введена функцiя розподiлу
частинок у зовнiшньому полi за вiдсутностi взає-
модiї мiж частинками 𝑓(r) = exp

{︀
−𝛽 [𝑈0(r)− 𝜇0]

}︀
,

причому 𝑒−𝛽𝜇0 =
∫︀
𝑒−𝛽𝑈0(r)𝑑r.

Нехай багаточастинкова система з мiжчастин-
ковим потенцiалом 𝑈(r, r′) = 𝑈(|r − r′|) знахо-
диться в полi 𝑈0(𝑥) i займає пiвпростiр 𝑥 > 0.
Тут варто розрiзняти двi можливостi. Перший ви-
падок, коли потенцiал 𝑈0(𝑥) зростає зi збiльшен-
ням 𝑥. Прикладом може служити однорiдне поле
𝑈0(𝑥) = 𝑔𝑥. У цьому полi функцiя розподiлу на не-
скiнченностi прямує до нуля i, отже, усi частинки
зосередженi в основному поблизу поверхнi, а гу-
стина числа частинок спадає з вiдстанню. В дру-
гому випадку, поле по абсолютнiй величинi спадає
з вiдстанню, прямуючи до нуля на нескiнченностi.
Прикладом може служити потенцiал сил Ван-дер-
Ваальса 𝑈0(𝑥) = −𝛼/𝑥3 [16]. Тут густина числа
частинок вiддалiк вiд границi прямує до середньої

густини просторово-однорiдної системи. Урахува-
ння цих сил важливо пiд час дослiдження впливу
границь на властивостi рiдини, зокрема при ви-
вченнi плiвки i граничних явищ у надплинному
гелiю [17].

Спочатку розглянемо випадок, коли 𝑈0(𝑥) – зро-
стаюча функцiя, i 𝑓(𝑥) → 0 при 𝑥 → ∞. У
цьому випадку зручно перейти до нової функцiї
розподiлу 𝑓1(𝑥) = 𝑆𝑓(𝑥), що нормована умовою∫︀∞
0

𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 = 1, де 𝑆 – площа поверхнi 𝑥 = 0. Тодi
самоузгоджений потенцiал (11) визначається спiв-
вiдношенням

�̃�(𝑥) =
(𝑁 − 1)

𝑆

∞∫︁
0

U(|𝑥− 𝑥′|)𝑓1(𝑥′) 𝑑𝑥′, (42)

де

U(|𝑥− 𝑥′|) ≡
∞∫︁

−∞

∞∫︁
−∞

𝑈
(︁√︀

(𝑥− 𝑥′)2 + 𝑦′2 + 𝑧′2
)︁
𝑑𝑦′𝑑𝑧′.

(43)
Рiвняння самоузгодження (41) набуває вигляду

𝑓1(𝑥)

𝑓1(𝑥)
= exp

{︂
−𝛽

[︂
𝜇0 − 𝜇+

+(𝑁 − 1)𝑆−1

∞∫︁
0

U(|𝑥− 𝑥′|)𝑓1(𝑥′)𝑑𝑥′
]︂}︂
. (44)

Вiльна енергiя, вiднесена до одиницi площi в тер-
модинамiчнiй границi 𝑁 → ∞, 𝑆 → ∞ при 𝑁/𝑆 =
= const в наближеннi самоузгодженого поля (24):

𝐹0

𝑆
= −𝑛2

𝑠

2

∫︁
U(|𝑥− 𝑥′|)𝑓1(𝑥)𝑓1(𝑥′) 𝑑𝑥𝑑𝑥′ −

−𝑇𝑛𝑠

[︃
1 + ln

𝑧1
𝑛𝑠

(︂
2𝜋𝑚𝑇

ℎ2

)︂3/2]︃
, (45)

де 𝑛𝑠 = 𝑁/𝑆 – поверхнева густина числа части-
нок, 𝑧1 =

∫︀∞
0

exp
{︀
−𝛽

[︀
𝑈0(𝑥) + �̃�(𝑥)

]︀}︀
𝑑𝑥. Поправка

другого порядку до вiльної енергiї

𝐹2

𝑆
= − 𝑛2

𝑠

4𝑇

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝑈*(|𝑥− 𝑥′|)𝑓1(𝑥)𝑓1(𝑥′) 𝑑𝑥𝑑𝑥′, (46)

де

𝑈*(|𝑥−𝑥′|)≡
∞∫︁

−∞

∞∫︁
−∞

𝑈2
(︁√︀

(𝑥−𝑥′)2+𝑦′2+𝑧′2
)︁
𝑑𝑦′𝑑𝑧′. (47)

При короткодiючому потенцiалi, коли функцiя
розподiлу мало змiнюється на вiдстанi порядку
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радiуса дiї потенцiалу, наведенi спiввiдношення
можуть бути записанi в бiльш простому вигля-
дi. Апроксимуючи потенцiали (43), (47) дельта-
функцiями U(|𝑥− 𝑥′|) = 𝜐0𝛿(𝑥− 𝑥′), 𝑈*(|𝑥− 𝑥′|) =
= 𝜐*𝛿(𝑥−𝑥′), отримуємо для самоузгодженого по-
тенцiалу (42) i поправки до вiльної енергiї (46)
формули

�̃�(𝑥) = 𝜐0
(𝑁 − 1)

𝑆
𝑓1(𝑥),

𝐹2

𝑆
= −𝜐*

𝑛2
𝑠

4𝑇

∞∫︁
0

𝑓2
1 (𝑥)𝑑𝑥.

(48)

7. Система в полi сили Ван-дер-Ваальса

Розглянемо також випадок потенцiалу, який спа-
дає з вiдстанню при 𝑥 → ∞. Оскiльки в даному
випадку вплив потенцiалу на великих вiдстанях не
позначається, зручно функцiю розподiлу предста-
вити у виглядi

𝑓1(𝑥) = 𝑓1∞ + 𝜒(𝑥), (49)

видiливши значення функцiї розподiлу на великих
вiдстанях 𝑓1∞, так що 𝜒(𝑥) → 0 при 𝑥 → ∞. Ана-
логiчно представляється i самоузгоджений потен-
цiал �̃�(𝑥) = �̃�∞+�̃�𝜒(𝑥), причому функцiя розподi-
лу i самоузгоджений потенцiал на нескiнченностi
визначаються спiввiдношеннями

𝑓1∞ = 𝑧−1
1 exp

(︀
−𝛽�̃�∞

)︀
, �̃�∞ =

(𝑁 − 1)𝜐0
𝑆

𝑓1∞, (50)

де 𝜐0 = 2
∫︀∞
0

𝑈(|𝑥|)𝑑𝑥. Внески у функцiю розпо-
дiлу i потенцiал, що спадають на нескiнченностi,
задовольняють рiвняння

𝜒(𝑥) = 𝑓1∞

{︁
𝑒−𝛽[𝑈0(𝑥)+�̃�𝜒(𝑥)] − 1

}︁
, (51)

�̃�𝜒(𝑥) = −𝑓1∞
(𝑁 − 1)

𝑆

∞∫︁
𝑥

U(|𝑥′|)𝑑𝑥′ +

+
(𝑁 − 1)

𝑆

∞∫︁
−𝑥

U(|𝑥′|)𝜒(𝑥′ + 𝑥) 𝑑𝑥′. (52)

Враховуючи те, що

𝑧1 = 𝑒−𝛽�̃�∞

[︂
𝑉

𝑆
+

1

𝑓1∞

∞∫︁
0

𝜒(𝑥)𝑑𝑥

]︂
, (53)

знаходимо

𝑓1∞ =
𝑆

𝑉

[︂
1−

∞∫︁
0

𝜒(𝑥)𝑑𝑥

]︂
. (54)

Зауважимо, що

𝑛𝑠 =
𝑁

𝑆

∞∫︁
0

𝜒(𝑥)𝑑𝑥 (55)

є поверхневою густиною числа частинок, якi зна-
ходяться в областi дiї потенцiалу 𝑈0(𝑥), а величина∫︀∞
0

𝜒(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑆𝑛𝑠/𝑁 ≡ 𝑁𝑠/𝑁 – вiдношення числа
“приповерхнiх” частинок до повного числа части-
нок системи. У цих позначеннях

𝑓1∞ =
𝑆

𝑉

(︂
1− 𝑁𝑠

𝑁

)︂
,

𝑧1 =
𝑉

𝑆
𝑒−𝛽�̃�∞

(︂
1− 𝑁𝑠

𝑁

)︂−1

.

(56)

Представлення функцiї розподiлу у виглядi (49)
дозволяє видiлити у вiльнiй енергiї об’ємний i по-
верхневий внесок 𝐹0 = 𝐹0𝑉 + 𝐹0𝑆 , де

𝐹0𝑉

𝑁
= −

{︃
𝑛𝑤0

2𝑉
+ 𝑇

[︃
1 + ln

1

𝑛

(︂
2𝜋𝑚𝑇

ℎ2

)︂3/2]︃}︃
+ 𝑛𝜐0,

(57)
𝐹0𝑆

𝑁
= 𝑇 ln

(︂
1− 𝑁𝑠

𝑁

)︂
− 𝑛

(︂
𝑤1 + 𝜐0

𝑁𝑠

𝑁
− 𝑤0

𝑉

𝑁𝑠

𝑁

)︂
−

− 𝑛

2

(︂
𝑤2 −

2𝑤1

𝑉

𝑁𝑠

𝑁
+

𝑤0

𝑉 2

𝑁2
𝑠

𝑁2

)︂
, (58)

де 𝑛 = 𝑁/𝑉 i

𝑤0 =

∫︁
𝑈(|r− r′|) 𝑑r𝑑r′,

𝑤1 = 𝑆−1

∫︁
𝑈(|r− r′|)𝜒(𝑥′) 𝑑r𝑑r′,

𝑤2 = 𝑆−2

∫︁
𝑈(|r− r′|)𝜒(𝑥)𝜒(𝑥′) 𝑑r𝑑r′.

(59)

Оцiнка цих величин дає:

𝑤0 ∼ 𝑈𝜂𝑉, 𝑤1 ∼ 𝑈𝜂(𝑁𝑠/𝑁), 𝑤2 ∼ (𝑈𝜂/𝑉 )(𝑁𝑠/𝑁)2,

де 𝑈𝜂 ∼
∫︀
𝑈(|r− r′|)𝑑r′.

Поправка до вiльної енергiї другого порядку та-
кож складається з об’ємного i поверхневого вне-
скiв 𝐹2 = 𝐹2𝑉 + 𝐹2𝑆 :
𝐹2𝑉

𝑁
= − 𝑛

4𝑇

𝑤0*

𝑉
,

𝐹2𝑆

𝑁
= − 𝑛

4𝑇

[︂
2

(︂
𝑤1* −

𝑤0*

𝑉

𝑁𝑠

𝑁

)︂
+

+

(︂
𝑤2*𝑉 − 2𝑤1*

𝑁𝑠

𝑁
+

𝑤0*

𝑉

𝑁2
𝑠

𝑁2

)︂]︂
,

(60)
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де величини 𝑤0*, 𝑤1*, 𝑤2* знаходяться по форму-
лах (59), якщо пiд iнтегралом зробити замiну
𝑈(|r − r′|) → 𝑈2(|r − r′|). Отриманi спiввiдноше-
ння можуть бути використанi при дослiдженнi по-
водження густих газiв i рiдин поблизу границi з
твердим тiлом, а також поверхневих явищ [7].

8. Висновки

У роботi сформульована термодинамiчна теорiя
збурень для класичних систем, яка заснована на
виборi у ролi основного наближення моделi са-
моузгодженого поля. Звичайно використовуваний
вибiр як головного наближення моделi iдеального
газу непридатний для опису систем з великою гу-
стиною i не слабкою мiжчастинковою взаємодiєю,
таких як густi гази i рiдини. У густих системах
кожна частинка увесь час взаємодiє з великим чи-
слом iнших частинок, тому такi поняття як дов-
жина вiльного пробiгу i двочастинковi зiткнення,
що використовуються у кiнетичнiй теорiї газiв, не
можуть бути застосованi до рiдин. Навпаки, пред-
ставлення про самоузгоджене поле, добре вiдобра-
жає фiзичну ситуацiю в густих системах. Крiм то-
го, наближене урахування взаємодiї мiж частинка-
ми дозволяє в принципi описувати фазовi перехо-
ди вже в головному наближеннi. Запропонований
пiдхiд може бути ефективний при опису систем ве-
ликого числа частинок у неоднорiдних умовах, на-
приклад, поблизу поверхнi чи границi з твердим
тiлом. У густих системах крiм парних взаємодiй
можуть давати iстотний внесок також потрiйнi i
бiльш високi взаємодiї [3, 18]. Хоча в данiй робо-
тi теорiя збурень побудована в припущеннi парної
взаємодiї, але рiвняння можуть бути природно уза-
гальненi i на випадок потрiйних сил.
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Ю.М.Полуэктов

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ
ВОЗМУЩЕНИЙ ДЛЯ КЛАССИЧЕСКИХ СИСТЕМ
В ПРИБЛИЖЕНИИ САМОСОГЛАСОВАННОГО ПОЛЯ

Р е з ю м е

Предложена формулировка термодинамической теории во-
змущений для многочастичной системы классических ча-
стиц, основанная на выборе в качестве главного приближе-
ния модели самосогласованного поля. Как пример исполь-
зования предложенного подхода, рассмотрена система ча-
стиц в пространственно-однородном состоянии и во вне-
шних полях, возрастающих и убывающих с расстоянием
от поверхности. Подчеркнуто, что использование модели
самосогласованного поля как основного приближения дает
возможность описания многочастичных систем с не малой
плотностью и не слабым межчастичным взаимодействием,
а также фазовых переходов в них.

Yu.M.Poluektov

THERMODYNAMIC PERTURBATION
THEORY FOR CLASSICAL SYSTEMS BASED
ON SELF-CONSISTENT FIELD MODEL

Р е з ю м е

A formulation of the thermodynamic perturbation theory for
classical many-particle systems, which is based on a self-con-
sistent field model as the main approximation, has been pro-
posed. Systems of particles in a spatially homogeneous state
and in external fields that increase or decrease as the distance
from the surface changes are considered as an example. The
application of the self-consistent field approach as the main
approximation is found to enable the description of many-
particle systems, in which the concentration of particles and
the interactions between them are not low, as well as phase
transitions in such systems.
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