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ДОВГОХВИЛЬОВI ОПТИЧНI
КОЛИВАННЯ У ДВОХАТОМНИХ
IОННИХ КРИСТАЛАХУДК 530.1

Розглянуто довгохвильовi фонон-поляритони i поздовжнi оптичнi фонони як власнi
хвилi електромагнiтного поля в iонних кристалах з двома атомами в елементарнiй
комiрцi. Використано модель Хуана Куня для опису пiдґраток точкових зарядiв, що
осцилюють з частотою 𝜔0. Узагальнено закони дисперсiї для оптичних коливань в кри-
сталах завдяки врахуванню теплового руху зарядiв. У другому порядку по вiдношенню
середньоквадратичного вiдхилення до довжини хвилi знайдено додатковий поздовжнiй
фонон з частотою 2𝜔0 та два верхнi фонон-поляритони.
Ключ о в i с л о в а: iонний кристал; електромагнiтне поле; довгохвильовi коливання;
фонон-поляритони; поздовжнi оптичнi фонони; гармонiки.

1. Вступ

Урахування просторової неоднорiдностi при роз-
глядi оптичних фононiв зазвичай провадиться при
вивченнi обмежених тiл [1, 2] або за наявностi на-
дґратки [3]. Для нескiнчених кристалiв при знахо-
дженнi мод оптичних коливань використовується
стандартна теорiя з урахуванням лише частотної
дисперсiї дiелектричної проникностi [4, 5]. Така
теорiя, з урахуванням електромагнiтної взаємодiї
при розглядi довгохвильових, у порiвняннi зi ста-
лою ґратки, оптичних коливань в iонних криста-
лах, побудована Хуаном Кунем [6, 7]. У нiй у дов-
гохвильовiй границi розглядаються вiдноснi коли-
вання позитивно та негативно заряджених iонних
пiдґраток. При цьому частоту коливань – попере-
чних оптичних фононiв – вважають сталою. Про-
сторову дисперсiю та тепловий рух не враховують.

Проте, врахування теплового руху зарядiв при-
зводить, наприклад, до циклотронних хвиль у
замагнiченiй плазмi [8]. Розглянемо для зарядiв
твердого тiла таку саму задачу. У роботi [9], без за-
провадження ефективних зарядiв у протилежнiсть
широко вiдомiй моделi Сцигетi [10], ґрунтуючись
на теорiї Хуана Куня, проведено розгляд опти-
чних коливань в iонних кристалах з двома ато-
мами в елементарнiй комiрцi без урахування те-
плового руху зарядiв. Подальший розгляд ставить
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на метi поширення результатiв [9] на випадок ура-
хування теплового руху пiдґраток та пов’язаної з
цим просторової дисперсiї.

2. Закон дисперсiї для електромагнiтного
поля, що слабко взаємодiє iз середовищем

Розглянемо оптичнi коливання у двохатомному
iонному кристалi у гармонiчному наближеннi. За-
гасання, як прояв ангармонiзму, враховувати не
будемо. Наслiдуючи iдеї Хуана Куня, будемо вва-
жати пiдґратки позитивно та негативно зарядже-
них iонiв нескiнченно жорсткими i розглядатиме-
мо лише вiдноснi коливання цих пiдґраток iз зада-
ною сталою частотою 𝜔0. При цьому можна запи-
сати функцiю Лагранжа [11, (13.3)]:

𝐿𝑚 = 𝑁(ṙ2 − 𝜔2
0r

2)𝑚/2, (1)

де 𝑁 – кiлькiсть iонних пар (комiрок у кристалi),
r = r+−r− – вiдносний зсув пiдґраток, знак ± вiд-
повiдає заряду, 𝑚 = 𝑚+𝑚−

𝑚++𝑚−
– зведена маса пари.

Оскiльки ми розглядаємо повiльнi для електро-
нiв частоти, рух електронних оболонок (електрон-
ну поляризуємiсть) врахуємо через високочасто-
тну дiелектричну проникнiсть 𝜀∞, яку вважати-
мемо сталою величиною [12, (13.1)]. Гамiльтонiан
системи можна представити у виглядi суми гамiль-
тонiана зарядiв без електромагнiтного поля �̂�𝑚 та
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доданкiв iз полем:
�̂� = �̂�1 + �̂�2 + �̂�𝑓 + �̂�𝑚,

�̂�1 ≡ −
∫︁

𝑑3𝑥
𝐴𝛼(𝑥)�̂�𝛼(𝑥)

𝑐
, �̂�2 ≡

∫︁
𝑑3𝑥

Ω̂2(𝑥)𝐴(𝑥)2

8𝜋𝑐2
,

�̂�𝑓 =

∫︁
𝑑3𝑥(𝜀∞Ê2 + (rot Â)2)/8𝜋. (2)

Тут введено позначення для оператора плазмової
частоти iонiв iз зарядами ±𝑒:
Ω2 = 4𝜋𝑒2𝑛/𝑚 (3)

та оператор густини електричного струму за вiд-
сутностi електромагнiтного поля для нереляти-
вiстського випадку �̂�𝛼(𝑥) (див., наприклад, [13,
§5.3.2]).

Фонон-поляритони та поздовжнi оптичнi фоно-
ни математично є розв’язками рiвнянь Максвел-
ла в iонному кристалi. Тому запишемо опера-
торнi рiвняння руху для електромагнiтного по-
ля у картинi Гейзенберга. Для цього вiзьмемо ча-
совi похiднi вiд напруженостi поля �̂�𝛼 (𝑥, 𝑡) =
= 𝑒𝑖𝑡𝐻/~�̂�𝛼 (𝑥) 𝑒−𝑖𝑡𝐻/~ та векторного потенцiалу
поля 𝐴𝛼 (𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑖𝑡𝐻/~𝐴𝛼 (𝑥) 𝑒−𝑖𝑡𝐻/~ i обчисли-
мо отриманi комутатори. Узагальнений iмпульс,
спряжений векторному потенцiалу, визначається
виразом P = 𝜀∞

4𝜋𝑐2 Ȧ [12, (13.5)]. Операторнi рiв-
няння для електромагнiтного поля такi:

𝜕𝑡𝐴𝛼(𝑥, 𝑡) = −𝑐�̂�𝛼(𝑥, 𝑡),

𝜀∞𝜕𝑡�̂�𝛼(𝑥, 𝑡) = 𝑐 rot𝛼rotÂ(𝑥, 𝑡)− 4𝜋𝐽𝛼(𝑥, 𝑡).
(4)

Тут запроваджено оператор густини електричного
струму 𝐽𝑛 (𝑥) = �̂�𝑛 (𝑥)− 1

4𝜋𝑐𝐴𝑛 (𝑥) Ω̂
2 (𝑥). Тепер тре-

ба усереднити рiвняння (4) зi статистичним опера-
тором системи кристала iз полем. Для знаходже-
ння явного вигляду середнього струму в iонному
кристалi виокремимо слабку взаємодiю iз полем
пiдсистеми зарядiв. Подальшi розрахунки прове-
демо в загальних позначеннях. Наслiдуючи [13,
§ 4.1.1], на початку (𝑡0) маємо вiльнi пiдсистеми
iз рiвноважним статистичним оператором Гiббса
для зарядiв 𝑤𝑚 й певним статистичним операто-
ром для електромагнiтного поля 𝜌𝑓 (це можна за-
писати завдяки принципу ослаблення кореляцiй):
𝜌 (𝑡0) = 𝜌𝑓 (𝑡0)𝑤𝑚 (𝑡0), Sp𝜌 = 1. (5)

За тривалий час початковий статистичний опе-
ратор (5) завдяки слабкiй взаємодiї мiж пiд-
системами
�̂�𝑓𝑚 = �̂� − �̂�0 (6)

змiниться – стане реальним. Тут позначено основ-
ний внесок у гамiльтонiан:

�̂�0 =
1

8𝜋

∫︁
𝑑3𝑥Ê(𝑥)

2
+

1

8𝜋𝑐2

∫︁
𝑑3𝑥×

×
∫︁

𝑑3𝑥′𝐴𝛼(𝑥)𝜔
2
𝛼(𝑥− 𝑥′)𝐴𝛼(𝑥

′) + �̂�𝑚, (7)

при цьому частота 𝜔𝛼(𝑥) дає поки що невiдомий за-
кон дисперсiї. Розпишемо статистичний оператор
у представленнi взаємодiї:

𝜌 (𝑡) = exp (𝑖𝑡𝐻0/~)×
× exp (−𝑖𝑡𝐻/~) 𝜌 exp (𝑖𝑡𝐻/~) exp (−𝑖𝑡𝐻0/~). (8)

Розкладемо (8) згiдно з термодинамiчною теорiєю
збурень [13, §3.1.2], маючи на увазi, що оператор
𝑆 (𝜆) = exp (𝜆𝐻0) exp (−𝜆𝐻):

𝑆 (𝜆) = 1−
𝜆∫︁

0

𝑑𝜆′�̂�𝑓𝑚 (𝜆′)𝑆 (𝜆′), (9)

де позначено �̂�𝑓𝑚(𝜆) = exp (𝜆�̂�0)�̂�𝑓𝑚 exp (−𝜆�̂�0),
отже оператор 𝑇 (𝜆) = exp(𝜆𝐻) exp(−𝜆𝐻0)

𝑇 (𝜆) = 1 +

𝜆∫︁
0

𝑑𝜆′𝑇 (𝜆′) �̂�𝑓𝑚 (𝜆′). (10)

Тобто можна переписати статистичний оператор
(8) так:

𝜌 (𝑡) = 𝑆 (𝑖𝑡/~) 𝜌𝑇 (𝑖𝑡/~). (11)

Для простоти вiзьмемо поточний момент за по-
чаток вiдлiку часу 𝑡 = 0 i використаємо початкову
умову (5). Тодi для досить великих за модулем 𝑡0
(при цьому 𝑡0 < 0, оскiльки початок еволюцiї був
у минулому):

𝜌 (𝑡 = 0) = 𝑆 (𝑖𝑡0/~)𝑤𝑚𝜌𝑓𝑇 (𝑖𝑡0/~). (12)

Розпишемо (12) з точнiстю до першого порядку
теорiї збурень. Пiдставимо (9), (10):

𝜌 (𝑡 = 0) =

(︃
1−

𝑖𝑡0/~∫︁
0

𝑑𝜆′�̂�𝑓𝑚 (𝜆′)𝑆 (𝜆′)

)︃
×

×𝑤𝑚𝜌𝑓

(︃
1 +

𝑖𝑡0/~∫︁
0

𝑑𝜆′𝑇 (𝜆′) �̂�𝑓𝑚 (𝜆′)

)︃
(13)
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i врахуємо, що в нульовому порядку 𝑆0 (𝑖𝑡/~) =
= 𝑇0 (𝑖𝑡/~) = 1, тодi маємо

𝜌 (𝑡 = 0) ≈ 𝑤𝑚𝜌𝑓 −
𝑖𝑡0/~∫︁
0

𝑑𝜆′
[︁
�̂�𝑓𝑚 (𝜆′) , 𝑤𝑚𝜌𝑓

]︁
. (14)

Перепозначимо змiнну iнтегрування 𝜆′ = 𝑖𝜏/~, то-
дi

𝜌 (𝑡 = 0) ≈ 𝑤𝑚𝜌𝑓 − 𝑖

~

𝑡0∫︁
0

𝑑𝜏
[︁
�̂�𝑓𝑚 (𝜏) , 𝑤𝑚𝜌𝑓

]︁
, (15)

де введено вже звичайне для представлення взає-
модiї позначення для довiльного оператора �̂� (𝜏) ≡
≡ 𝑒𝑖𝜏�̂�0/~�̂�𝑒−𝑖𝜏�̂�0/~. Отже основний та перший по-
рядки статистичного оператора виглядають таким
чином:

𝜌0 ≈ 𝑤𝑚𝜌𝑓 , 𝜌1 ≈ − 𝑖

~

𝑡0∫︁
0

𝑑𝜏
[︁
�̂�𝑓𝑚 (𝜏) , 𝑤𝑚𝜌𝑓

]︁
. (16)

Тепер, враховуючи збiгання представлень Гей-
зенберга та взаємодiї при 𝑡 = 0, треба усереднюва-
ти операторнi рiвняння Максвелла (4). Для спро-
щення записiв середнi вiд операторiв поля позна-
чимо просто 𝐸𝛼(𝑥) = Sp�̂�𝛼(𝑥)𝜌, а при усереднен-
нi поля з малими множниками у 𝐽𝛼(𝑥) нам виста-
чить лише основного порядку 𝐸𝛼(𝑥) ≈ Sp�̂�𝛼(𝑥)𝜌0.
Зауважимо, що в цьому пiдходi (на вiдмiну вiд
методу скороченого опису [13, §4.2.]) 𝐸𝛼(𝑥) ̸=
̸= Sp�̂�𝛼(𝑥)𝜌0 в загальному випадку. З (4) маємо

𝜕𝑡𝐴𝛼(𝑥, 𝑡) = −𝑐𝐸𝛼(𝑥, 𝑡), (17)

𝜀∞𝜕𝑡𝐸𝛼(𝑥, 𝑡) = 𝑐 rot𝛼rotA(𝑥, 𝑡)− 4𝜋𝐽𝛼(𝑥, 𝑡). (18)

Далi потрiбно усереднити 𝐽𝛼(𝑥) зi статистичним
оператором (15). Малiсть доданкiв стандартно бу-
демо визначати за степенем електромагнiтного по-
ля. Тодi

𝜌1 = − 𝑖

~

𝑡0∫︁
0

𝑑𝜏

[︂
−
∫︁

𝑑3𝑥𝐴𝛼(𝜏, 𝑥)�̂�𝛼(𝜏, 𝑥)/𝑐, 𝑤𝑚𝜌𝑓

]︂
.

(19)

Узагальнений iмпульс, спряжений з векторним
потенцiалом, тепер визначається виразом виходя-
чи з (7) P = 1

4𝜋𝑐2 Ȧ. Як легко переконатися, пiсля
просторового перетворення Фур’є, маємо

𝐴𝛼𝑘(𝜏) = 𝐴𝛼𝑘 cos (𝜔𝛼(𝑘)𝜏)−

− 𝑐�̂�𝛼𝑘 sin (𝜔𝛼(𝑘)𝜏) /𝜔𝛼(𝑘). (20)

Тобто у (18) електричний струм такий:

𝐽𝑛(𝑥, 𝑡) = Sp

(︃
𝑤𝑚𝜌𝑓 − 𝑖

~

𝑡0∫︁
0

𝑑𝜏
[︁
�̂�𝑓𝑚 (𝜏) , 𝑤𝑚𝜌𝑓

]︁)︃
×

× �̂�𝑛(𝑥)− Sp𝑤𝑚𝜌𝑓
1

4𝜋𝑐
𝐴𝑛(𝑥)Ω̂

2(𝑥). (21)

Оскiльки струм у рiвновазi вiдсутнiй
𝑆𝑝𝑤𝑚�̂�𝑛 (𝑥) = 0, можна переписати

𝐽𝑛(𝑥, 𝑡 = 0) = − 𝑖

𝑐~

𝑡0∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑑3𝑥′𝐴𝛼(𝜏, 𝑥

′)×

×Sp
[︁
�̂�𝛼(𝜏, 𝑥

′), �̂�𝑛 (𝑥)
]︁
𝑤𝑚 − 1

4𝜋𝑐
𝐴𝑛 (𝑥, 𝑡 = 0)Ω2. (22)

Отже, маємо коефiцiєнт Sp
[︁
�̂�𝛼(𝜏, 𝑥

′), �̂�𝑛 (𝑥)
]︁
𝑤𝑚

при середньому полi, який має швидко спадати з
часом, тому використаємо звичайний для електро-
динамiки прийом – спрямуємо 𝑡0 → −∞, що дасть

𝐽𝑛(𝑥, 𝑡 = 0) =
𝑖

𝑐~

0∫︁
−∞

𝑑𝜏

∫︁
𝑑3𝑥′𝐴𝛼(𝜏, 𝑥

′)×

×Sp
[︁
�̂�𝛼(𝜏, 𝑥

′ − 𝑥), �̂�𝑛 (0)
]︁
𝑤𝑚 − 1

4𝜋𝑐
𝐴𝑛 (𝑥, 𝑡 = 0)Ω2.

(23)

Подальшi дiї для розв’язання системи (17)–(18)
стандартнi: робиться фур’є-перетворення по коор-
динатi, береться похiдна за часом та пiдставляє-
ться 𝐴𝑘𝛼 з (17) у (18). Отже, (18) має вигляд

𝜀∞𝜕𝑡𝐸𝑘𝑛 = −𝑐 [k× [k×A𝑘]]𝑛 +
1

𝑐
𝐴𝑘𝑛Ω

2 +

+4𝜋
𝑖

𝑐~

0∫︁
−∞

𝑑𝜏(𝐴𝛼𝑘 cos (𝜔𝛼(𝑘)𝜏)−

− 𝑐𝐸𝛼𝑘 sin (𝜔𝛼(𝑘)𝜏) /𝜔𝛼(𝑘))Sp
[︁
�̂�𝛼(𝜏, 𝑘), �̂�𝑛 (0)

]︁
𝑤𝑚.

(24)
Беремо похiдну i пiдставляємо з (17):

𝜀∞𝜕2
𝑡𝐸𝑘𝑛 = 𝑐2 [k× [k×E𝑘]]𝑛 − 𝐸𝑘𝑛Ω

2 − 4𝜋𝑖/~×

×
0∫︁

−∞

𝑑𝜏(𝐸𝛼𝑘 cos (𝜔𝛼(𝑘)𝜏) + 𝜕𝑡𝐸𝛼𝑘 ×

× sin (𝜔𝛼(𝑘)𝜏) /𝜔𝛼(𝑘))Sp
[︁
�̂�𝛼(𝜏, 𝑘), �̂�𝑛 (0)

]︁
𝑤𝑚. (25)
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Маємо однорiдне диференцiальне рiвняння дру-
гого порядку. Будемо шукати розв’язок у вигля-
дi 𝐸𝑘𝑛(𝑡) = 𝐸𝑘𝑛 exp(−𝑖𝑡𝜔𝛼(𝑘)), бо саме ця частота
фiгурує в 𝐻0 як частота осциляторiв поля. Тодi
отримаємо рiвняння

−𝜔𝛼(𝑘)
2𝜀∞𝐸𝑘𝑛 = 𝑐2 [k× [k×E𝑘]]𝑛 − 𝐸𝑘𝑛Ω

2 −

− 4𝜋
𝑖

~

0∫︁
−∞

𝑑𝜏Sp
[︁
�̂�𝛼(𝜏, 𝑘), �̂�𝑛 (0)

]︁
𝑤𝑚 ×

× (𝐸𝛼𝑘 cos (𝜔𝛼(𝑘)𝜏)−𝑖𝜔𝛼(𝑘)𝐸𝛼𝑘 sin (𝜔𝛼(𝑘)𝜏)/𝜔𝛼(𝑘)).

(26)

Вираз в останнiх дужках можна спростити по фор-
мулi Ейлера:

cos (𝜔𝛼(𝑘)𝜏)− 𝑖 sin (𝜔𝛼(𝑘)𝜏) = exp (−𝑖𝜔𝛼(𝑘)𝜏),

−𝜔𝛼(𝑘)
2𝜀∞𝐸𝑘𝑛 = 𝑐2 [k× [k×E𝑘]]𝑛 − 𝐸𝑘𝑛Ω

2 −

− 4𝜋
𝑖

~
𝐸𝛼𝑘

∞∫︁
−∞

𝑑𝜏 exp (−𝑖𝜔𝛼(𝑘)𝜏) 𝜃 (−𝜏)×

×Sp
[︁
�̂�𝛼(𝜏, 𝑘), �̂�𝑛 (0)

]︁
𝑤𝑚. (27)

Тепер зручно запровадити функцiю Грiна ([13,
с. 169]):

𝐺(+)
𝑛𝛼 (𝜏, 𝑘) = 𝑖𝜃 (−𝜏) Sp

[︁
�̂�𝛼(𝜏, 𝑘), �̂�𝑛 (0)

]︁
𝑤𝑚/~. (28)

У (27) маємо її фур’є-образ:

−𝜔𝛼(𝑘)
2𝜀∞𝐸𝑘𝑛 = 𝑐2 [k× [k×E𝑘]]𝑛 − 𝐸𝑘𝑛Ω

2 −

− 4𝜋

~
𝐸𝛼𝑘𝐺

(+)
𝑛𝛼 (𝜔𝛼(𝑘), 𝑘). (29)

Рiвняння (29) дасть вiдоме дисперсiйне рiвняння
для електромагнiтного поля у середовищi (див.,
наприклад, [14, (16)]):

𝑐2
(︀
𝛿𝑛𝛼𝑘

2 − 𝑘𝑛𝑘𝛼
)︀
+ 𝛿𝑛𝛼Ω

2 +

+4𝜋𝐺(+)
𝑛𝛼 (𝜔𝛼(𝑘), 𝑘)− 𝜔𝛼(𝑘)

2𝜀∞𝛿𝑛𝛼 = 0. (30)

В однорiдному iзотропному середовищi можна
роздiлити функцiю Грiна струмiв на поздовжню i
поперечну частини:

𝐺
(+)
𝑚𝑙 (𝜔𝛼(𝑘), 𝑘) = 𝐺(+)(𝜔𝛼(𝑘), 𝑘)

⊥
(︁
𝛿𝑚𝑙 − 𝑘𝑚𝑘𝑙

)︁
+

+𝐺(+)(𝜔𝛼(𝑘), 𝑘)
‖𝑘𝑚𝑘𝑙, (31)

де
𝐺(+)(𝜔𝛼(𝑘), 𝑘)

⊥ =
(︁
𝛿𝑚𝑙 − 𝑘𝑚𝑘𝑙

)︁
𝐺

(+)
𝑚𝑙 (𝜔𝛼(𝑘), 𝑘)/2,

𝐺(+)(𝜔𝛼(𝑘), 𝑘)
‖ = 𝐺

(+)
𝑚𝑙 (𝜔𝛼(𝑘), 𝑘)𝑘𝑚𝑘𝑙,

та 𝑘𝑚 = 𝑘𝑚/𝑘.
Обчислимо функцiю Грiна (28) для рiвноважно-

го середовища з температурою 𝑇 = 1/𝛽. Тодi за-
мiсть комутатора маємо ([15, (1.49)], [13, (4.1.22)]):

𝐺(+)
𝑛𝛼 (𝜔, 𝑘) =

1

2𝜋~

∞∫︁
−∞

𝑑𝜛 (1− exp (~𝜛𝛽))×

× Sp�̂�𝛼(𝜛, 𝑘)�̂�𝑛 (0)𝑤𝑚

𝜛 − 𝜔 − 𝑖0
. (32)

Рiзницю в дужках (32) для класичного випадку
можна замiнити на множник 𝛽~𝜛:

𝐺(+)
𝑛𝛼 (𝜔, 𝑘) =

1

2𝜋𝑇

∞∫︁
−∞

𝑑𝜛Sp�̂�𝛼(𝜛, 𝑘)�̂�𝑛(0)𝑤𝑚 ×

×
(︂
−1− 𝜔

𝜛 − 𝜔 − 𝑖0

)︂
. (33)

Для спрощення записiв надалi позначатимемо
кореляцiю струмiв таким чином:

Sp�̂�𝛼(𝜛, 𝑘)�̂�𝑛 (0)𝑤𝑚 =
⟨̂
𝑗𝛼(𝜛, 𝑘)�̂�𝑛 (0)

⟩
.

3. Наближення Хуана Куня
для дiелектрика

Тепер конкретизуємо функцiю Грiна струмiв у
представленнi взаємодiї для випадку оптичних фо-
нонiв. Для цього розглянемо рух зарядiв без вза-
ємодiї з полем. Треба перейти до координати цен-
тра мас R = (𝑚+r+ +𝑚−r−)/𝑀 (𝑀 = 𝑚+ +𝑚−)
та рiзницi координат. Випадковi величини тепер
амплiтуда та фаза гармонiчних коливань, тобто
вiдноснi координата та швидкiсть. Використаємо
наближення Хуана Куня з незалежними однови-
мiрними коливаннями. Будемо вважати швидкiсть
центра мас нульовою. Дiємо як для одного ступе-
ня вiльностi. Вiльнi коливання описуються такою
часовою залежнiстю радiуса-вектора ([11, (21.7)],
[16, (5.1.1)]):

𝑟𝑎𝑛 (𝑡) = 𝑟𝑎𝑛 cos (𝜔0𝑡) + 𝑣𝑎𝑛 sin (𝜔0𝑡) /𝜔0,

𝑣𝑎𝑛 (𝑡) = 𝑣𝑎𝑛 cos (𝜔0𝑡)− 𝑟𝑎𝑛 sin (𝜔0𝑡)𝜔0.
(34)
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Запишемо функцiю розподiлу для осцилятора.
Нормувати будемо на число пар в об’ємi, тобто
𝑁 =

∫︀
𝑑3𝑣𝑑3𝑟𝑎𝑑

3𝑉 𝑑3𝑅𝛿(V)𝑓 (𝑣, 𝑟𝑎). Оскiльки роз-
глядається макроскопiчна теорiя, то центри мас
“розкиданi” довiльно – структура кристала нева-
жлива – наслiдок однорiдностi та iзотропiї. Але
центри мас фiксованi, коливання лише у кожнiй
парi. Уважаємо, що значення швидкостi та коор-
динати осцилятора мають нормальний розподiл:

𝑓 (𝑣, 𝑟) =
𝑛

(2𝜋)
3
𝑣3𝑠𝑟

3
𝑠

exp
(︀
−
(︀
𝑣2/2𝑣2𝑠 + 𝑟2/2𝑟2𝑠

)︀)︀
, (35)

де 𝑣𝑠 = 1/
√
𝑚𝛽 та 𝑟𝑠 = 1/

√
𝑚𝛽𝜔0 – середньо-

квадратичнi вiдхилення швидкостi та координати
осцилятора. Рiзнi сорти частинок вiдображенi ли-
ше у зведенiй масi 𝑚.

Оператор струму пари виглядає так [16, (2.3.4)]:

�̂�𝑚 (𝑟, 𝑡) = 𝑒𝑣𝑚 (𝑚−/𝑀𝛿 (r−R−𝑚−r𝑎 (𝑡) /𝑀)+

+𝑚+/𝑀𝛿 (r−R+𝑚+r𝑎 (𝑡) /𝑀)).

Струм складається iз суми струмiв позитивно
зарядженого та негативно зарядженого iонiв. От-
же, запишемо потрiбну в (33) кореляцiйну фун-
кцiю струмiв:⟨̂
𝑗𝑚 (𝑟, 𝑡) �̂�𝑙 (0)

⟩
= 𝑒2

∫︁
𝑑3𝑟𝑎𝑑

3𝑣𝑑3𝑅𝑣𝑚 (𝑡) 𝑣𝑙𝑓 (𝑣, 𝑟𝑎)×

× (𝑚−/𝑀𝛿 (r−R−𝑚−r𝑎 (𝑡) /𝑀)+

+𝑚+/𝑀𝛿 (r−R+𝑚+r𝑎 (𝑡) /𝑀))×

× (𝑚−/𝑀𝛿 (R+𝑚−r0𝑎/𝑀)+

+𝑚+/𝑀𝛿 (𝑚+r0𝑎/𝑀 −R)). (36)

Iнтеграл по координатi центра мас тривiальний i
дає чотири доданки:⟨̂
𝑗𝑚 (𝑟, 𝑡) �̂�𝑙 (0)

⟩
= 𝑒2

∫︁
𝑑3𝑟𝑎𝑑

3𝑣𝑣𝑚 (𝑡) 𝑣𝑙𝑓 (𝑣, 𝑟𝑎)×

× (𝑚2
−𝛿 (r+𝑚−r0𝑎/𝑀 −𝑚−r𝑎 (𝑡) /𝑀)+

+𝑚−𝑚+𝛿 (r−𝑚+r0𝑎/𝑀 −𝑚−r𝑎 (𝑡) /𝑀)+

+𝑚−𝑚+𝛿 (r+𝑚−r0𝑎/𝑀 +𝑚+r𝑎 (𝑡) /𝑀)+

+𝑚2
+𝛿 (r−𝑚+r0𝑎/𝑀 +𝑚+r𝑎 (𝑡) /𝑀))/𝑀2. (37)

Зручно перейти до фур’є-компонентiв в отрима-
них виразах за таким правилом:

𝑂 (x, 𝑡) = ∫ 𝑑3𝑘𝑑𝜔𝑂 (k, 𝜔) 𝑒𝑖kx−𝑖𝜔𝑡/(2𝜋)4. (38)

Тодi фур’є-перетворення по рiзницi координат
та по часу для кореляцiйної функцiї (37) таке:

⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩
= 𝑒2

∫︁
𝑑3𝑣𝑑3𝑟

∞∫︁
−∞

𝑑𝑡 exp(−𝑖𝑡𝜔)×

× (𝑚2
− exp(𝑖k(r(cos (𝜔0𝑡)− 1)+

+v sin (𝜔0𝑡) /𝜔0)𝑚−/𝑀)+

+𝑚−𝑚+ exp(𝑖k(r(cos (𝜔0𝑡) +𝑚+/𝑚−)+

+v sin (𝜔0𝑡) /𝜔0)𝑚−/𝑀))+

+𝑚+𝑚− exp(−𝑖k(r(cos (𝜔0𝑡) +𝑚−/𝑚+)+

+v sin (𝜔0𝑡) /𝜔0)𝑚+/𝑀))+

+𝑚2
+ exp(−𝑖k(r(cos (𝜔0𝑡)− 1)+

+v sin (𝜔0𝑡) /𝜔0)𝑚+/𝑀))×

× 𝑣𝑚(𝑣𝑙 cos (𝜔0𝑡)− 𝑟𝑙 sin (𝜔0𝑡)𝜔0)𝑓 (𝑣, 𝑟) /𝑀2. (39)

Наявнi експоненти можна, як стандартно робиться
для замагнiченої плазми, розкласти по функцiях
Бесселя [8, с. 104], [17, (39)] за правилом

𝑒𝑖kv sin(𝜔0𝑡)/𝜔0 =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝐽𝑛 (kv/𝜔0) exp (𝑖𝑛𝜔0𝑡). (40)

При цьому для макроскопiчної довгохвильової тео-
рiї Хуана Куня треба оцiнювати kv/𝜔0 ≪ 1. Отже,
аналогiчно до мод Бернштейна [17], виникають мо-
ди через ненульове середньоквадратичне теплове
вiдхилення вiд рiвноваги на характерну вiдстань
𝑟𝑠 = 1/

√
𝛽𝑚𝜔0 ∼ 10−9 см.

Але простiше використати розвинення експонен-
ти по малому аргументу, зберiгши три доданки:

𝑒±𝑖kO ≈ 1± 𝑖kO− (kO)
2
/2. (41)

Непарнi степенi зникають пiсля усереднення з (35)
при iнтегруваннi в симетричних межах.

Розглянемо перший доданок у розвиненнi (41),
що еквiвалентно добре вивченiй границi 𝑘 = 0
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(див., наприклад, [9, 12]), тодi 𝑀2 у (39) скороти-
ться i отримаємо

⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘 = 0, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩
= 𝑒2

∫︁
𝑑3𝑣𝑑3𝑟

∞∫︁
−∞

𝑑𝑡𝑒−𝑖𝑡𝜔 ×

× 𝑣𝑚(𝑣𝑙 cos (𝜔0𝑡)− 𝑟𝑙 sin (𝜔0𝑡)𝜔0)𝑓 (𝑣, 𝑟). (42)

Iнтеграл з добутком 𝑣𝑚𝑟𝑙 дасть нуль як вiд непар-
ної функцiї i врештi маємо⟨
�̂�𝑚 (𝑘 = 0, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩
=

= 𝑒2𝜋 (𝛿 (𝜔 − 𝜔0) + 𝛿 (𝜔 + 𝜔0))

∫︁
𝑑3𝑣𝑑3𝑟𝑣𝑚𝑣𝑙𝑓 (𝑣, 𝑟).

(43)

Тепер можна записати функцiю Грiна з (33):

𝐺(+)
𝑛𝛼 (𝜔, 𝑘 = 0) =

1

2𝜋𝑇

∞∫︁
−∞

𝑑𝜛𝛿𝑛𝛼 (𝑚𝛽)
−1

𝑒2𝑛𝜋×

× (𝛿 (𝜛 − 𝜔0) + 𝛿 (𝜛 + 𝜔0))

(︂
−1− 𝜔

𝜛 − 𝜔 − 𝑖0

)︂
,

(44)

i пiсля тривiального iнтегрування з дельта-
функцiєю буде

𝐺(+)
𝑛𝛼 (𝜔, 𝑘 = 0) =

1

4𝜋
𝛿𝑛𝛼Ω

2

(︂
−1− 𝜔2

𝜔2
0 − 𝜔2

)︂
. (45)

Тут використано позначення (3). Пiдставимо отри-
мане (45) в дисперсiйне рiвняння (30):

𝑐2
(︀
𝛿𝑛𝛼𝑘

2 − 𝑘𝑛𝑘𝛼
)︀
− 𝜔𝛼(𝑘)

2

𝜔2
0 − 𝜔𝛼(𝑘)2

𝛿𝑛𝛼Ω
2 −

− 𝜀∞𝜔𝛼(𝑘)
2𝛿𝑛𝛼 = 0. (46)

Дисперсiйне рiвняння (46) збiгається з вiдомим
(див., наприклад, [9, (17), (18)]), тобто дає стан-
дартнi розв’язки для фонон-поляритонiв.

У цьому ж наближеннi знайдемо частоту 𝜔0 по-
рiвнявши для квазiстацiонарної границi 𝜔 → 0 рiв-
няння Максвелла з використанням статичного зна-
чення дiелектричної проникностi 𝜀0. Пiдставимо у
(29) функцiю Грiна (45):

−𝜔𝛼(𝑘)
2𝜀∞𝐸𝑘𝑛 = 𝑐2 [k× [k×E𝑘]]𝑛 − 𝐸𝑘𝑛Ω

2 −

− 4𝜋

~
𝐸𝛼𝑘𝐺

(+)
𝑛𝛼 (𝜔𝛼(𝑘), 𝑘 = 0). (47)

З iншого боку, квазiстацiонарне наближення для
рiвнянь Максвелла дає

−𝜔𝛼(𝑘)
2𝜀0𝐸𝑘𝑛 = 𝑐2 [k× [k×E𝑘]]𝑛,

що дасть

𝜔𝛼(𝑘)
2𝜀0𝐸𝑘𝑛 = 𝜔𝛼(𝑘)

2𝜀∞𝐸𝑘𝑛 − 𝐸𝑘𝑛Ω
2 −

− 4𝜋

~
𝐸𝛼𝑘𝐺

(+)
𝑛𝛼 (𝜔𝛼(𝑘), 𝑘 = 0). (48)

I використовуючи для функцiї Грiна вираз (45),
отримуємо

𝜔𝛼(𝑘)
2𝜀0 = 𝜔𝛼(𝑘)

2𝜀∞ +
𝜔𝛼(𝑘)

2

𝜔2
0 − 𝜔𝛼(𝑘)2

Ω2. (49)

Тобто при 𝜔𝛼(𝑘) → 0 маємо спiввiдношення Лiд-
дана–Сакса–Теллера [18]:

𝜀0 = 𝜀∞ +
Ω2

𝜔2
0

, (50)

що i визначить 𝜔0 стандартним чином [9]. Да-
лi врахуємо наявнiсть теплового руху. Розглянемо
доданок у розвиненнi виразу (39), що пропорцiй-
ний квадрату показника:⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩
2
= −𝑒2

∫︁
𝑑3𝑣𝑑3𝑟

∞∫︁
−∞

𝑑𝑡 exp(−𝑖𝑡𝜔)×

× (𝑚2
−(𝑖k(r(cos (𝜔0𝑡)−1)+v sin (𝜔0𝑡) /𝜔0)𝑚−/𝑀)2 +

+𝑚−𝑚+(𝑖k(r(cos (𝜔0𝑡) +𝑚+/𝑚−)+

+v sin (𝜔0𝑡) /𝜔0)𝑚−/𝑀)2 +

+𝑚−𝑚+(−𝑖k(r(cos (𝜔0𝑡) +𝑚−/𝑚+)+

+v sin (𝜔0𝑡) /𝜔0)𝑚+/𝑀)2 +

+𝑚2
+(−𝑖k(r(cos (𝜔0𝑡)−1)+v sin (𝜔0𝑡)/𝜔0)𝑚+/𝑀)2)×

× 𝑣𝑚(𝑣𝑙 cos (𝜔0𝑡)− 𝑟𝑙 sin (𝜔0𝑡)𝜔0)𝑓 (𝑣, 𝑟)/2𝑀2. (51)

Запровадимо позначення 𝑎 = (𝑚2
− − 𝑚−𝑚+ +

+𝑚2
+)/2𝑀

2 та 𝑏 = (𝑚2
− − 𝑚2

+)
2/𝑀4; отже, вра-

ховуючи парнiсть функцiй пiд iнтегралом, маємо
три доданки:⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩1
2
= −𝑒2

∫︁
𝑑3𝑣𝑑3𝑟

∞∫︁
−∞

𝑑𝑡 exp(−𝑖𝑡𝜔)×

× (kr)2𝑎𝑣𝑚𝑣𝑙 cos (𝜔0𝑡) 𝑓 (𝑣, 𝑟), (52)
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⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩2
2
= −𝑒2

∫︁
𝑑3𝑣𝑑3𝑟

∞∫︁
−∞

𝑑𝑡 exp(−𝑖𝑡𝜔)×

× (((kr)2 cos2 (𝜔0𝑡) + (kv)2 sin2 (𝜔0𝑡) /𝜔
2
0)×

× 𝑣𝑚𝑣𝑙 cos (𝜔0𝑡)− 2𝑣𝑚𝑟𝑙 sin
2 (𝜔0𝑡) (kr)(kv)×

× cos (𝜔0𝑡))𝑎𝑓 (𝑣, 𝑟), (53)

⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩3
2
= −𝑒2

∫︁
𝑑3𝑣𝑑3𝑟

∞∫︁
−∞

𝑑𝑡 exp(−𝑖𝑡𝜔)×

×((kr)2𝑣𝑚𝑣𝑙 cos
2 (𝜔0𝑡)− (kr)(kv)𝑣𝑚𝑟𝑙 sin

2 (𝜔0𝑡))×
× (−1)𝑏𝑓 (𝑣, 𝑟). (54)

Iнтеграли Пуассона з розподiлом Максвелла легко
обчислюються. Запишемо їх для швидкостi, для
координати або симетричних проекцiй швидкостi
будуть такi самi значення. Направимо третю вiсь
(𝑧) системи уздовж хвильового вектора

∞∫︁
−∞

𝑑𝑣𝑧𝑣
2
𝑧

∞∫︁
−∞

𝑑𝑣𝑥𝑣
2
𝑥

∞∫︁
−∞

𝑑𝑣𝑦𝑓
(︀
𝑣2𝑧 + 𝑣2𝑥 + 𝑣2𝑦

)︀
=

= 𝑛 (𝑚𝛽)
−2

= 𝑛𝑣4𝑠 , (55)
∞∫︁

−∞

𝑑𝑣𝑧𝑣
4
𝑧

∞∫︁
−∞

𝑑𝑣𝑥

∞∫︁
−∞

𝑑𝑣𝑦𝑓
(︀
𝑣2𝑧 + 𝑣2𝑥 + 𝑣2𝑦

)︀
=

= 3𝑛 (𝑚𝛽)
−2

= 3𝑛𝑣4𝑠 . (56)

Ураховуючи це, з (52)–(54) маємо

𝑘𝑚𝑘𝑙

⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩3
2
= 𝑘4𝑛 (𝑣𝑠𝑟𝑠)

2
𝑒2 ×

×
∞∫︁

−∞

𝑑𝑡 exp(−𝑖𝑡𝜔)(cos2 (𝜔0𝑡)− sin2 (𝜔0𝑡))𝑏, (57)

(𝛿𝑚𝑙𝑘
2 − 𝑘𝑚𝑘𝑙)

⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩3
2
= 2𝑘4𝑛 (𝑣𝑠𝑟𝑠)

2
𝑒2 ×

×
∞∫︁

−∞

𝑑𝑡 exp(−𝑖𝑡𝜔) cos2 (𝜔0𝑡) 𝑏, (58)

𝑘𝑚𝑘𝑙

⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩1
2
=

= (𝛿𝑚𝑙𝑘
2 − 𝑘𝑚𝑘𝑙)

⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩1
2
/2 =

= −𝑘4𝑛 (𝑣𝑠𝑟𝑠)
−2

𝑒2
∞∫︁

−∞

𝑑𝑡 exp(−𝑖𝑡𝜔) cos (𝜔0𝑡) 𝑎. (59)

При цьому

𝑘𝑚𝑘𝑙

⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩1
2
= 𝑘𝑚𝑘𝑙

⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩2
2
=

= (𝛿𝑚𝑙𝑘
2 − 𝑘𝑚𝑘𝑙)

⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩2
2
/2, (60)

бо cos2 (𝜔0𝑡)+sin2 (𝜔0𝑡) = 1. Отже, третьої гармонi-
ки в цьому наближеннi не буде. А якщо маси iонiв
у парi рiвнi, то коефiцiєнт 𝑏 = 0 i другої гармонiки
не буде також. Але для реальних хiмiчних сполук
цей варiант малоймовiрний.

Запровадимо дельта-функцiю за правилом

𝛿 (𝜔) = 2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑑𝑡 exp(−𝑖𝑡𝜔),

тодi з (57)–(59) маємо

𝑘𝑚𝑘𝑙

⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩1
2
= (𝛿𝑚𝑙𝑘

2 − 𝑘𝑚𝑘𝑙)×

×
⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩1
2
/2 = −𝑘4𝜋𝑛 (𝑣𝑠𝑟𝑠)

−2
𝑒2 ×

× (𝛿 (𝜔 − 𝜔0) + 𝛿 (𝜔 + 𝜔0))𝑎, (61)

𝑘𝑚𝑘𝑙

⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩3
2
= 𝑘4𝜋𝑛 (𝑣𝑠𝑟𝑠)

2
𝑒2 ×

× (𝛿 (𝜔 − 2𝜔0) + 𝛿 (𝜔 + 2𝜔0))𝑏, (62)

(𝛿𝑚𝑙𝑘
2−𝑘𝑚𝑘𝑙)

⟨̂
𝑗𝑚 (𝑘, 𝜔) �̂�𝑙 (0)

⟩3
2
= 2𝑘4𝜋𝑛 (𝑣𝑠𝑟𝑠)

2
𝑒2 ×

× (2𝛿 (𝜔) + 𝛿 (𝜔 − 2𝜔0) + 𝛿 (𝜔 + 2𝜔0)) 𝑏/2. (63)

Тепер можна повернутися до суми (41), що пiсля
складання результатiв дасть поздовжню i попере-
чну функцiї Грiна.

4. Закони дисперсiї оптичних коливань

Поперечна частина функцiї Грiна вийде пiсля пiд-
становки у (33) кореляцiйної функцiї струмiв, що
складається з доданкiв (43), (61), (60) та (63):

2𝐺(+)(𝜔𝛼(𝑘), 𝑘)
⊥ =

(︁
𝛿𝑛𝛼 − 𝑘𝑛𝑘𝛼

)︁
𝐺(+)

𝑛𝛼 (𝜔, 𝑘) =

=
1

2𝜋𝑇

∞∫︁
−∞

𝑑𝜛𝑒2𝑛𝜋𝑣2𝑠 ×

×((𝛿 (𝜛 − 𝜔0) + 𝛿 (𝜛 + 𝜔0))− 2𝑘2𝑟2𝑠 ×

× (𝛿 (𝜛 − 𝜔0) + 𝛿 (𝜛 + 𝜔0)) 2𝑎+ 𝑘2𝑟2𝑠 ×
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× (𝛿 (𝜛 − 2𝜔0) + 𝛿 (𝜛 + 2𝜔0) + 2𝛿 (𝜛)) 𝑏)×

×
(︂
−1− 𝜔

𝜛 − 𝜔 − 𝑖0

)︂
. (64)

Пiсля iнтегрування бачимо – уявна частина нульо-
ва:

𝐺(+)(𝜔𝛼(𝑘), 𝑘)
⊥ =

Ω2

4𝜋

(︃(︂
−1− 𝜔2

𝜔2
0 − 𝜔2

)︂
− 2𝑎𝑘2𝑟2𝑠 ×

×
(︂
−1− 𝜔2

𝜔2
0 − 𝜔2

)︂
+ 𝑏𝑘2𝑟2𝑠

(︂
−2− 𝜔2

4𝜔2
0 − 𝜔2

)︂
/2

)︃
.

(65)

Пiдставимо (65) у поперечну частину дисперсiй-
ного рiвняння (30):

𝑐2𝑘2 +Ω2𝑘2𝑟2𝑠 ×

×
(︂
2𝑎

𝜔2
0

𝜔2
0 − 𝜔⊥(𝑘)2

− 𝑏/2− 𝑏/2
4𝜔2

0

4𝜔2
0 − 𝜔⊥(𝑘)2

)︂
−

− 𝜔⊥(𝑘)
2

𝜔2
0 − 𝜔⊥(𝑘)2

Ω2 − 𝜀∞𝜔⊥(𝑘)
2 = 0. (66)

Добуток 𝑘2𝑟2𝑠 ≪ 1 у межах застосовностi конти-
нуальної теорiї Хуана Куня. Однак саме 𝑘2𝑟2𝑠 ̸= 0
приводить до появи нової моди фонон-поляритона.

Найбiльш характернi представники двохатом-
них iонних кристалiв – ллоїди лужних металiв.
Для сполук лiтiю фонон другої гармонiки не взає-
модiє з фотоном, бо 2𝜔0 < 𝜔𝐿, хоча, можливо, зли-
вається з верхнiм фонон-поляритоном; а, напри-
клад, для NaF ми отримали ще одну гiлку фонон-
поляритона.

Для фториду натрiю 𝜀∞ = 1,7, 𝜔0 = 45 TГц
(данi табл. 5.1 з [19]) та Ω/

√
𝜀∞ = 63 TГц (данi

табл. 1 [20]). Запроваджено залежнi вiд мас сталi
𝑎 ≈ 0,13 та 𝑏 ≈ 0,01. Ми будемо оцiнювати 𝑟𝑠 ∼
∼ 10−9 см−1.

Графiк верхнього фонон-поляритона перетинає
всi можливi резонанси, тобто наявна серiя фонон-
поляритонiв, якi йдуть за правилом “фонон–фо-
тон–наступний фонон” та не перетинаються мiж
собою. З розглянутою точнiстю для фториду на-
трiю (див. рис. 1) фонон-поляритон переходить у
другу гармонiку поперечного фонона при збiль-
шеннi хвильового числа – на графiку суцiльна лi-
нiя. А друга гармонiка поперечного фонона в той
самий час стає фонон-поляритоном – короткий
пунктир. Нижня гiлка фонон-поляритона залиша-
ється стандартною – довгий пунктир.

Рис. 1. Низькочастотнi поперечнi моди для NaF

Рис. 2. Зближення верхнiх фонон-поляритонiв для NaF

На рис. 2 наведено збiльшений графiк мiсця на-
ближення верхнiх фонон-поляритонiв NaF, який
пiдтверджує вiдсутнiсть перетину мiж ними.

Аналогiчно до рис. 1, циклотроннi резонанси у
замагнiченiй плазмi перетинає незвичайна хвиля
[21, с. 247] за тим самим правилом. Тобто на-
ведений графiк подiбний до графiка мод Берн-
штейна. Також, аналогiчний графiк мають попе-
речнi фонон-поляритони на п’єзоелектричнiй над-
ґратцi [3].

Поздовжня частина функцiї Грiна складається
з (43) (61), (60) та (62):

𝐺(+)(𝜔, 𝑘)‖ = 𝑘𝑛𝑘𝛼𝐺
(+)
𝑛𝛼 (𝜔, 𝑘) =

1

2𝜋𝑇

∞∫︁
−∞

𝑑𝜛𝑒2𝑛𝜋𝑣2𝑠 ×

× (((𝛿 (𝜛 − 𝜔0) + 𝛿 (𝜛 + 𝜔0))− 𝑘2𝑟2𝑠 ×
× (𝛿 (𝜔 − 𝜔0) + 𝛿 (𝜔 + 𝜔0))2𝑎+ 𝑘2𝑟2𝑠 ×

× (𝛿 (𝜔 − 2𝜔0) + 𝛿 (𝜔 + 2𝜔0))𝑏)

(︂
−1− 𝜔

𝜛 − 𝜔 − 𝑖0

)︂
.

(67)

Пiсля iнтегрування по частотах 𝜛 маємо вираз

𝐺(+)(𝜔, 𝑘)‖ =
Ω2

4𝜋

(︃(︂
−1− 𝜔2

𝜔2
0 − 𝜔2

)︂
− 2𝑎𝑘2𝑟2𝑠 ×

×
(︂
−1− 𝜔2

𝜔2
0 − 𝜔2

)︂
+ 𝑏𝑘2𝑟2𝑠

(︂
−1− 𝜔2

4𝜔2
0 − 𝜔2

)︂)︃
, (68)
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що призведе до дисперсiйного рiвняння

𝑘2Ω2𝑟2𝑠

(︂
2𝑎

(︂
𝜔2
0

𝜔2
0 − 𝜔‖(𝑘)2

)︂
− 𝑏

(︂
4𝜔2

0

4𝜔2
0 − 𝜔‖(𝑘)2

)︂)︂
−

−
𝜔‖(𝑘)

2

𝜔2
0 − 𝜔‖(𝑘)2

Ω2 − 𝜀∞𝜔‖(𝑘)
2 = 0. (69)

Розв’язок (69) має три гiлки

𝜔‖1(𝑘) = 0, 𝜔‖2(𝑘) = ±
√︁
𝜔2
0 +Ω2, 𝜔‖3(𝑘) = ±2𝜔0.

(70)

Головний результат (70) – окрiм стандартного дов-
гохвильового поздовжнього фонона 𝜔‖2(𝑘) =

=
√︀

𝜔2
0 +Ω2, з’являється нескiнченна серiя гармо-

нiк (при врахуваннi всiх членiв суми (40)), почи-
наючи з подвоєної частоти ґратки 𝜔‖3(𝑘) = 2𝜔0.

Окремо треба сказати, що отриманi новi мо-
ди схожi на другу гармонiку, тобто на нелiнiйний
ефект, що зазвичай випливає з нелiнiйних рiвнянь
руху, але рiвняння (26) лiнiйне.

Якщо розглянути граничний випадок, коли перi-
од коливань ґратки значно перевершує характер-
ний час процесу, що вивчається, тобто 𝜔0 ≪ 𝜔,
то слiд розкласти тригонометричнi функцiї у за-
лежностях (34) i ми отримаємо

𝑟𝑎𝑛 (𝑡) = 𝑟𝑎𝑛 + 𝑣𝑎𝑛𝜔0𝑡/𝜔0, 𝑣𝑎𝑛 (𝑡) = 𝑣𝑎𝑛, (71)

що поверне нас до вiдомої картини максвеллiвської
плазми iз загасанням [8, 22].

5. Висновки

Таким чином, узагальнено закони дисперсiї для
фонон-поляритонiв i поздовжнiх оптичних фоно-
нiв у макроскопiчнiй моделi двохатомного iонно-
го кристала. Так, у наближеннi, що враховує дру-
гий доданок розвинення по середньоквадратично-
му вiдхиленню гармонiчного осцилятора вiд рiв-
новаги, отримано нову гiлку поздовжнього опти-
чного фонона з частотою, що збiгається з другою
гармонiкою осциляцiй ґратки, а для поперечного
випадку знайдено два верхнi фонон-поляритони.
Передбачено наявнiсть нескiнченної серiї фонон-
поляритонiв i поздовжнiх оптичних фононiв, що
виникають аналогiчно модам Бернштейна у зама-
гнiченiй плазмi. Поперечна частота оптичних ко-
ливань ґратки знайдена в основному наближеннi з

умови електростатичної рiвноваги. Наведений роз-
гляд узагальнив роботу [9], де не враховувався те-
пловий рух ґратки.
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Довгохвильовi оптичнi коливання

А.А.Ступка

ДЛИННОВОЛНОВЫЕ
ОПТИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ
В ДВУХАТОМНЫХ ИОННЫХ КРИСТАЛЛАХ

Р е з ю м е

Рассмотрены длинноволновые фононы-поляритоны и про-
дольные оптические фононы как собственные волны эле-
ктромагнитного поля в ионных кристаллах с двумя ато-
мами в элементарной ячейке. Использована модель Хуана
Куня для описания подрешеток точечных зарядов, кото-
рые осциллируют с частотой 𝜔0. Обобщены законы дис-
персии для оптических колебаний в кристаллах благодаря
учету теплового движения зарядов. Во втором порядке по
отношению среднеквадратичного отклонения к длине вол-
ны найдены дополнительный продольный фонон с частотой
2𝜔0 и два верхних фонон-поляритона.

A.A. Stupka

LONG-WAVE OPTICAL
VIBRATIONS IN DIATOMIC
IONIC CRYSTALS

S u m m a r y

Long-wave phonon-polaritons and longitudinal optical phonons

have been considered as eigenwaves of the electromagnetic

field in ionic crystals with two atoms per unit cell. The Kun

Huang model is used to describe the sublattices of point

charges vibrating with the frequency 𝜔0. The dispersion laws

for optical vibrations in crystals are generalized, by consid-

ering the thermal motion of charges. An additional longitudi-

nal phonon with the frequency 2𝜔0 and two upper phonon-

polaritons are found in the second-order approximation with

respect to the ratio between the standard deviation and the

wavelength.
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