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ЕКСИТОННЕ ВИПРОМIНЮВАННЯ ГIБРИДНОЇ
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Дослiджено випадок сферичної квантової точки (КТ) прямозонного напiвпровiдника ку-
бiчної модифiкацiї з чотирикратно виродженою валентною зоною Γ8 в околi сферичної
металевої наночастинки (НЧ). Екситонне випромiнювання КТ розглянуто як таке,
що формується сумою внескiв випромiнюючих точкових (вузельних) диполiв всерединi
КТ. Опис несферичної в цiлому наноситеми базується на використаннi трьох сфери-
чних систем координат i встановленнi зв’язку мiж коефiцiєнтами мультипольного
розкладу електромагнiтних (ЕМ) полiв у цих системах координат. Полярнi осi першої
i другої систем з центрами в НЧ i КТ направленi вздовж лiнiї, що з’єднує цi центри.
Орiєнтацiя третьої системи координат з центром в КТ визначається орiєнтацiєю
кристалiчної ґратки в КТ. Показано, що на вiдмiну вiд скалярного потенцiалу еле-
ктричного поля, який iндукується екситонним станом в КТ i має вигляд потенцiалу
точкового диполя, ЕМ поле екситонного випромiнювання КТ не може бути представ-
лене у виглядi ЕМ поля випромiнювання точкового диполя, оскiльки мiстить лише
дипольнi, квадрупольнi i октупольнi компоненти. Враховано багатократне розсiювання
мiж НЧ i КТ електромагнiтного поля, що випромiнює КТ. Розрахованi залежностi
квантового виходу екситонного випромiнювання вiд вiдстанi мiж поверхнями КТ i НЧ
при рiзних розмiрах КТ i НЧ i температурах 4,2 i 300 K у випадку КТ CdTe i срiбних
або золотих НЧ.
Ключ о в i с л о в а: квантовi точки, металевi наночастинки, гiбридрнi наносистеми, еле-
ктромагнiтнi поля, квантовий вихiд випромiнювання.

1. Вступ
Гiбриднi метал-напiвпровiдниковi наноструктури
(з останнiх оглядiв див., наприклад, [1, 2]), в яких
суттєву роль вiдiграє екситон-плазмонна взаємо-
дiя, останнiми роками привертають все бiльший
iнтерес завдяки своїм унiкальним властивостям i
значному прогресу у технологiях їх виготовлення.
Проте, в багатьох випадках теоретичнi моделi, що
використовуються для опису таких структур, є не-
досконалими. Це стосується навiть такого просто-
го на перший погляд випадку, як напiвпровiднико-
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ва КТ в околi металевої НЧ, коли КТ по аналогiї з
флуоресцентними молекулами вважається точко-
вим диполем (несферична наносистема в такому
пiдходi перетворюється на сферично-симетричну)
i всi добре вiдомi результати, отриманi для випад-
ку точкового диполя, автоматично переносяться
на випадок КТ.

У данiй роботi, яка є продовженням нашої по-
передньої роботи [3], розвинутий бiльш строгий
пiдхiд, в рамках якого точковим диполем вважає-
ться не КТ в цiлому, а кожна елементарна комiрка
кристала в КТ. Такий пiдхiд дозволяє врахувати
структуру валентної зони кристала i обчислити всi
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ЕМ поля i квантовий вихiд випромiнювання в гi-
бриднiй наносистемi КТ + НЧ у випадку нерезо-
нансного збудження, коли безпосередньо збуджу-
ється лише КТ (у випадку резонансного збуджен-
ня безпосередньо збуджується i НЧ). В роботi [3]
були отриманi вирази для всiх електромагнiтних
полiв у системi “випромiнюючий точковий диполь
в напiвпровiдниковiй КТ + металева НЧ”. Було
показано, що для розрахунку ЕМ полiв у випад-
ку екситонного випромiнювання КТ в цiлому не-
обхiдно проiнтегрувати внески в ЕМ поля вiд усiх
точкових диполiв всерединi КТ (тобто внески вiд
усiх елементарних комiрок кристала, з яких сфор-
мована КТ). Було показано також, що вiдповiднi
внески визначаються огинаючою екситонною хви-
льовою функцiєю в КТ. Таким чином, для подаль-
шого розгляду необхiдно конкретизувати модель
КТ i записати огинаючi екситоннi хвильовi фун-
кцiї розмiрного квантування. При такiй конкрети-
зацiї задачi на додаток до двох сферичних систем
координат, зсунутих одна вiдносно одної на вiд-
стань 𝐷 мiж центрами КТ i НЧ (на попередньому
етапi був встановлений зв’язок мiж мультипольни-
ми складовими ЕМ полiв, записаних у цих двох си-
стемах координат, що дає змогу використати окре-
мо сферичну симетрiю КТ i НЧ незважаючи на не-
сферичнiсть повної системи КТ + НЧ), необхiдно
ввести третю cистему координат {𝑋cr, 𝑌cr, 𝑍cr}, осi
якої визначаються орiєнтацiєю кристалiчної ґра-
тки всерединi КТ (див. рис. 1). Вихiднi екситон-
нi хвильовi функцiї розмiрного квантування в КТ
стандартно записуються саме в цiй кристалiчнiй
системi координат. Але кiнцевi екситоннi хвильовi
функцiї, якi необхiдно використовувати при розра-
хунку внеску всього об’єму КТ в ЕМ поля, мають
бути записанi в системi координат {�̃�, 𝑌 , 𝑍} з вiс-
сю 𝑍 вздовж лiнiї, що з’єднує центри НЧ i КТ,
а не у власнiй (кристалiчнiй) системi координат з
осями {𝑋cr, 𝑌cr, 𝑍cr}. В наступних роздiлах мiсти-
ться опис всiх необхiдних перетворень, якi дають
можливiсть розрахувати потужностi ЕМ випромi-
нювання i поглинання, а також квантовий вихiд
випромiнювання гiбридної наносистеми КТ + НЧ.

2. Екситоннi стани розмiрного
квантування i екситоннi хвильовi
функцiї КТ
В ролi напiвпровiдника, з якого сформована КТ,
розглядався напiвпровiдник кубiчної модифiка-

Рис. 1. Схематичний вигляд наносистеми КТ + НЧ

цiї з чотирикратно виродженою валентною зоною
Γ8 (зокрема, таким напiвпровiдником є CdTe). В
КТ з такого напiвпровiдника основний екситон-
ний стан розмiрного квантування (стан так зва-
них темних екситонiв, вiдщеплений в область мен-
ших енергiй обмiнною спiн-спiновою електрон-дiр-
ковою взаємодiєю) характеризується квантовим
числом 𝐹 = 2 повного моменту iмпульсу екситону.
Цей стан є п’ятикратно виродженим за квантови-
ми числами 𝐹𝑧 = ±2,±1, 0 проекцiї повного мо-
менту на вiсь 𝑍cr. Бiльш високоенергетичний три-
кратно вироджений стан яскравих екситонiв ха-
рактеризується квантовим числом 𝐹 = 1 повного
моменту iмпульсу екситону i квантовими числами
𝐹𝑧 = ±1, 0 його проекцiї на вiсь 𝑍cr [4].

В електрон-дiрковому представленнi екситоннi
хвильовi функцiї станiв розмiрного квантування
Ψel−h

ex (𝐹, 𝐹𝑧; r
cr
𝑒 , rcrℎ ) згiдно зi стандартним прави-

лом складання моментiв (див., наприклад, [5]) ма-
ють такий вигляд:

Ψel−h
ex (2, 2; rcr𝑒 , rcrℎ ) = Ψ0

𝑒(r
cr
𝑒 ) ↑ Ψ

3
2 ,

3
2

ℎ (rcrℎ ), (1)

Ψel−h
ex (2,−2; rcr𝑒 , rcrℎ ) = Ψ0

𝑒(r
cr
𝑒 ) 𝑖 ↓ Ψ

3
2 ,−

3
2

ℎ (rcrℎ ), (2)

Ψel−h
ex (2, 1; rcr𝑒 , rcrℎ ) = Ψ0

𝑒(r
cr
𝑒 )×

×
[︁√3

2
↑ Ψ

3
2 ,

1
2

ℎ (rcrℎ ) +
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𝑖 ↓ Ψ

3
2 ,
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ℎ (rcrℎ )
]︁
, (3)

Ψel−h
ex (2,−1; rcr𝑒 , rcrℎ ) = −Ψ0

𝑒(r
cr
𝑒 )×

×
[︁√3

2
𝑖 ↓ Ψ

3
2 ,−

1
2

ℎ (rcrℎ ) +
1

2
↑ Ψ

3
2 ,−

3
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ℎ (rcrℎ )
]︁
, (4)
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Ψel−h
ex (2, 0; rcr𝑒 , rcrℎ ) =

Ψ0
𝑒(r

cr
𝑒 )√
2

×

×
[︁
↑ Ψ

3
2 ,−

1
2

ℎ (rcrℎ ) + 𝑖 ↓ Ψ
3
2 ,

1
2

ℎ (rcrℎ )
]︁
, (5)

де

↑=
(︁
1
0

)︁
i ↓=

(︁
0
1

)︁
(6)

є спiновими функцiями електрона (спiнорами), що
вiдповiдають проекцiї спiну електрона +1/2 i −1/2
на вiсь 𝑍cr, Ψ0

𝑒(r
cr
𝑒 ) = 𝜌𝑒0(𝑟𝑒)𝑌0,0(𝛺

cr
𝑒 )𝑆 – повна

просторова електронна хвильова функцiя основ-
ного стану розмiрного квантування, 𝜌𝑒0(𝑟𝑒) – ра-
дiальна частина електронної огинаючої хвильової
функцiї, 𝑆 – вузельна електронна хвильова фун-
кцiя (локалiзована функцiя Ваньє [6]) сферично-
симетричного 𝑠-типу, r̃cr𝑒 – просторова електрон-
на змiнна у власнiй кристалiчнiй системi коорди-
нат, 𝑟cr𝑒 ≡ 𝑟𝑒, координати електрона в системi ко-
ординат {�̃�, 𝑌 , 𝑍} з центром O2 виражаються ра-
дiусом-вектором r̃𝑒, Ωcr

𝑒 – кутовi змiннi електрона,
Ψ𝑀,𝑀𝑧

ℎ (rcrℎ ) – дiркова хвильова функцiя з кванто-
вим числом 𝑀 повного моменту iмпульсу дiрки i
квантовим числом 𝑀𝑧 його проекцiї на вiсь 𝑍cr,
rcrℎ – просторова змiнна дiрки, 𝑌𝑙,𝑚(Ω) – нормованi
скалярнi сферичнi гармонiки, якi описують куто-
ву частину вiдповiдної дiркової огинаючої хвильо-
вої функцiї розмiрного квантування, 𝑙 – квантове
число орбiтального моменту дiрки, 𝑚 – квантове
число його проекцiї на вiдповiдну вiсь (𝑍cr в кри-
сталiчнiй системi координат або 𝑍 в системi коор-
динат {�̃�, 𝑌 , 𝑍}).

В свою чергу, дiрковi хвильовi функцiї розмiр-
ного квантування Ψ𝑀,𝑀𝑧

ℎ (rcrℎ ) згiдно з тим самим
правилом складання моментiв виражаються таким
чином:

Ψ
3
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, (7)
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ℎ (rcrℎ ) = 𝜌ℎ0 (𝑟ℎ)𝑌0,0(𝛺
cr
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У виразах (7)–(10) 𝜌ℎ0 (𝑟ℎ) i 𝜌ℎ2 (𝑟ℎ) – дiрковi оги-
наючi радiальнi функцiї розмiрного квантування
сферичної i несферичної частини повної дiрко-
вої хвильової функцiї, вiдповiдно, координати дiр-
ки в системi координат {�̃�, 𝑌 , 𝑍} виражаються
радiусом-вектором r̃ℎ, 𝑟crℎ ≡ 𝑟ℎ, |𝐽, 𝐽𝑧⟩ – вузель-
нi просторово-спiновi дiрковi хвильовi функцiї з
квантовим числом 𝐽=3/2 повного момента iмпуль-
са (ефективного спiна) дiрки i квантовим числом
𝐽𝑧 його проекцiї на вiсь 𝑍cr.

Функцiї |𝐽, 𝐽𝑧⟩, знову ж таки, згiдно зi стандар-
тним правилом складання моментiв мають такий
вигляд:

|3/2, 3/2⟩ = (𝑋cr + 𝑖𝑌 cr)/
√
2 ↑, (11)

|3/2,−3/2⟩ = 𝑖 (𝑋cr − 𝑖𝑌 cr)/
√
2 ↓, (12)

|3/2, 1/2⟩ = 𝑖
[︀
(𝑋cr + 𝑖𝑌 cr) ↓ −2𝑍cr ↑

]︀
/
√
6, (13)

|3/2,−1/2⟩ =
[︀
(𝑋cr − 𝑖𝑌 cr) ↑ +2𝑍cr ↓

]︀
/
√
6, (14)

де ↑ i ↓ – дiрковi спiнори, що вiдповiдають проекцiї
спiну дiрки ±1/2 на вiсь 𝑍cr, 𝑋cr, 𝑌 cr i 𝑍cr – ву-
зельнi просторовi дiрковi хвильовi функцiї 𝑝-типу
в кристалiчнiй системi координат {𝑋cr, 𝑌cr, 𝑍cr}.

У випадку вiдщеплених спiн-спiновою електрон-
дiрковою обмiнною взаємодiєю бiльш високоенер-
гетичних трикратно вироджених станiв яскравих
екситонiв з 𝐹 = 1 i 𝐹𝑧 = ±1, 0 вiдповiднi екси-
тоннi хвильовi функцiї розмiрного квантування
Ψel−h

ex (𝐹, 𝐹𝑧; r
cr
𝑒 , rcrℎ ) мають такий вигляд:

Ψel−h
ex (1, 1; rcr𝑒 , rcrℎ ) = Ψ0

𝑒(r
cr
𝑒 )

[︂
1

2
↑ Ψ

3
2 ,

1
2

ℎ (rcrℎ )−

−
√
3

2
𝑖 ↓ Ψ

3
2 ,

3
2

ℎ (rcrℎ )
]︁
, (15)
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Ψel−h
ex (1,−1; rcr𝑒 , rcrℎ ) = Ψ0

𝑒(r
cr
𝑒 )×

×
[︂√

3

2
↑ Ψ

3
2 ,−

3
2

ℎ (rcrℎ )− 1

2
𝑖 ↓ Ψ

3
2 ,−

1
2

ℎ (rcrℎ )

]︂
, (16)

Ψel−h
ex (1, 0; rcr𝑒 , rcrℎ ) =

Ψ0
𝑒(r

cr
𝑒 )√
2

[︂
↑ Ψ

3
2 ,−

1
2

ℎ (rcrℎ )−

− 𝑖 ↓ Ψ
3
2 ,

1
2

ℎ (rcrℎ )

]︂
. (17)

Cлiд зауважити, що в базиснiй роботi Ефроса зi
спiвавторами [4] у виразах для екситонних хвильо-
вих функцiй темних екситонiв з 𝐹 = 2 i 𝐹𝑧 = ±1
зроблена помилка. У випадку сферичної КТ напiв-
провiдника кубiчної модифiкацiї цi вирази повин-
нi переходити у вирази (3) i (4) даної роботи. Але
цього не вiдбувається, оскiльки в [4] переплутанi
коефiцiєнти при складових частинах вiдповiдних
хвильових функцiй. Як наслiдок, хвильовi функцiї
темних екситонiв з 𝐹𝑧 = ±1 в [4] не є ортогональ-
ними до хвильових функцiй яскравих екситонiв з
𝐹𝑧 = ±1, i, вiдповiдно, розрахованi в [4] в диполь-
ному наближеннi матричнi елементи оптичних пе-
реходiв в цi стани (з цих станiв) темних екситонiв
є не нульовими на вiдмiну вiд нульових матричних
елементiв переходу в стани (зi станiв) темних екси-
тонiв з 𝐹𝑧 = ±2 i 𝐹𝑧 = 0. Насправдi вони так само
мають бути нульовими в дипольному наближеннi.
Згiдно з результатами нашої моделi, випромiню-
вання з усiх станiв темних екситонiв вiдбувається
лише у виглядi сферичних хвиль з дипольними
i октупольними компонентами електричного типу
i квадрупольними компонентами магнiтного типу,
причому це випромiнювання пов’язане виключно
з несферичною частиною дiркової огинаючої хви-
льової функцiї.

3. Перетворення екситонних хвильових
функцiй при поворотi системи координат

Для подальших розрахункiв у випадку наносисте-
ми КТ + НЧ екситоннi хвильовi функцiї мають
бути записанi у системi координат {�̃�, 𝑌 , 𝑍} з цен-
тром O2 всерединi КТ (див. рис. 1). Орiєнтацiю
системи {𝑋cr, 𝑌cr, 𝑍cr} вiдносно системи {�̃�, 𝑌 , 𝑍}
можна задати стандартним чином за допомогою
кутiв Ейлера {Ψ𝑒, 𝜃𝑒, 𝜙𝑒}. В данiй роботi всi кути
Ейлера є кутами повороту проти руху годиннико-
вої стрiлки.

Спочатку необхiдно зауважити, що при знаход-
женнi згiдно з [3] ЕМ поля, яке випромiнює КТ,

необхiдно, як i в роботi [4], перейти вiд елект-
рон-дiркового представлення екситонних функ-
цiй Ψel−h

ex (𝐹, 𝐹𝑧; r
cr
𝑒 , rcrℎ ) до електрон-електронно-

го представлення Ψel−el
ex (𝐹, 𝐹𝑧; r

cr
𝑒 , rcrℎ ), що просто

означає замiну просторових компонент дiркових
складових цих екситонних функцiй на комплекс-
но-спряженi i замiну дiркових спiнорiв ↑ i ↓ на
транспонованi електроннi спiнори ↑𝑇 i ↓𝑇 , вiдпо-
вiдно. Оскiльки в результатi в екситоннi хвильовi
функцiї Ψel−el

ex (𝐹, 𝐹𝑧; r
cr
𝑒 , rcrℎ ) у вихiднiй кристалiч-

нiй системi координат будуть входити добутки спi-
норiв ↑↑𝑇 i ↓↓𝑇 , якi є скалярами i дорiвнюють оди-
ницi, i добутки ↑↓𝑇 i ↓↑𝑇 , якi дорiвнюють нулевi,
то, по-перше, у виразах для ЕМ поля лишаться ли-
ше тi складовi, якi вiдповiдають ненульовим добу-
ткам спiнорiв, а по-друге, добутки ↑↑𝑇 i ↓↓𝑇 будуть
дорiвнювати так само одиницi i в системi коорди-
нат {�̃�, 𝑌 , 𝑍}.

Що стосується кутових огинаючих функцiй у
виглядi нормованих сферичних гармонiк 𝑌2,𝜇(𝛺

cr)
системи координат {𝑋cr, 𝑌cr, 𝑍cr}, якi входять у ви-
рази (7)–(10) i, вiдповiдно, у вирази (1)–(5), то
згiдно з [7] вони можуть бути записанi у вигля-
дi наступного розкладу по сферичних гармонiках
𝑌2,𝑚(�̃�) системи координат {�̃�, 𝑌 , 𝑍}:

𝑌2,𝜇(𝜃cr, 𝜙cr) =

2∑︁
𝑚=−2

𝐶𝜇,𝑚𝑌2,𝑚(𝜃, 𝜙). (18)

Коефiцiєнти розкладу 𝐶𝜇,𝑚 можна знайти, якщо
використати запис сферичних гармонiк 𝑌2,𝜇(𝛺

cr)

у виглядi 𝑌2,±2(𝛺
cr) =

√︀
15/(32𝜋)(𝑥cr ± 𝑖𝑦cr)

2,
𝑌2,±1(𝛺

cr) = ∓
√︀
15/(8𝜋)(𝑥cr ± 𝑖𝑦cr)𝑧cr i 𝑌2,0(𝛺

cr) =

=
√︀
5/(16𝜋)(2𝑧2cr−𝑥2

cr− 𝑦2cr), де 𝑥cr, 𝑦cr i 𝑧cr – коор-
динати одиничного вектора у напрямку, що зада-
ються кутами 𝜃cr i 𝜙cr кристалiчної системи коор-
динат, тобто 𝑥cr = sin 𝜃cr cos𝜙cr, 𝑦cr = sin 𝜃cr sin𝜙cr

i 𝑧cr = cos 𝜃cr. Записуючи координати одиничного
вектора 𝑥cr, 𝑦cr i 𝑧cr через кути Ейлера i коорди-
нати цього вектора у системi координат {�̃�, 𝑌 , 𝑍}
(тобто через �̃� = sin 𝜃 cos𝜙, 𝑦 = sin 𝜃 sin𝜙 i 𝑧 =
= cos 𝜃), помножаючи формулу (18) на 𝑌 *

2,𝑚(𝜃, 𝜙)

та iнтегруючи по кутових змiнних 𝜃 i 𝜙, можна
отримати вирази для коефiцiєнтiв 𝐶𝜇,𝑚 через ку-
ти Эйлера. Цi вирази наведенi в Додатку 1.

Нарештi, при знаходженнi внеску точкових (ву-
зельних) випромiнюючих диполiв в повне електро-
магнiтне поле КТ матричнi елементи вузельних
дипольних моментiв будуть виражатись у виглядi
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⟨𝑆|𝑒r𝑖|𝑋cr⟩ = 𝑝n1, ⟨𝑆|𝑒r𝑖|𝑌 cr⟩ = 𝑝n2 i ⟨𝑆|𝑒r𝑖|𝑍cr⟩ =
𝑝n3, де r𝑖 – координата електрона в межах еле-
ментарної комiрки, що вiдповiдає тому чи iншому
вузлу кристала, 𝑝 – модуль вузельного дипольно-
го моменту (однаковий для всiх трьох напрямкiв
внаслiдок кубiчної симетрiї кристала), n1 , n2 i
n2 – орти кристалiчної системи координат. В си-
стемi координат {�̃�, 𝑌 , 𝑍} цi орти у вузлi в точцi
r̃𝑑 (див. рис. 1) можуть бути записанi у такому ви-
глядi [5]:

n𝛼(r̃𝑑) =
√︀
2𝜋/3×

×
{︁
𝑛𝑥
𝛼 ∇r̃𝑑

[︀
𝑟𝑑
{︀
𝑌1,−1(�̃�𝑑)− 𝑌1,1(�̃�𝑑)

}︀]︀
+

+ 𝑖𝑛𝑦
𝛼 ∇r̃𝑑

[︀
𝑟𝑑
{︀
𝑌1,−1(�̃�𝑑) + 𝑌1,1(�̃�𝑑)

}︀]︀
+

+
√
2𝑛𝑧

𝛼 ∇r̃𝑑

[︀
𝑟𝑑𝑌1,0(�̃�𝑑)

]︀}︁
, (19)

де 𝑛𝑥
𝛼, 𝑛𝑦

𝛼 i 𝑛𝑧
𝛼 – компоненти вектора n𝛼 в систе-

мi координат {�̃�, 𝑌 , 𝑍}. Згiдно з виглядом вузель-
них дiркових хвильових функцiй (11)–(14), при об-
численнях будуть фiгурувати такi комбiнацiї цих
компонент:

𝑛𝑥
1 ± 𝑖𝑛𝑥

2 = exp(∓𝑖𝜙𝑒)
[︀
cos𝛹𝑒 ∓ 𝑖 cos 𝜃𝑒 sin𝛹𝑒

]︀
, (20)

𝑛𝑦
1 ± 𝑖𝑛𝑦

2 = exp(∓𝑖𝜙𝑒)
[︀
sin𝛹𝑒 ± 𝑖 cos 𝜃𝑒 cos𝛹𝑒

]︀
, (21)

𝑛𝑧
1 ± 𝑖𝑛𝑧

2 = ±𝑖 exp(∓𝑖𝜙𝑒) sin 𝜃𝑒, (22)

𝑛𝑥
3 = sin 𝜃𝑒 sin𝛹𝑒, 𝑛𝑦

3 = − sin 𝜃𝑒 cos𝛹𝑒, (23)

𝑛𝑧
3 = cos 𝜃𝑒. (24)

4. Електромагнiтнi поля
екситонного випромiнювання КТ

При розрахунку ЕМ поля випромiнювання п’яти-
кратно виродженого стану темних екситонiв у КТ,
що характеризується квантовим числом повного
моменту iмпульсу екситону 𝐹 = 2, слiд користу-
ватись такою ефективною хвильовою функцiєю:

Ψex,2(r̃𝑒, r̃ℎ) =
1√
5

[︀
𝑎𝐿Ψ

el−el
ex (2, 0; r̃𝑒, r̃ℎ)+

+ 𝑏𝐿Ψ
el−el
ex (2, 1; r̃𝑒, r̃ℎ) + 𝑐𝐿Ψ

el−el
ex (2,−1; r̃𝑒, r̃ℎ)+

+ 𝑑𝐿Ψ
el−el
ex (2, 2; r̃𝑒, r̃ℎ)+𝑓𝐿Ψ

el−el
ex (2,−2; r̃𝑒, r̃ℎ)

]︀
, (25)

де 𝑎𝐿, 𝑏𝐿, 𝑐𝐿, 𝑑𝐿 i 𝑓𝐿 – довiльнi фазовi множники.
Такий вигляд ефективної хвильової функцiї зумов-
лений однаковою iмовiрнiстю заселення кожного з
п’яти вироджених станiв темних екситонiв при зов-
нiшньому збудженнi; наявнiсть довiльних фазових

множникiв зумовлена некогерентним характером
знаходження екситону в цих станах.

Вiдповiдно, при розрахунку ЕМ поля випромi-
нювання трикратно виродженого стану яскравих
екситонiв в КТ, що характеризується квантовим
числом повного моменту iмпульсу екситону 𝐹 =
= 1, ефективна хвильова функцiя буде мати та-
кий вигляд:

Ψex,1(r̃𝑒, r̃ℎ) =
1√
3

[︀
𝑎𝑈Ψ

el−el
ex (1, 0; r̃𝑒, r̃ℎ)+

+ 𝑏𝑈Ψ
el−el
ex (1, 1; r̃𝑒, r̃ℎ)+ 𝑐𝑈Ψ

el−el
ex (1,−1; r̃𝑒, r̃ℎ)

]︀
, (26)

де 𝑎𝑈 , 𝑏𝑈 i 𝑐𝐿 так само є довiльними фазовими
множниками.

Згiдно з [3], зумовлене екситонним станом з
квантовим числом повного момента iмпульсу 𝐹
електричне поле на внутрiшнiй поверхнi КТ, яке
формується внаслiдок випромiнювання усiх ву-
зельних диполiв всерединi КТ, повинно мати та-
кий вигляд:

E𝑖
𝑄𝐷,2(r̃;𝐹 ) =

∑︁
𝑙,𝑚

{︁ 𝑖

𝑘0𝜀2
�̃�𝑖,𝐹2,𝐸(𝑙,𝑚)×

×
[︀
∇r̃ × ℎ𝑙(𝑘2𝑟)X𝑙,𝑚(�̃�)

]︀
+

+ �̃�𝑖,𝐹2,𝑀 (𝑙,𝑚)ℎ𝑙(𝑘2𝑟)X𝑙,𝑚(�̃�)
}︁
, (27)

де 𝑟 = 𝑅2, нижнiй iндекс 2 в E𝑖
𝑄𝐷,2 вказує на те,

що це – поле з боку внутрiшньої границi КТ (див.
рис. 1), 𝑘0 = 𝜔/𝑐, 𝑐 – швидкiсть свiтла, 𝑘2 =

√
𝜀2 𝑘0,

�̃�𝑖,𝐹2,𝐸(𝑙,𝑚) i �̃�𝑖,𝐹2,𝑀 (𝑙,𝑚) – коефiцiєнти мультиполь-
ного розкладу електричного поля (електричного i
магнiтного типiв), що випромiнюється екситонним
станом з квантовим числом повного моменту iм-
пульсу 𝐹 , 𝜀2 – фонова дiелектрична стала напiв-
провiдника в областi частот, в якiй вiдбувається
випромiнювання (у випадку CdTe 𝜀2 ≈ 13 в обла-
стi ~𝜔 1,5–3,0 еВ [8]), X𝑙,𝑚(�̃�) – нормованi векторнi
сферичнi гармонiки [9], ℎ𝑙(𝑥) – сферична функцiя
Ханкеля першого роду.

Дипольний момент вузла з координатою r̃𝑑 може
бути записаний у виглядi такого розкладу:

⟨0|𝑒r̃𝑖|Ψex,𝐹 (r̃𝑒, r̃ℎ)⟩r̃𝑑 = 𝑝
[︀
n1Ψ

(1)
ex,𝐹 (r̃𝑑, r̃𝑑)+

+n2Ψ
(2)
ex,𝐹 (r̃𝑑, r̃𝑑) + n3Ψ

(3)
ex,𝐹 (r̃𝑑, r̃𝑑)

]︀
, (28)

де |0⟩ = 𝛿(r̃𝑒 − r̃ℎ), функцiї Ψ
(𝑗)
ex,𝐹 (r̃𝑑, r̃𝑑) – кое-

фiцiєнти при вузельних функцiях 𝑋cr (𝑗 = 1),
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𝑌 cr (𝑗 = 2) i 𝑍cr (𝑗 = 3) в повнiй хвильовiй функцiї
Ψex,𝐹 (r̃𝑑, r̃𝑑). Отже, цей дипольний момент утво-
рюється дипольними моментами трьох точкових
диполiв у вузлi r̃𝑑, орiєнтованих вздовж ортiв вла-
сної (кристалiчної) системи координат n1, n2 i n3.

Внесок в електричне поле (27) вiд орiєнтованого
вздовж n𝛼 точкового диполя з дипольним момен-
том 𝑝, що знаходиться всерединi КТ в точцi r̃𝑑,
виражається такою формулою [3]:

E𝑖
𝑑,2(r̃, r̃𝑑;n𝛼) =

∞∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

{︁ 𝑖

𝑘0𝜀2
�̃�>𝑑,𝐸(𝑙,𝑚)×

×
[︀
∇r̃ × ℎ𝑙(𝑘2𝑟)X𝑙,𝑚(�̃�)

]︀
+

+ �̃�>𝑑,𝑀 (𝑙,𝑚)ℎ𝑙(𝑘2𝑟)X𝑙,𝑚(�̃�)
}︁
, (29)

де �̃�>𝑑,𝑀 (𝑙,𝑚) = 4𝜋𝑖𝑝𝑘2𝑘
2
0 𝑗𝑙(𝑘2𝑟𝑑)n𝛼 · X*

𝑙,𝑚(�̃�𝑑),
�̃�>𝑑,𝐸(𝑙,𝑚) = 4𝜋𝑝𝑘2𝑘0 n𝛼 ·

[︀
∇r̃𝑑 × 𝑗𝑙(𝑘2𝑟𝑑)X

*
𝑙,𝑚(�̃�𝑑)

]︀
,

𝑗𝑙(𝑥) – сферична функцiя Бесселя.
Повне електричне поле КТ (27) i вiдповiднi

мультипольнi коефiцiєнти �̃�𝑖,𝐹2,𝐸(𝑙,𝑚) i �̃�𝑖,𝐹2,𝑀 (𝑙,𝑚)
отримуються шляхом iнтегрування по об’єму КТ
внескiв (29) усiх точкових (вузельних) диполiв на
базi ефективних хвильових функцiй (25) i (26):

E𝑖
𝑄𝐷,2(r̃;𝐹 ) =

∑︁
𝛼=1,2,3

∫︁
QD

Ψ
(𝛼)
ex,𝐹 (r̃𝑑, r̃𝑑)×

×E𝑖
𝑑,2(r̃, r̃𝑑;n𝛼) 𝑑

3𝑟𝑑. (30)

З урахуванням того, що (див., наприклад, [10])

1∫︁
−1

(1− 𝑥2)𝜆−1 𝑃𝑚
𝑙 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝜋 2𝑚 ×

×
Γ
(︀
𝜆+ 𝑚

2

)︀
Γ
(︀
𝜆− 𝑚

2

)︀
Γ
(︀
𝜆+ 𝑙+1

2

)︀
Γ
(︀
𝜆− 𝑙

2

)︀
Γ
(︀
1 + 𝑙−𝑚

2

)︀
Γ
(︀
1−𝑙−𝑚

2

)︀ , (31)

1∫︁
0

𝑥𝜎(1− 𝑥2)𝑚/2 𝑃𝑚
𝑙 (𝑥) 𝑑𝑥 =

(−1)𝑚

2𝑚+1
×

×
Γ
(︀
1+𝜎
2

)︀
Γ
(︀
1 + 𝜎

2

)︀
Γ(1 +𝑚+ 𝑙)

Γ
(︀
1 + 𝜎+𝑚−𝑙

2

)︀
Γ
(︀
3+𝜎+𝑚+𝑙

2

)︀
Γ(1−𝑚+ 𝑙)

, (32)

де 𝑃𝑚
𝑙 (𝑥) – приєднанi полiноми Лежандра, з не-

скiнченного ряду мультиполiв (29), якi входять в
пiдiнтегральний вираз (30), в результатi iнтегру-
вання залишаються лише мультиполя магнiтного
типу з 𝑙 = 2 i мультиполя електричного типу з

𝑙 = 1 i 𝑙 = 3. Таким чином, можна визначити як
функцiї кутiв Ейлера всi мультипольнi коефiцiєн-
ти �̃�𝑖,𝐹2,𝐸(𝑙,𝑚) i �̃�𝑖,𝐹2,𝑀 (𝑙,𝑚) в розкладi (27) електри-
чного поля екситонного випромiнювання КТ на
внутрiшнiй границi КТ. Всi iншi поля, в тому чи-
слi вiдбитi вiд металевої НЧ i поля всерединi НЧ,
знаходяться за формулами роботи [3].

5. Енергiї екситонних
переходiв i радiальнi хвильовi
функцiї електрона i дiрки

Для розрахунку випромiнювальних характери-
стик наносистеми КТ + НЧ необхiдно визначити
енергiю 𝐸𝑥 екситонного переходу в КТ (тобто ча-
стоту випромiнювання 𝜔 = 𝐸𝑥/~, яка фiгурує у
формулi (27)) як функцiю розмiру КТ. На вiдмi-
ну вiд робiт [4, 11] та iнших, де використовується
наближення нескiнченно високих бар’єрiв для еле-
ктронiв i дiрок (що приводить до суттєво зави-
щених значень енергiй розмiрного квантування),
в данiй роботi розрахунки проведенi для бiльш ре-
ального випадку бар’єрiв скiнченної висоти, а саме
для випадку знаходження КТ CdTe i металевої НЧ
в матрицi SiO2. В основному такий вибiр зумовле-
ний тим, що всi необхiднi для розрахунку пара-
метри SiO2, а також величини розривiв зон вален-
тної i провiдностi на межi подiлу CdTe/SiO2 вiдомi
або можуть бути вирахованi. Крiм того, SiO2 в ро-
лi промiжного шару, а також в ролi покриття КТ
CdTe i металевих НЧ використовується i в реаль-
них структурах (див., наприклад, [12–15]).

Огинаючi хвильовi функцiї i енергiї екситонних
станiв в окремiй КТ знаходяться з такого рiвняння
Шредiнгера:[︀
�̂�𝑒 + �̂�ℎ + �̂�ex𝑐ℎ + 𝑈𝑒(𝑟

cr
𝑒 ) + 𝑈ℎ(𝑟

cr
ℎ )+

+𝑈𝑠(𝑟
cr
𝑒 ) + 𝑈𝑠(𝑟

cr
ℎ ) + 𝑈𝑒ℎ(r

cr
𝑒 , rcrℎ )

]︀
×

×Ψex,𝐹 (r
cr
𝑒 , rcrℎ ) = (𝐸𝑥,𝐹 − 𝐸𝑔)Ψex,𝐹 (r

cr
𝑒 , rcrℎ ), (33)

де 𝐸𝑔 – ширина забороненої зони об’ємного мате-
рiалу (у випадку CdTe 𝐸𝑔 = 1,475 еВ при 𝑇 =

= 300 K [8]), �̂�𝑒 i �̂�ℎ – електронний i дiрковий
оператори кiнетичної енергiї в багатозоннiй моделi
Латтiнжера–Кона, �̂�exch = −(~𝜔ST/12) 𝑎

3
ex𝛿(r

cr
𝑒 −

− rcrℎ ) (𝜎 ·J) – оператор електрон-дiркової обмiнної
взаємодiї [4], ~𝜔ST – синглет-триплетне розщепле-
ння в об’ємному напiвпровiднику (~𝜔ST = 0,04 меВ
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у випадку CdTe), 𝑎ex – борiвський радiус екситону
(𝑎ex ≈ 6,5 нм у випадку CdTe), 𝜎 – електроннi ма-
трицi Паулi для частинок зi спiном 1/2, J – дiрковi
матрицi для частинок зi спiном 3/2. Потенцiаль-
нi енергiї 𝑈𝑠(𝑟

cr
𝑒 ) i 𝑈𝑠(𝑟

cr
ℎ ) описують самодiю еле-

ктрона i дiрки в полi сил власних зображень, яке
виникає внаслiдок поляризацiї гетероiнтерфейсу
КТ. Потенцiальнi енергiї 𝑈𝑒(𝑟

cr
𝑒 ) i 𝑈ℎ(𝑟

cr
ℎ ) опису-

ють енергетичнi ями для електронiв i дiрок, що
утворюються внаслiдок розривiв зон провiдностi i
валентної на гетеромежi, 𝑈𝑒(ℎ)(𝑟) = 0, якщо 𝑟 < 𝑅2

i 𝑈𝑒(ℎ)(𝑟) = 𝑈𝑐(𝑣), якщо 𝑟 > 𝑅2 (𝑅2 – радiус КТ),
розрив валентної зони на гетеромежi CdTe/SiO2

становить 𝑈𝑣 = 4,7 eВ [16], розрив зони провiдно-
стi 𝑈𝑐 = 2,92 eВ (з урахуванням того, що ширина
забороненої зони SiO2 становить 9,1 еВ). Потенцi-
альна енергiя 𝑈𝑒ℎ(r

cr
𝑒 , rcrℎ ) описує кулонiвську вза-

ємодiю мiж електроном i дiркою (як пряму, так
i непряму через вiдповiдну поляризацiю гетероме-
жi). Вона знаходиться з розв’язку рiвняння Пуасо-
на ∇r ·

[︀
𝜀(𝑟)∇r𝑈(r, r′)

]︀
= 4𝜋𝑒2𝛿(r−r′), де 𝜀(𝑟) = 𝜀02,

якщо 𝑟 < 𝑅2 i 𝜀(𝑟) = 𝜀03, якщо 𝑟 > 𝑅2, 𝜀02 – низько-
частотне (статичне) значення дiелектричної сталої
матерiалу КТ (у випадку CdTe 𝜀02 = 10,4 [8]), 𝜀03 –
низькочастотне значення дiелектричної сталої ма-
терiалу матрицi (𝜀03 = 3,9 у випадку SiO2 [8]), 𝑒 –
заряд електрона. Вирази для потенцiальних енер-
гiй самодiї 𝑈𝑠(𝑟) та взаємодiї 𝑈𝑒ℎ(r, r

′) в зручному
для квантово-механiчних розрахункiв виглядi на-
веденi, наприклад, в роботi [17].

Радiальна електронна хвильова функцiя 𝜌𝑒0(𝑟𝑒)
основного електронного стану в КТ (𝑟𝑒 ≡ 𝑟cr𝑒 ), яка
є власною функцiєю оператора кiнетичної енергiї
�̂�𝑒, у випадку скiнченного бар’єра має такий ви-
гляд:

𝜌𝑒0(𝑟𝑒) = 𝐶𝑒

{︀
𝜃(𝑅2 − 𝑟𝑒)𝑗0(𝑘𝑒𝑟𝑒) + 𝜃(𝑟𝑒 −𝑅2)×

× 𝑘0(𝜆𝑒𝑟𝑒)
[︀
𝑗0(𝑘𝑒𝑅2)/𝑘0(𝜆𝑒𝑅2)

]︀}︀
, (34)

де 𝑗0(𝑥) – сферична функцiя Бесселя нульового
порядку, 𝑘0(𝑥) = exp(𝑥)/𝑥 – модифiкована сфе-
рична функцiя Ханкеля нульового порядку, 𝑘𝑒 =
=

√︀
2𝑚𝑒,2𝐸𝑒 /~, 𝜆𝑒 =

√︀
2𝑚𝑒,3(𝑈𝑐 − 𝐸𝑒) /~, 𝑚𝑒,2 –

ефективна маса електрона в КТ (𝑚𝑒,2 = 0,095𝑚0

у випадку CdTe [8]), 𝑚𝑒,3 – ефективна маса еле-
ктрона в оточуючiй матрицi (𝑚𝑒,3 = 0,5𝑚0 у ви-
падку SiO2 [18]). Електронна енергiя розмiрного
квантування 𝐸𝑒 знаходиться з умови нетривiаль-
ного розв’язку граничних умов у виглядi неперерв-
ностi хвильової функцiї i її потоку на межi подiлу

КТ/матриця, константа нормування 𝐶𝑒 знаходи-
ться з умови нормування

∫︀∞
0

[𝜌𝑒0(𝑟𝑒)]
2 𝑟2𝑒 𝑑𝑟𝑒 = 1.

Радiальнi дiрковi хвильовi функцiї 𝜌ℎ0 (𝑟ℎ) i
𝜌ℎ2 (𝑟ℎ) основного дiркового стану в КТ (𝑟ℎ ≡ 𝑟crℎ ),
якi фiгурують в дiркових хвильових функцiях (7)–
(10), у випадку скiнченного бар’єра мають такий
вигляд:

𝜌ℎ0 (𝑟ℎ) = 𝜃(𝑅2 − 𝑟ℎ)
[︀
𝐴𝑗0(𝑘ℎℎ𝑟ℎ) +𝐵𝑗0(𝑘𝑙ℎ𝑟ℎ)

]︀
+

+ 𝜃(𝑟ℎ −𝑅2)
[︀
𝐶𝑘0(𝜆ℎℎ𝑟ℎ) +𝐷𝑘0(𝜆𝑙ℎ𝑟ℎ)

]︀
, (35)

𝜌ℎ2 (𝑟ℎ) = 𝜃(𝑅2 − 𝑟ℎ)
[︀
𝐴𝑗2(𝑘ℎℎ𝑟ℎ)−𝐵𝑗2(𝑘𝑙ℎ𝑟ℎ)

]︀
+

+ 𝜃(𝑟ℎ −𝑅2)
[︀
𝐶𝑘2(𝜆ℎℎ𝑟ℎ)−𝐷𝑘2(𝜆𝑙ℎ𝑟ℎ)

]︀
, (36)

де 𝑗2(𝑥) – cферична функцiя Бесселя друго-
го порядку, 𝑘2(𝑥) = exp(−𝑥)(1/𝑥 + 3/𝑥2 +
3/𝑥3) – модифiкована сферична функцiя Ханке-
ля другого порядку, 𝑘ℎℎ =

√︀
2𝑚ℎℎ,2𝐸ℎ/~, 𝑘𝑙ℎ =

=
√︀
2𝑚𝑙ℎ,2𝐸ℎ/~, 𝜆ℎℎ =

√︀
2𝑚ℎℎ,3(𝑈𝑣 − 𝐸ℎ)/~, 𝜆𝑙ℎ =

=
√︀

2𝑚𝑙ℎ,3(𝑈𝑣 − 𝐸ℎ)/~, 𝑚ℎℎ,2 i 𝑚𝑙ℎ,2 – ефективнi
маси важкої i легкої дiрок в КТ (𝑚ℎℎ,2 = 0,81𝑚0,
𝑚𝑙ℎ,2 = 0,12𝑚0 у випадку CdTe [8]), 𝑚ℎℎ,3 i 𝑚𝑙ℎ,3 –
ефективнi маси важкої i легкої дiрок в матрицi
(𝑚ℎℎ,3 = 𝑚𝑙ℎ,3 = 0,6𝑚0 у випадку SiO2 [19]). Енер-
гiя розмiрного квантування дiрки 𝐸ℎ також зна-
ходиться з умови нетривiального розв’язку гра-
ничних умов у виглядi неперервностi хвильових
функцiй 𝜌ℎ0 (𝑟ℎ) i 𝜌ℎ2 (𝑟ℎ) та їх потокiв на межi по-
дiлу КТ/матриця, константи 𝐴, 𝐵, 𝐶 i 𝐷 знахо-
дяться з цих граничних умов i умови нормування∫︀∞
0

{︀
[𝜌ℎ0 (𝑟ℎ)]

2 + [𝜌ℎ2 (𝑟ℎ)]
2
}︀
𝑟2ℎ 𝑑𝑟ℎ = 1.

На рис. 2 зображенi розрахованi залежностi
енергiї екситонного переходу 𝐸𝑥 в КТ CdTe вiд
радiуса КТ 𝑅2 без врахування розщеплення, по-
в’язаного з оператором обмiнної взаємодiї �̂�ex𝑐ℎ в
рiвняннi Шредiнгера (33).

На рис. 3 проiлюстровано розрахованi залежно-
стi вiд радiусу КТ CdTe енергiй темних i яскравих
екситонiв (по вiдношенню до зображенiй на рис. 2
енергiї екситонного переходу 𝐸𝑥).

6. Енергiї плазмонiв в металевiй НЧ

Взаємодiя екситонного випромiнювання КТ з пла-
змовими коливаннями в НЧ i пiдсилення екситон-
ного випромiнювання за рахунок такої взаємодiї
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будуть максимальними в умовах близьких до ре-
зонансу мiж енергiєю екситонного випромiнюван-
ня i енергiєю плазмових коливань. Конкретнi роз-
рахунки проводились для випадку золотих i срi-
бних НЧ, дiелектричнi функцiї яких в оптичнiй
областi частот можуть бути записанi у виглядi
[21, 22]:

𝜀
𝑇 (𝐿)
1 (𝜔, 𝑘) = 1 + 𝜀𝑖𝑏(𝜔) + 𝜀

𝑇 (𝐿)
𝑝𝑙 (𝜔, 𝑘), (37)

де другий доданок у правiй частинi зумовле-
ний мiжзонними електронними переходами (тобто
зв’язаними електронами), а третiй доданок,

𝜀
𝑇 (𝐿)
𝑝𝑙 (𝜔, 𝑘) = −

𝜔2
𝑝𝑙

𝜔
[︀
𝜔+𝑖(𝛤+𝐴𝑣𝐹 /𝑅1)

]︀
−𝛽2

𝑇 (𝐿)𝑘
2
, (38)

зумовлений електронними переходами всерединi
зони провiдностi (тобто вiльними електронами).
Iндекси 𝑇 i 𝐿 використовуються для позначення
поперечної i поздовжньої компонент дiелектричної
сталої, вiдповiдно. У випадку золота або срiбла
швидкiсть Фермi 𝑣𝐹 ∼ 1,4·108 см/с, 𝛽𝐿 =

√︀
3/5 𝑣𝐹 ,

𝛽𝑇 = 0, константа затухання в об’ємному мате-
рiалi 𝛤 = 𝑣𝐹 /𝑙𝑓 , де 𝑙𝑓 – довжина вiльного про-
бiгу електронiв, константа 𝐴 залежно вiд механi-
зму розсiювання електронiв на стiнках НЧ та iн-
ших факторiв набуває значення в дiапазонi 0,1–
0,7 [21] (в данiй роботi ми покладали 𝐴 = 0,5),
𝜔𝑝𝑙 =

√︀
4𝜋 𝑛𝑒2/𝑚* – плазмова частота вiдповiдно-

го матерiалу (~𝜔𝑝𝑙 = 8,56 еВ i ~𝛤 = 73 меВ у випад-
ку золота [23], ~𝜔𝑝𝑙 = 9, 1 еВ i ~𝛤 = 18 меВ у випад-
ку срiбла [24]). У випадку золота врахування мiж-
зонних переходiв було зроблено на основi моделi
[23] з енергiями мiжзонних переходiв ~𝜔1 = 2,65 еВ
i ~𝜔2 = 3,75 еВ. У випадку срiбла була використа-
на узагальнена модель Друде зi значенням фонової
дiелектричної сталої 𝜀∞ = 1 + 𝜀𝑖𝑏 = 3,71 [24]. Роз-
рахованi на основi моделей [23] i [24] частотнi зале-
жностi дiйсної i уявної частин дiелектричних ста-
лих об’ємного золота i срiбла добре узгоджуються
з даними експерименту [25] в актуальнiй областi
частот.

Енергiї iнтерфейсних плазмонних коливань в
металевих НЧ можуть бути визначенi в рамках за-
дачi розсiювання як полюси розрахованих в нашiй
попереднiй роботi [3] коефiцiєнтiв вiдбиття 𝑉 NP

𝐸,33

падаючого на НЧ електромагнiтного випромiню-
вання. На рис. 4 i 5 наведенi залежностi енергiй

Рис. 2. Залежностi енергiї основного екситонного перехо-
ду 𝐸𝑥 в КТ CdTe вiд радiуса КТ. Кривi 1 i 1 ′ вiдповiдають
скiнченному бар’єру CdTe/SiO2, 2 i 2 ′ – нескiнченно висо-
кому бар’єру. Кривi 1 i 2 побудованi з урахуванням змi-
шування станiв важких i легких дiрок, 1 ′ i 2 ′ – враховано
лише стан важкої дiрки. Крива 3 – емпiрична залежнiсть
енергiї першого пiка поглинання вiд радiуса КТ CdTe [20]

Рис. 3. Залежностi енергiй 𝐸𝑥,𝐹 − 𝐸𝑥 вiд радiуса 𝑅2 КТ
CdTe. Крива 1 вiдповiдає станам темних екситонiв з кван-
товим числом повного моменту iмпульсу 𝐹 = 2, крива 2 –
станам яскравих екситонiв з 𝐹 = 1. Крива 3 – залежнiсть
сумарного розщеплення Δ = 𝐸𝑥,1 − 𝐸𝑥,2. Штрихова крива
3’ – залежнiсть сумарного розщеплення у випадку нескiн-
ченно високих бар’єрiв для електронiв i дiрок. Значком ×
вiдмiчено значення сумарного розщеплення в КТ CdTe при
𝑅2 = 2 нм згiдно з розрахунком Ефроса зi спiвавторами [4],
значком � – згiдно з розрахунком Блокланда зi спiвавто-
рами [11]

iнтерфейсних плазмонiв рiзного порядку вiд роз-
мiру золотої i срiбної НЧ у випадку знаходження
НЧ в матрицi SiO2, що характеризується високо-
частотною дiелектричною сталою 𝜀3 ≈ 2,37–2,45 в
областi енергiй 1,6–3 еВ [26].
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7. Розрахунок потужностi
екситонного випромiнювання в наносистемi
“напiвпровiдникова КТ + металева НЧ”

Пiсля того, як в роздiлi 4 були отриманi вирази
для ЕМ поля, що падає на внутрiшню границю КТ
(тобто розрахованi всi коефiцiєнти мультипольно-
го розкладу цього поля), всi iншi поля в розгляду-
ванiй системi визначаються за формулами роботи
[3]. В результатi, можна розрахувати потужнiсть
випромiнювання як окремої iзольованої КТ, так i
наносистеми КТ + НЧ в цiлому. Згiдно з [9], усе-
реднена за перiод 𝑇 = 2𝜋/𝜔 потужнiсть випромi-
нювання 𝑃

(𝐹 )

QD iзольованої напiвпровiдникової КТ
буде виражатися таким чином:

𝑃
(𝐹 )

QD =
𝜔

8𝜋𝑘33

∑︁
𝑙,𝑚

[︀⃒⃒
�̃�𝑡,𝐹3,𝐸(𝑙,𝑚)

⃒⃒2
+

+ 𝜀3
⃒⃒
�̃�𝑡,𝐹3,𝑀 (𝑙,𝑚)

⃒⃒2]︀
. (39)

де коефiцiєнти �̃�𝑡,𝐹3,𝐸(𝑙,𝑚) i �̃�𝑡,𝐹3,𝑀 (𝑙,𝑚) мультиполь-
ного розкладу ЕМ поля зовнi КТ пов’язанi з роз-

Рис. 4. Енергiї iнтерфейсних плазмонiв золотої НЧ з рiз-
ними орбiтальними числами 𝑙 залежно вiд радiуса НЧ

Рис. 5. Енергiї iнтерфейсних плазмонiв срiбної НЧ з рiз-
ними орбiтальними числами 𝑙 залежно вiд радiуса НЧ

рахованими коефiцiєнтами �̃�𝑖,𝐹2,𝐸(𝑙,𝑚) i �̃�𝑖,𝐹2,𝑀 (𝑙,𝑚)
ЕМ поля на внутрiшнiй границi КТ коефiцiєнта-
ми проходження ЕМ поля 𝑉 QD

𝐸,23(𝑙) i 𝑉 QD
𝑀,23(𝑙) [3],

вiдповiдно.
В результатi, у випадку випромiнювання з ви-

щих рiвнiв яскравих екситонiв з 𝐹 = 1 маємо та-
кий вираз:

𝑃
(1)

QD =
𝜔|𝑝|2𝑘30
108

(︂
𝜀2
𝜀3

)︂3/2[︂√
𝜀2
⃒⃒
𝑉 QD
𝐸,23(1)

⃒⃒2
𝐼20 ×

×
(︂
24− 8

𝐼2
𝐼0

+
13

2

𝐼22
𝐼20

)︂
+

192

7

√
𝜀2
⃒⃒
𝑉 QD
𝐸,23(3)

⃒⃒2
𝐼22 +

+
3234

125

𝜀3√
𝜀2

⃒⃒
𝑉 QD
𝑀,23(2)

⃒⃒2
𝐼22

]︂
, (40)

де

𝐼0 =

𝑅2∫︁
0

𝜌𝑒0(𝑟)𝜌
ℎ
0 (𝑟)𝑗0(𝑘2𝑟) 𝑟

2𝑑𝑟,

𝐼2 =

𝑅2∫︁
0

𝜌𝑒0(𝑟)𝜌
ℎ
2 (𝑟)𝑗2(𝑘2𝑟) 𝑟

2𝑑𝑟.

У випадку випромiнювання з нижчих рiвнiв тем-
них екситонiв з 𝐹 = 2

𝑃
(2)

QD =
𝜔|𝑝|2𝑘30
450

(︂
𝜀2
𝜀3

)︂3/2
𝐼22

[︂
6
√
𝜀2
⃒⃒
𝑉 QD
𝐸,23(1)

⃒⃒2
+

+
128

7

√
𝜀2
⃒⃒
𝑉 QD
𝐸,23(3)

⃒⃒2
+

392

5

𝜀3√
𝜀2

⃒⃒
𝑉 QD
𝑀,23(2)

⃒⃒2]︂
. (41)

Як видно з формул (40) i (41), потужностi ви-
промiнювання iзольованої напiвпровiдникової КТ
не залежать вiд кутiв Ейлера, що є зрозумiлим з
фiзичної точки зору. Цей факт є пiдтвердженням
правильностi отриманих електричних полiв.

За наявностi металевої НЧ в околi напiвпровiд-
никової КТ поле в хвильовiй зонi є сумою ЕМ поля,
що випромiнюється безпосередньо КТ, та полiв, що
формуються внаслiдок багатократного розсiюван-
ня цього поля мiж КТ i НЧ. Поле, що випромiнює
КТ, мiстить лише мультипольнi складовi з 𝑙 = 1, 2
i 3. Але в процесi розсiювання цього поля мiж КТ
i НЧ будуть з’являтись i мультипольнi складовi
бiльш високих порядкiв 𝑙′ [3]. Бiльшим значенням
𝑙′ буде вiдповiдати менший внесок у загальне поле,
так що можна обмежитись скiнченною кiлькiстю
мультиполiв, якi мають бути врахованi. Подальше
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викладення в цiлях скорочення пояснень базується
цiлком на позначеннях роботи [3], в тому числi i
для коефiцiєнтiв вiдбиття i проходження ЕМ поля
на гетеромежах матриця/НЧ i матриця/КТ.

Задамо число 𝑘 в ролi максимального порядку
мультиполiв, якi будуть врахованi в матрицях роз-
сiювання, а також сформуємо матрицю N(𝑚) як
суму ступенiв матриць 𝜉𝑚 однократного розсiюва-
ння ЕМ поля на КТ [3]:

N(𝑚) = I+ 𝜉𝑚 + 𝜉2𝑚 + ... =
(︀
I− 𝜉𝑚

)︀−1
. (42)

Цiєю матрицею багатократного розсiювання роз-
мiром 2𝑘 × 2𝑘 i буде описуватись розсiювання ЕМ
поля на КТ. Сформуємо також 2𝑘 × 2𝑘 матрицю
M(𝑚) = Z𝑚 N(𝑚) для врахування багатократного
розсiювання ЕМ поля на металевiй НЧ (2𝑘×2𝑘 ма-
триця Z𝑚 визначена в [3]), i введемо такi величи-
ни, в яких фiгурують матричнi елементи матриць
M(𝑚) i N(𝑚)

𝐵
(𝑚)
𝑙,𝑛 =

⃒⃒
𝑉 NP
𝐸,33(𝑙)𝑀

(𝑚)
𝑘+𝑙,𝑛 +𝑁

(𝑚)
𝑘+𝑙,𝑛

⃒⃒2
+

+ 𝜀3
⃒⃒
𝑉 NP
𝑀,33(𝑙)𝑀

(𝑚)
𝑙,𝑛 +𝑁

(𝑚)
𝑙,𝑛

⃒⃒2
, (43)

𝐶
(𝑚)
𝑙,𝑛,𝑗 =

[︀
𝑉 NP
𝐸,33(𝑙)𝑀

(𝑚)
𝑘+𝑙,𝑛 +𝑁

(𝑚)
𝑘+𝑙,𝑛

]︀
×

×
[︀
𝑉 NP
𝐸,33(𝑙)𝑀

(𝑚)
𝑘+𝑙,𝑗 +𝑁

(𝑚)
𝑘+𝑙,𝑗

]︀*
+

+ 𝜀3
[︀
𝑉 NP
𝑀,33(𝑙)𝑀

(𝑚)
𝑙,𝑛 +𝑁

(𝑚)
𝑙,𝑛

]︀
×

×
[︀
𝑉 NP
𝑀,33(𝑙)𝑀

(𝑚)
𝑙,𝑗 +𝑁

(𝑚)
𝑙,𝑗

]︀*
. (44)

Отриманi з використанням цих коефiцiєн-
тiв вирази для потужностей випромiнювання
⟨𝑃 (𝐹 )

QD+NP⟩𝛹𝑒,𝜃𝑒,𝜙𝑒
системи КТ + НЧ, що є усере-

дненими за перiод 𝑇 = 2𝜋/𝜔 i за кутами Ейлера
(тобто по орiєнтацiї кристалiчної ґратки всерединi
КТ, або, що еквiвалентно, по розташуванню КТ
навколо НЧ), наведенi в Додатку 2 (для станiв
яскравих екситонiв з квантовим числом повного
моменту iмпульсу 𝐹 = 1) i в Додатку 3 (для станiв
темних екситонiв з 𝐹 = 2).

8. Розрахунок iнтенсивностi
поглинання енергiї ЕМ поля
металевою НЧ

Всерединi НЧ вiдбувається поглинання енергiї ЕМ
поля електронами. Для ЕМ поля, що випромiнює-
ться екситонним станом в КТ з квантовим числом

повного моменту iмпульсу 𝐹 , усереднену за перi-
од 𝑇 = 2𝜋/𝜔 iнтенсивнiсть 𝑄

(𝐹 )

NP його поглинання
металевою НЧ (енергiю, що поглинається НЧ за
одиницю часу) можна розрахувати згiдно з такою
формулою:

𝑄
(𝐹 )

NP =

∫︁
NP

[j(r, 𝑡;𝐹 )]Re · [ENP
1 (r, 𝑡;𝐹 )]Re𝑑

3𝑟 =

=
𝜔

8𝜋

∫︁
NP

{︁
Im

(︀
𝜀𝑇1 (𝜔, 0)

)︀⃒⃒
ENP

1,𝑇 (r;𝐹 )
⃒⃒2
+ Re

(︀
𝜀𝑇1 (𝜔, 0)

)︀
×

× Im
[︁
ENP

1,𝑇 (r;𝐹 ) ·
(︀
ENP

1,𝐿(r;𝐹 )
)︀*]︁

+ Im
(︀
𝜀𝑇1 (𝜔, 0)

)︀
×

×Re
[︁
ENP

1,𝑇 (r;𝐹 ) ·
(︀
ENP

1,𝐿(r;𝐹 )
)︀*]︁}︁

𝑑3𝑟, (45)

де [A(r, 𝑡)]Re = [A(r) exp(−𝑖𝜔𝑡)+A*(r) exp(𝑖𝜔𝑡)]/2,
j(r, 𝑡;𝐹 ) – густина струму електронiв, ENP

1,𝑇 (r, 𝑡;𝐹 )

i ENP
1,𝐿(r, 𝑡;𝐹 ) – поперечне i поздовжнє електричнi

поля в НЧ (вiдповiднi вирази для цих полiв у ви-
глядi їх мультипольних розкладiв наведенi в [3]),
хвильове число 𝑘𝐿(𝜔) поздовжнiх коливань визна-
чається з умови 𝜀𝐿1 (𝜔, 𝑘𝐿) = 0, хвильове число
𝑘𝑇 (𝜔) поперечних коливань визначається диспер-
сiйним рiвнянням 𝑘2𝑇 = 𝜀𝑇1 (𝜔, 0)𝜔

2/𝑐2. Для ком-
пактного запису подальших формул знадобляться
такi позначення:

𝑡𝐸𝑙 =
⃒⃒
𝑉 NP
𝐸,31(𝑙)

⃒⃒2 Im
[︀
𝜀𝑇𝑝𝑙(𝜔, 0)

]︀⃒⃒
𝜀𝑇1 (𝜔, 0)

⃒⃒2
(𝑘0𝑅1)2

×

×
1∫︁

0

{︁
𝑙(𝑙 + 1)

⃒⃒
𝑗𝑙(𝑘𝑇𝑅1𝑥)

⃒⃒2
+

⃒⃒⃒[︀
𝑦𝑗𝑙(𝑦)

]︀′
𝑦=𝑘𝑇𝑅1𝑥

⃒⃒⃒2}︁
𝑑𝑥,

(46)

𝛼𝑙 =

1∫︁
0

{︁
𝑗𝑙(𝑘𝑇𝑅1𝑥)

[︀
𝑦𝑗′𝑙(𝑦)

]︀*
𝑦=𝑘𝐿𝑅1𝑥

+

+
[︀
𝑦𝑗𝑙(𝑦)

]︀′
𝑦=𝑘𝑇𝑅1𝑥

𝑗*𝑙 (𝑘𝐿𝑅1𝑥)
}︁
𝑑𝑥, (47)

𝛽𝑙 =
𝑉 NP
𝐸,31(𝑙)

(︀
𝑉 NP
𝐿,31(𝑙)

)︀*
𝜀𝑇1 (𝜔, 0) 𝑘

*
𝐿𝑅1

, (48)

𝑡𝐸,𝐿
𝑙 = 𝑡𝐸𝑙 −

√︀
𝑙(𝑙 + 1)

𝑘0𝑅1

{︁
Re

[︀
𝜀𝑇1 (𝜔, 0)

]︀ [︀
𝛽′
𝑙𝛼

′′
𝑙 + 𝛽′′

𝑙 𝛼
′
𝑙

]︀
+

+ Im
[︀
𝜀𝑇𝑝𝑙(𝜔, 0) + 𝜀𝐿𝑝𝑙(𝜔, 𝑘𝐿)

]︀
[𝛽′

𝑙𝛼
′
𝑙 − 𝛽′′

𝑙 𝛼
′′
𝑙 ]
}︁
, (49)
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𝑡𝑀𝑙 =
⃒⃒
𝑉 NP
𝑀,31(𝑙)

⃒⃒2 Im
[︀
𝜀𝑇𝑝𝑙(𝜔, 0)

]︀ 1∫︁
0

⃒⃒
𝑗𝑙(𝑘𝑇𝑅1𝑥)

⃒⃒2
𝑥2𝑑𝑥.

(50)

У виразах (46)–(47) штрих означає похiдну фун-
кцiї по аргументу, штрих i два штриха бiля вели-
чин 𝛼𝑙 i 𝛽𝑙 у виразi (49) означають дiйсну i уявну
частини цих величин, 𝑉 NP

𝐸,31(𝑙), 𝑉 NP
𝑀,31(𝑙) i 𝑉 NP

𝐿,31(𝑙)
є амплiтудами зв’язку мiж коефiцiєнтами мульти-
польного розкладу ЕМ поля зовнi i всерединi НЧ
[3]. Якщо сформувати величини

𝑋
(𝑚)
𝑙,𝑛 = 𝑡𝐸,𝐿

𝑙

⃒⃒
𝑀

(𝑚)
𝑘+𝑙,𝑛

⃒⃒2
+ 𝑡𝑀𝑙

⃒⃒
𝑀

(𝑚)
𝑙,𝑛

⃒⃒2
, (51)

𝑊
(𝑚)
𝑙,𝑛,𝑗 = 𝑡𝐸,𝐿

𝑙 𝑀
(𝑚)
𝑘+𝑙,𝑛

(︀
𝑀

(𝑚)
𝑘+𝑙,𝑗

)︀*
+ 𝑡𝑀𝑙 𝑀

(𝑚)
𝑙,𝑛

(︀
𝑀

(𝑚)
𝑙,𝑗

)︀*
,

(52)

то усередненi за перiод 𝑇 = 2𝜋/𝜔 i за кутами Ейле-
ра iнтенсивностi поглинання енергiї електромагнi-
тного поля металевою НЧ ⟨𝑄 (𝐹 )

NP ⟩𝛹𝑒,𝜃𝑒,𝜙𝑒
будуть ви-

ражатись такими формулами:⟨
𝑄

(1)

NP

⟩
𝛹𝑒,𝜃𝑒,𝜙𝑒

=
𝜔|𝑝|2𝑘30
108

𝜀
3/2
2 (𝑘0𝑅1)

3𝑆𝑄,1, (53)

⟨
𝑄

(2)

NP

⟩
𝛹𝑒,𝜃𝑒,𝜙𝑒

=
𝜔|𝑝|2𝑘30
450

𝐼22 𝜀
3/2
2 (𝑘0𝑅1)

3𝑆𝑄,2, (54)

де 𝑆𝑄,1 i 𝑆𝑄,2 – суми, що фiгурують у формулах
(Д2.1) i (Д3.1), вiдповiдно, але з коефiцiєнтами
𝑋

(𝑚)
𝑙,𝑛 замiсть 𝐵

(𝑚)
𝑙,𝑛 i 𝑊 (𝑚)

𝑙,𝑛 замiсть 𝐶
(𝑚)
𝑙,𝑛 .

9. Розрахунок темпiв екситонного
випромiнювання i безвипромiнювальних
втрат та квантового виходу
випромiнювання в наносистемi КТ + НЧ

При розрахунку випромiнювальних характерис-
тик гiбридної наносистеми КТ + НЧ необхiдно
враховувати квазiрiвноважний характер заселено-
стi рiвнiв темних i яскравих екситонiв при скiн-
ченних температурах. Загальна усереднена потуж-
нiсть випромiнювання ⟨𝑃QD⟩ iзольованої напiвпро-
вiдникової КТ може бути записана таким чином:

⟨𝑃QD⟩ =
𝑃

(2)

QD + 𝑃
(1)

QD exp(−Δ/𝑘B𝑇 )

1 + exp(−Δ/𝑘B𝑇 )
, (55)

де Δ(𝑅2) – розщеплення рiвнiв темних i яскравих
екситонiв (див. роздiл 5). Аналогiчно (55) виража-
ється i загальна усереднена потужнiсть випромi-
нювання ⟨𝑃QD+NP⟩ наносистеми КТ + НЧ з тiєю
вiдмiннiстю, що замiсть 𝑃

(1)

QD i 𝑃
(2)

QD в цьому ви-

падку будуть фiгурувати ⟨𝑃 (1)

QD+NP⟩𝛹𝑒,𝜃𝑒,𝜙𝑒
(Д2.1)

i ⟨𝑃 (2)

QD+NP⟩𝛹𝑒,𝜃𝑒,𝜙𝑒
(Д3.1). Зробивши замiну в фор-

мулi (55) ⟨𝑃QD⟩ на ⟨𝑄NP⟩, 𝑃
(2)

QD на ⟨𝑄 (2)

NP⟩𝛹𝑒,𝜃𝑒,𝜙𝑒

i 𝑃
(1)

QD на ⟨𝑄 (1)

NP⟩𝛹𝑒,𝜃𝑒,𝜙𝑒
, аналогiчний вираз можна

отримати i для загальної iнтенсивностi поглинан-
ня металевою НЧ енергiї електромагнiтного поля,
що випромiнює КТ.

Задамо в ролi параметрiв розрахунку темп не-
радiацiйних втрат (темп безвипромiнювальної ре-
комбiнацiї) 𝛾QD

nr i квантовий вихiд екситонного
випромiнювання 𝜂QD = 𝛾QD

𝑟 /(𝛾QD
𝑟 + 𝛾QD

nr ) iзо-
льованої КТ (типовими значеннями темпу не-
радiацiйних втрат КТ CdTe є значення 𝛾QD

nr ∼
∼ (2–7) · 107 c−1 [27, 28]). Тим самим факти-
чно задано i темп випромiнювальної екситонної
рекомбiнацiї iзольованої КТ 𝛾QD

𝑟 = 𝛾QD
nr 𝜂QD/(1−

− 𝜂QD). Зрозумiло, що потужнiсть випромiнюван-
ня ⟨𝑃QD⟩ iзольованої напiвпровiдникової КТ має
бути пропорцiйна темпу випромiнювальної реком-
бiнацiї 𝛾QD

𝑟 , ⟨𝑃QD⟩/~𝜔 = 𝐴𝑟𝛾
QD
𝑟 . Визначивши звiд-

си коефiцiєнт пропорцiйностi 𝐴𝑟, можна знайти
темп екситонного випромiнювання наносистеми
КТ + НЧ в цiлому 𝛾QD+NP

𝑟 = ⟨𝑃QD+NP⟩/(𝐴𝑟~𝜔),
а також темп безвипромiнювальних втрат в
такiй системi 𝛾QD+NP

nr,TOT = 𝛾QD+NP
nr + 𝛾QD+NP

nr,FRET, де
𝛾QD+NP
nr = 𝛾QD

nr + ⟨𝑄NP⟩/(𝐴𝑟~𝜔), а 𝛾QD+NP
nr,FRET є вне-

ском, зумовленим безпосередньою резонансною пе-
редачею енергiї екситонiв плазмонним збуджен-
ням в НЧ без участi фотонiв. Цей внесок, який
в дипольному наближеннi спадає як 𝐷−6 з вiд-
станню мiж КТ i НЧ, розраховувся згiдно з
моделлю [29].

На рис. 6 зображенi розрахованi залежностi тем-
пу випромiнювальної рекомбiнацiї 𝛾QD+NP

𝑟 i тем-
пiв безвипромiнювальних втрат 𝛾QD+NP

nr i 𝛾QD+NP
nr,FRET

вiд вiдстанi ℎ = 𝐷 − 𝑅1 − 𝑅2 мiж поверхнями КТ
CdTe i срiбної або золотої НЧ (𝐷 – вiдстань мiж
центрами НЧ i КТ) у випадку КТ дiаметром 2,5
i 3,5 нм, НЧ дiаметром 70 нм, квантового вихо-
ду iзольованої КТ 𝜂QD = 10% i 𝑇 = 300 K. Вiд-
сутнiсть на цьому рисунку залежностi темпу без-
випромiнювальних втрат 𝛾QD+NP

nr,FRET у випадку срi-
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Рис. 6. Залежностi темпу випромiнювальної рекомбiна-
цiї 𝛾QD+NP

𝑟 (1, 2 ) i темпiв безвипромiнювальних втрат
𝛾QD+NP
nr (1′, 2′) i 𝛾QD+NP

nr,FRET (2′′) вiд вiдстанi мiж поверх-
нями КТ CdTe дiаметром 3 нм (a) i 3,5 нм (b) та срiбної (1,
1′) або золотої (2, 2′, 2′′) НЧ дiаметром 70 нм. Параметри
розрахунку: 𝛾QD

nr = 3 · 107 c−1, 𝜂QD = 10%, 𝑇 = 300 K

Рис. 7. Вiдносний квантовий вихiд випромiнювання нано-
системи “напiвпровiдникова КТ + металева НЧ” як фун-
кцiя вiдстанi мiж поверхнями КТ i НЧ для випадку КТ
дiаметром 2 нм. Дiаметри НЧ в нм вказанi безпосередньо
на рисунку бiля вiдповiдних кривих. Срiбна НЧ, 𝑇 (K): 4,2
(a), 300 (b). Золота НЧ, 𝑇 (K): 4,2 (c), 300 (d)

Рис. 8. Те саме, що i на рис. 7 для випадку КТ дiаметром
3 нм

Рис. 9. Те саме, що i на рис. 7 для випадку КТ дiаметром
3,5 нм

бної НЧ зумовлена малими значеннями 𝛾QD+NP
nr,FRET <

< 3 · 106 c−1.
На рис. 7–10 зображенi залежностi вiдно-

сного квантового виходу випромiнювання 𝜂rel =
= 𝜂QD+NP/𝜂QD вiд вiдстанi мiж поверхнями КТ i
НЧ у випадку срiбних i золотих НЧ при темпера-
турах 4,2 i 300 K для рiзних наборiв розмiрiв КТ i
НЧ при значеннi квантового виходу випромiнюва-
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Рис. 10. Те саме, що i на рис. 7 для випадку КТ дiаметром
5 нм

ння iзольованої КТ 𝜂QD = 10%. Суттєве збiльшен-
ня квантового виходу випромiнювання у випадку
золотих НЧ при розмiрах КТ 𝐷QD = 2𝑅2 & 3,5 нм
пов’язано з тим, що при таких розмiрах КТ енер-
гiї екситонних переходiв (див. рис. 2) попадають
в область енергiй iнтерфейсних плазмонiв золотої
НЧ (див. рис. 4), внаслiдок чого виникає резонан-
сна екситон-плазмонна взаємодiя.

Аналогiчнi залежностi вiдносного квантового
виходу випромiнювання вiд вiдстанi мiж поверх-
нями НЧ i КТ у випадку квантового виходу iзо-
льованої КТ 𝜂QD = 50% мають максимуми на рiвнi
1,3–1,5 при бiльших вiдстанях мiж КТ i НЧ (16 нм
у випадку срiбної НЧ i 20–25 нм у випадку золо-
тої НЧ).

10. Висновки

Побудована модель екситонного випромiнювання
несферичної наносистеми “випромiнююча сфери-
чна напiвпровiдникова КТ + сферична металева
НЧ” для випадку напiвпровiдника кубiчної моди-
фiкацiї з чотирикратно виродженою валентною зо-
ною Γ8. Враховане багатократне розсiювання мiж
КТ i НЧ електромагнiтного поля, що випромiню-
ють темнi i яскравi екситони КТ. Розрахованi по-
тужнiсть i темп випромiнювальної рекомбiнацiї, а
також iнтенсивнiсть поглинання i темп безвипро-
мiнювальних втрат енергiї в такiй системi, що дає

змогу визначити квантовий вихiд випромiнюван-
ня в залежностi вiд вiдстанi мiж НЧ i КТ, розмi-
рiв НЧ i КТ, температури та iнших параметрiв.
Показано, що на вiдмiну вiд електромагнiтного
поля випромiнюючого точкового диполя в околi
металевої НЧ, яке мiстить нескiнченну кiлькiсть
мультипольних складових, електромагнiтне поле,
що випромiнює КТ, має тiльки дипольнi i окту-
польнi складовi електричного типу i квадрупольнi
складовi магнiтного типу. В результатi, поглина-
ння енергiї ЕМ поля iнтерфейсними плазмонами
металевої НЧ у випадку наносистеми КТ + НЧ є
суттєво меншим, нiж у випадку точкового дипо-
ля в околi НЧ, коли мультипольнi складовi вищих
порядкiв дають основний внесок у поглинання при
малих вiдстанях мiж точковим диполем i метале-
вою НЧ [30–32]. Як наслiдок, квантовий вихiд ви-
промiнювання КТ в околi металевої НЧ є бiльшим,
нiж квантовий вихiд випромiнювання уявного то-
чкового диполя, розташованого на тiй самiй вiд-
станi вiд поверхнi металевої НЧ, що i центр КТ, i
параметри випромiнювання якого (включно з ча-
стотою) є такими, як i параметри вiдповiдної КТ.

Автори висловлюють щиру подяку в.о. дирек-
тора IФН iм.В.Є.Лашкарьова НАН України,
члену-кореспонденту НАН України О.Є.Бєляєву
за пiдтримку i обговорення результатiв даної
роботи.

Робота виконана в рамках цiльової комплекс-
ної програми фундаментальних дослiджень НАН
України “Фундаментальнi проблеми нанострук-
турних систем, наноматерiалiв, нанотехноло-
гiй” на 2010–2014 рр. (тема № 52/7/47).

ДОДАТОК 1
𝐶2,0 = −

√︀
3/8 exp(−2𝑖𝜙𝑒) sin

2 𝜃𝑒, 𝐶−2,0 = 𝐶*
2,0, (Д1.1)

𝐶2,±1 = ∓𝑖 exp(−2𝑖𝜙𝑒 ∓ 𝑖𝛹𝑒) sin 𝜃𝑒
1± cos 𝜃𝑒

2
,

𝐶−2,±1 = −𝐶*
2,∓1,

(Д1.2)

𝐶2,±2 = exp(−2𝑖𝜙𝑒 ∓ 2𝑖𝛹𝑒)(1± cos 𝜃𝑒)
2/4,

𝐶−2,±2 = 𝐶*
2,∓2,

(Д1.3)

𝐶1,0 = −𝑖
√︀

3/2 exp(−𝑖𝜙𝑒) sin 𝜃𝑒 cos 𝜃𝑒,

𝐶−1,0 = −𝐶*
1,0, (Д1.4)

𝐶1,±1 = exp(−𝑖𝜙𝑒 ∓ 𝑖𝛹𝑒)(1± cos 𝜃𝑒)×
× (± cos 𝜃𝑒 − 1/2), 𝐶−1,±1 = 𝐶*

1,∓1, (Д1.5)

𝐶1,±2 = ∓𝑖 exp(−𝑖𝜙𝑒 ∓ 2𝑖𝛹𝑒) sin 𝜃𝑒 ×
× (1± cos 𝜃𝑒)/2, 𝐶−1,±2 = −𝐶*

1,∓2, (Д1.6)

𝐶0,0 = (3 cos2 𝜃𝑒 − 1)/2, (Д1.7)
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𝐶0,±1 = −𝑖
√︀

3/2 exp(∓𝑖𝛹𝑒) sin 𝜃𝑒 cos 𝜃𝑒, (Д1.8)
𝐶0,±2 = −

√︀
3/8 exp(∓2𝑖𝛹𝑒) sin

2 𝜃𝑒. (Д1.9)

ДОДАТОК 2⟨︀
𝑃

(1)
QD+NP

⟩︀
𝛹𝑒,𝜃𝑒,𝜙𝑒

=
𝜔|𝑝|2𝑘30
108

(︁ 𝜀2

𝜀3

)︁3/2
𝑘∑︁

𝑙=1

{︂
√
𝜀2 ×

×
⃒⃒
𝑉 QD
𝐸,23(1)

⃒⃒2
𝐼20

[︂
𝐵

(0)
𝑙,𝑘+1

(︂
10− 2

𝐼2

𝐼0
+

13

8

𝐼22
𝐼20

)︂
+

+𝐵
(1)
𝑙,𝑘+1

(︂
14− 6

𝐼2

𝐼0
+

39

8

𝐼22
𝐼20

)︂]︂
+

+
√
𝜀2

⃒⃒
𝑉 QD
𝐸,23(3)

⃒⃒2 𝐼22
56

[︁
234𝐵

(0)
𝑙,𝑘+3 + 597𝐵

(1)
𝑙,𝑘+3 +

+390𝐵
(2)
𝑙,𝑘+3 𝜃(𝑙 − 2) + 315𝐵

(3)
𝑙,𝑘+3 𝜃(𝑙 − 3)

]︁
+

+

⃒⃒
𝑉 QD
𝑀,23(2)

⃒⃒2
√
𝜀2

147

250
𝐼22

[︁
12𝐵

(0)
𝑙,2 + 19𝐵

(1)
𝑙,2 + 13𝐵

(2)
𝑙,2 𝜃(𝑙 − 2)

]︁
+

+
√
𝜀2

√︀
3/7 𝐼0𝐼2Re

(︂
𝑉 QD
𝐸,23(1)

[︁
𝑉 QD
𝐸,23(3)

]︁*
(1 + 𝑖)𝐼 ×

×
[︂√︂

3

2
𝐶

(0)
𝑙,𝑘+1,𝑘+3 +

13

2
𝐶

(1)
𝑙,𝑘+1,𝑘+3

]︂)︂
+

+
42

5
√
15

𝐼0𝐼2 Re
(︁
𝑉 QD
𝐸,23(1)

[︁
𝑉 QD
𝑀,23(2)

]︁*
(2− 𝑖)𝐼𝐶

(1)
𝑙,𝑘+1,2

)︁
+

+
21

20
√
14

𝐼22 Re
(︂
𝑉 QD
𝐸,23(3)

[︁
𝑉 QD
𝑀,23(2)

]︁*
(1− 3𝑖)×

×
[︂

11
√
10

𝐶
(1)
𝑙,𝑘+3,2 + 𝐶

(2)
𝑙,𝑘+3,2 𝜃(𝑙 − 2)

]︂)︂}︂
, (Д2.1)

де

𝐼 = 1−
𝐼2

𝐼0

(︂
1

2
+

3

4
𝑖

)︂
. (Д2.2)

ДОДАТОК 3⟨︀
𝑃

(2)
QD+NP

⟩︀
𝛹𝑒,𝜃𝑒,𝜙𝑒

=
𝜔|𝑝|2𝑘30
450

(︁ 𝜀2

𝜀3

)︁3/2
𝐼22 ×

×
𝑘∑︁

𝑙=1

{︂
√
𝜀2

⃒⃒
𝑉 QD
𝐸,23(1)

⃒⃒2 3

2

[︁
𝐵

(0)
𝑙,𝑘+1 + 3𝐵

(1)
𝑙,𝑘+1

]︁
+

+
√
𝜀2

⃒⃒
𝑉 QD
𝐸,23(3)

⃒⃒2
56

[︀
138𝐵

(0)
𝑙,𝑘+3 + 329𝐵

(1)
𝑙,𝑘+3 +

+326𝐵
(2)
𝑙,𝑘+3 𝜃(𝑙 − 2) + 231𝐵

(3)
𝑙,𝑘+3 𝜃(𝑙 − 3)

]︀
+

+

⃒⃒
𝑉 QD
𝑀,23(2)

⃒⃒2
√
𝜀2

49

200

[︀
75𝐵

(0)
𝑙,2 + 112𝐵

(1)
𝑙,2 +

+133𝐵
(2)
𝑙,2 𝜃(𝑙 − 2)

]︀
−

√
𝜀2

√︂
3

112
Re

(︁
𝑉 QD
𝐸,23(1)×

×
[︁
𝑉 QD
𝐸,23(3)

]︁*
(1 + 𝑖)

[︁√
6𝐶

(0)
𝑙,𝑘+1,𝑘+3 +

+13𝐶
(1)
𝑙,𝑘+1,𝑘+3

]︁)︁
−
√︂

147

125
Re

(︁
𝑉 QD
𝐸,23(1)×

×
[︁
𝑉 QD
𝑀,23(2)

]︁*
(2− 𝑖)𝐶

(1)
𝑙,𝑘+1,2

)︁
+

1

20

√︂
7

5
×

×Re
(︁
𝑉 QD
𝐸,23(3)

[︁
𝑉 QD
𝑀,23(2)

]︁*[︁
(1− 63𝑖)𝐶

(1)
𝑙,𝑘+3,2 +

+
√
10 (−13− 45𝑖)𝐶

(2)
𝑙,𝑘+3,2 𝜃(𝑙 − 2)

]︁)︁}︂
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ЭКСИТОННОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ
ГИБРИДНОЙ НАНОСИСТЕМЫ
“СФЕРИЧЕСКАЯ ПОЛУПРОВОДНИКОВАЯ
КВАНТОВАЯ ТОЧКА + СФЕРИЧЕСКАЯ
МЕТАЛЛИЧЕСКАЯ НАНОЧАСТИЦА”

Р е з ю м е

Исследован случай сферической квантовой точки (КТ)
прямозонного полупроводника кубической модификации с
четырехкратно вырожденной валентной зоной Γ8 в окре-
стности сферической металлической наночастицы (НЧ).
Экситонное излучение КТ рассматривается как формируе-
мое суммой вкладов излучающих точечных (узельных) ди-
полей внутри КТ. Описание несферической в целом наноси-
стемы базируется на использовании трех сферических си-
стем координат и установлении связи между коэффициен-
тами мультипольного разложения электромагнитных (ЭМ)
полей в этих системах координат. Полярные оси первой и
второй систем с центрами в КТ и НЧ направлены вдоль
линии, соединяющей эти центры. Ориентация третьей си-
стемы координат с центром в КТ определяется ориентацией
кристаллической решетки в КТ. Показано, что в отличие от
скалярного потенциала электрического поля, который ин-
дуцируется экситонным состоянием в КТ и имеет вид по-
тенциала точечного диполя, ЭМ поле экситонного излуче-
ния КТ не может быть представлено в виде ЭМ поля излу-
чения точечного диполя, поскольку содержит только ди-
польные, квадрупольные и октупольные компоненты. Учте-
но многократное рассеивание между НЧ и КТ электрома-
гнитного поля, излучаемого КТ. Рассчитаны зависимости

квантового выхода экситонного излучения от расстояния
между поверхностями КТ и НЧ при разных размерах КТ
и НЧ и температурах 4,2 и 300 K в случае КТ CdTe и се-
ребряных или золотых НЧ.

Yu.V.Kryuchenko, D.V.Korbutyak

EXCITONIC EMISSION OF HYBRID
NANOSYSTEM “SPHERICAL SEMICONDUCTOR
QUANTUM DOT + SPHERICAL
METAL NANOPARTICLE”

S u m m a r y

The hybrid nanosystem composed of a spherical metal na-

noparticle (NP) and a spherical semiconductor quantum dot

(QD) of a direct-band semiconductor with a cubic lattice struc-

ture and a fourfold degenerate valence band Γ8 has been stud-

ied. The excitonic emission of the system is considered as a sum

of contributions from point dipoles located at the QD lattice

sites. The description of the QD + NP nanosystem, nonspher-

ical as a whole, is based on using three spherical coordinate

systems and finding the relations between the coefficients of

multipole expansions of electromagnetic (EM) fields in those

systems. The origins of two of them are fixed at the centers of

NP and QD, and their polar axes are directed along the line

connecting the centers. The orientation of the third coordinate

system with the origin in the QD is determined by the orien-

tation of the QD crystal lattice. It is shown that, unlike the

electric scalar potential, which is induced by the exciton state

in the QD and looks like a point-dipole potential, the EM field

of the QD excitonic emission cannot be represented as that

of a point dipole emission, because it contains only dipole,

quadrupole, and octupole components. The multiple scatter-

ing, between the NP and the QD, of the EM field emitted by

the QD is taken into account. The dependences of the excitonic

emission efficiency on the separation distance between the QD

and the NP surfaces are calculated in a particular case of the

CdTe QD and a silver or gold NP for various QD and NP sizes

and temperatures.
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