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Iз використанням методiв обчислювальної фiзики формулюється та розв’язує-
ться проблема математичної iнтерпретацiї результатiв експериментальних дослi-
джень впливу iнкорпорованих наночастинок TiO2 на оптичнi властивостi нелiнiйно-
оптичного матерiалу KDP. Математична модель представляється у виглядi iнте-
грального рiвняння Фредгольма першого роду. Пропонується сплайн-iтерацiйна моди-
фiкацiя методу регуляризацiї Ландвебера розв’язання некоректно поставленої задачi.
Результати проведених обчислювальних експериментiв порiвнюються з апостерiорi вi-
домими даними фiзичних експериментiв.
К люч о в i с л о в а: iнкорпорованi наночастинки TiO2, нелiнiйно-оптичний матерiал KDP,
рiвняння Фредгольма, метод регуляризацiї Ландвебера.

1. Вступ

Робота присвячена розкриттю поняття математи-
чної iнтерпретацiї результатiв експериментальних
дослiджень. Суть питання полягає в тому, що су-
часнi науковi данi експериментальних дослiджень
потребують, на нашу думку, бiльш ретельного до-
слiдження з точки зору математичного аналiзу.
Такий пiдхiд дозволяє поповнити об’єм експери-
ментальної iнформацiї i отримати бiльш глибокi
i змiстовнi у фiзичному визначеннi результати. В
цьому сенсi найкращою є ситуацiя, коли етапу фi-
зичної iнтерпретацiї передує етап математичної iн-
терпретацiї. При iнтерпретацiї фiзичних вимiрiв
часто виникають задачi, якi в математицi мають
назву некоректних. До таких задач приходимо, ко-
ли потрiбно за закономiрностями якихось фiзи-
чних явищ визначити характеристики тих зовнi-
шнiх впливiв, якi зумовили цi явища. Як типо-
вий приклад можна вказати на експерименталь-
не вирiшення бiльшостi спектрографiчних задач,
коли метою вимiрювань є отримання iстинного
розподiлу енергiї в спектрi дослiджуваного дже-
рела – розподiлу, не спотвореного приладом. Не-
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коректнiсть задачi в фiзичнiй ситуацiї, яка роз-
глядається, зумовлена природою математичної мо-
делi, що пов’язує iстиннi i спостережуванi за до-
помогою реальних приладiв величини. Така мо-
дель формулюється у виглядi iнтегрального рiвня-
ння Фредгольма. Необхiдно вiдзначити, що теорiя
iнтегральних рiвнянь i практика їх застосування
впродовж останнього столiття залишались одним
iз центральних об’єктiв дослiджень багатьох роз-
дiлiв математики. По-перше, iнтегральнi рiвнян-
ня опинились на перетинi багатьох областей чи-
стої математики – функцiонального аналiзу, теорiї
функцiй, математичної фiзики, алгебри, обчислю-
вальної математики, теорiї ймовiрностей та iн., по-
друге – їх розвиток стимулювався потребами мо-
делювання в численних задачах фiзики, астрофi-
зики, бiофiзики, механiки, технiки та iнших дисци-
плiн. При цьому основна увага у минулi 50 рокiв
придiлялась розробцi регулярних методiв розв’яз-
ку некоректно поставлених задач. До таких задач
вiдноситься, у першу чергу, розв’язання iнтеграль-
них рiвнянь Фредгольму першого роду. Цi рiвня-
ння чи їх системи виникають у великiй кiлько-
стi прикладних завдань. До них зводяться, напри-
клад, задачi про вивчення спектрального складу
свiтлового випромiнювання, задачi обробки експе-
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риментальних даних, пов’язаних iз дiагностикою
сферичного або осесиметричного плазмових утво-
рень, задачi визначення функцiї розподiлу iстин-
них конфiгурацiй потрiйних зiрок, задачi автома-
тичного регулювання, дослiдження вiдбиття хвиль
вiд прямолiнiйної границi, задачi акустики, кiне-
матики i сейсмiки, задачi електродинамiки, задачi
математичної обробки зображень i т.д.

Некоректнi задачi мають ту особливiсть, що ма-
лi похибки на “входi” призводять до появи iстотних
похибок на “виходi”. Проте в математицi на сьо-
годнi розробленi методи (так званi методи “регу-
ляризацiї”), якi дозволяють обiйти (згладити) чу-
тливiсть результату до малих похибок на “входi”.
Застосування таких методiв до iнтерпретацiї фiзи-
чних вимiрювань часто дозволяє отримати досить
точнi результати навiть при використаннi “недо-
сконалого” обладнання. Детальний огляд наявних
результатiв i широку бiблiографiю можна знайти
у довiдкових посiбниках А.Ф. Верланя i В.С. Сiзi-
кова [1], В.В. Iванова [2] та iн.

Наведемо декiлька додаткових зауважень. Перш
за все вiдзначимо, що в сучаснiй математичнiй лi-
тературi iнтегральнi рiвняння розглядаються як
пiдмножина операторних рiвнянь. До числа опе-
раторних рiвнянь можна вiднести, наприклад, си-
стеми алгебраїчних рiвнянь. У пропонованiй робо-
тi конструкцiя математичної моделi у формi рiв-
няння Фредгольма першого роду трактується як
операторне рiвняння першого роду. Крiм того, при
вирiшеннi задач математичної iнтерпретацiї ре-
зультатiв експериментальних дослiджень виника-
ють як мiнiмум два напрямки робiт. Перший iз
них пов’язаний виключно iз усуненням впливу не-
досконалостi експериментального обладнання на
результати вимiрювань. Iншими словами, перший
напрямок включає в себе розв’язання задач реду-
кцiї до iдеального обладнання. Другий напрямок
математичної iнтерпретацiї характеризується не-
обхiднiстю отримання параметрiв iнформацiї, що
надходить до експериментальної системи, за зареє-
строваною iнформацiєю. В такому випадку розв’я-
зується обернена задача. Прикладом такої задачi i
є дослiджувана в данiй роботi проблема.

2. Постановка фiзичної задачi

Змiстовна частина роботи аналiзується на тесто-
вому прикладi розв’язання методами обчислю-

вальної фiзики задач математичної iнтерпретацiї
результатiв експериментальних дослiджень впли-
ву iнкорпорованих наночастинок TiO2 на опти-
чнi властивостi нелiнiйно-оптичного матерiалу –
монокристалiчних матриць дигiдрофосфату калiю
KH2PO4 (KDP). Завдяки унiкальнiй сукупностi
фiзичних властивостей цi матерiали знаходять ши-
роке застосування у сучаснiй нелiнiйнiй оптицi,
оптоелектронiцi та фотонiцi.

При проведеннi експериментiв вимiрювався ку-
товий розподiл iнтенсивностi лазерного випромi-
нювання, яке пройшло крiзь зразок – iндикатри-
са розсiювання. Iнакше кажучи, фiксувався роз-
подiл iнтенсивностi свiтла. Деталi iндикатриси вiд-
ображають iнформацiю про будову кристала, про
вплив кластерiв наночастинок кристала на пара-
метри лазерного випромiнювання та ряд iнших
властивостей [3].

Вимiрювальний тракт лазерної установки вклю-
чав у себе гонiометр Г-5 i CCD-лiнiйку (1024 пiксе-
ля 25 мкм × 200 мкм, цифрова роздiльна здатнiсть
12 бiт) з прикрiпленою до неї широкоапертурною
фокусуючою лiнзою (дiаметр 𝑑 = 0,96 см). Осо-
бливостi конструкцiї вимiрювального тракту уста-
новки є такими, що спостережуванi на невеликих
кутах результати розподiлу iнтенсивностi суттєво
вiдрiзняються вiд їх прогнозованих iстинних зна-
чень. Широка апертура збираючої лiнзи в при-
ладi призводить до спотворення даних, зокрема
на малих кутах вимiрювання (𝜃 6 2∘). Оскiльки
зразки, що розглядаються, є слаборозсiюючими,
то саме цей дiапазон найбiльше привертає увагу
дослiдникiв.

Для базового пояснення смислу математичної
iнтерпретацiї експериментальних дослiджень роз-
глянемо спочатку результати експерименту роз-
подiлу iнтенсивностi лазерного випромiнювання,
що вiльно поширюється у повiтрi (експеримент
без зразка на вихiдному обладнаннi). Припуска-
ємо, що дискретнi експериментальнi данi iндика-
триси розсiювання можуть бути апроксимованi не-
перервною функцiєю (рис. 1). Однiєю iз кiнцевих
цiлей експериментальних дослiджень є визначен-
ня впливу iнкорпорацiї наночастинок двоокису ти-
тану на параметри лазерного пучка, що пройшов
через кристал дигiдрофосфату калiю. Здавалось
би, що параметри лазерного пучка можна визна-
чити напряму, використовуючи установку iз опто-
волоконним (дiаметр 𝑑 = 410 мкм) спектрофото-
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Рис. 1. Iндикатриса розсiяння, отримана iз використанням
детектора iз лiнзою, 𝑢(𝑥) – безрозмiрна потужнiсть лазер-
ного випромiнювання

Рис. 2. Iндикатриса розсiяння (профiль лазерного проме-
ня), отримана на високоточнiй установцi iз використанням
оптоволоконного детектора, 𝑣(𝑝) – безрозмiрна iнтенсив-
нiсть лазерного випромiнювання (𝑣(0) = 1)

метром, що дозволяє отримати досить точний про-
фiль лазерного пучка (рис. 2) в дiапазонi прибли-
зно (−1∘; +1∘). Однак проблема полягає в тому, що
цi вимiрювання є набагато бiльш ресурсозатратни-
ми порiвняно iз першою установкою. Адже отри-
мання кожного набору даних вимагає коштовного
обладнання i тривалої та кропiткої роботи.

Пiд час аналiзу результатiв вимiрювань, здiйсне-
них з використанням детектора iз лiнзою, виникає
питання про спiввiдношення мiж iстинним куто-
вим розподiлом iнтенсивностi всерединi лазерно-
го пучка у виглядi гаусового профiлю (перед лiн-
зою) (рис. 2) та вимiряною iндикатрисою розсiюва-
ння (рис. 1). Очевидно, що визначення кiлькiсного
зв’язку мiж представленими розподiлами баз за-
стосування методiв математичного аналiзу не уяв-
ляється можливим. Iншими словами, виникає на-

ступна задача: яким чином iз результатiв експери-
менту, що наведенi на рис. 1, отримати параметри
кривої рис. 2.

3. Математична модель
вимiрювального тракту лазерної установки

Розв’язання задачi математичної iнтерпретацiї ре-
зультатiв експериментальних дослiджень пропо-
нується здiйснити методом обчислювальної фiзи-
ки [4].

Цей метод включає в себе декiлька етапiв:
1. Побудова математичної моделi вимiрювально-

го тракту лазерної установки.
2. Перевiрка адекватностi математичної моделi.
3. Визначення основних властивостей рiвнянь,

що формують математичну модель.
4. Вибiр та/або модифiкацiя методiв розв’язан-

ня оберненої задачi.
5. Проведення серiї обчислювальних експери-

ментiв.
6. Зiставлення результатiв обчислювальних та

фiзичних експериментiв.
7. Здiйснення фiзичної iнтерпретацiї експери-

ментальних дослiджень.
Першi два етапи реалiзацiї методу були виконанi

в роботi [3]. Нагадаємо, що в найбiльш загально-
му виглядi математичне моделювання можна зве-
сти до побудови оператора 𝐴 (або вiдображення
чи трансформацiї), який трактується як формалi-
зацiя процесу вимiрювання, коли елемент 𝑣 (крива
на рис. 2) трансформується в елемент 𝑢 (крива на
рис. 1), тобто 𝐴𝑣 = 𝑢.

Необхiдно пiдкреслити, що фiзичним втiленням
оператора 𝐴 є вимiрювальний тракт лазерної уста-
новки, а саме гонiометр Г-5, CCD-лiнiйка i широ-
коапертурна фокусуюча лiнза. Основа формалiза-
цiї в даному конкретному випадку полягає в тому,
що нескiнченно мале значення зареєстрованої по-
тужностi випромiнювання задається наближено за
допомогою виразу:

Δ𝑢 = 𝑣(𝑃 )𝐺(𝑂;𝑃 )Δ𝑆,

де 𝑣(𝑃 ) – iстинна iнтенсивнiсть випромiнювання,
що розсiяне зразком, 𝐺(𝑂;𝑃 ) – функцiя проходже-
ння випромiнювання в точцi падiння пучка на лiн-
зу (визначається вiдношенням потужностi випро-
мiнювання, зафiксованого CCD-лiнiйкою, до поту-
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жностi падаючого на лiнзу випромiнювання), Δ𝑆 –
елемент площi апертури лiнзи.

Вимiряне детектором значення потужностi ви-
промiнювання в такому випадку природно визна-
чити виразом

𝑢 (𝑂) =

∫︁∫︁
𝑆

𝑣(𝑃 )𝐺(𝑂;𝑃 )𝑑𝑆, (1)

де 𝑂 – точка в центрi лiнзи.
Якщо позначити через 𝐿 вiдстань вiд зразка до

лiнзи, а через 𝜃0 – кут повороту плеча гонiометра
вiд початкового напрямку пучка, коли центр Θ пу-
чка збiгається з центром 𝑂 лiнзи, то в ролi коорди-
нати центра лiнзи можна брати 𝑥 = 𝐿 sin 𝜃0 ≈ 𝐿𝜃0
i з похибкою, що не перевищує 0,1% (𝐿 = 20 см,
|𝑥| 6 0,7 см), записати спiввiдношення:

𝑟2 = 𝜌2 + 𝑥2 − 2𝜌𝑥 cos𝛼,

де 𝑟 – полярний радiус довiльної точки аперту-
ри лiнзи з початком координат в центрi лiнзи 𝑂
(𝑟 = |𝑂𝑃 |), 𝜌 – полярний радiус цiєї точки вiд-
носно центра Θ лазерного пучка (𝜌 = |Θ𝑃 |), 𝛼 –
вiдповiдний полярний кут.

У такому випадку вираз (1) перетворюється до
вигляду

𝑢 (𝑥) =

∫︁∫︁
𝑆

𝑣(𝑠, 𝑡)�̃�(𝑥; 𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠 𝑑𝑡,

𝑥 ∈ [−𝑎, 𝑎] (𝑎 6 0,7 cм),
(2)

де початок координат сумiщений iз центром пучка
Θ, 𝑥 – координата центра лiнзи, 𝑠, 𝑡 – координати
довiльної точки апертури лiнзи: 𝑠 = 𝜌 cos𝛼, 𝑡 =
= 𝜌 sin𝛼.

Завдяки iзотропностi дослiджуваних зразкiв
розподiл iнтенсивностi є аксiально-симетричним.
Тому лiнiї рiвня iнтенсивностi являють собою кола
з радiусом 𝜌 = 𝐿 sin 𝜃 ≈ 𝐿𝜃, i спiввiдношення (2)
доцiльно записати в полярнiй системi координат

𝑢(𝑥) =

𝜌2(𝑥)∫︁
𝜌1(𝑥)

𝜌𝑣(𝜌)

𝛼2(𝑥,𝜌)∫︁
𝛼1(𝑥,𝜌)

𝐺(𝑥; 𝜌, 𝛼)𝑑𝜌𝑑𝛼,

𝑥 ∈ [−𝑎, 𝑎],

(3)

де 𝛼1(𝑥, 𝜌), 𝜌1(𝑥) i 𝛼2(𝑥, 𝜌), 𝜌2(𝑥) вiдповiднi грани-
чнi значення 𝛼(𝑥, 𝜌), 𝜌(𝑥) (рис. 3).

Рис. 3. Лiнiї рiвня iнтенсивностi на лiнзi

При цьому вважається, що функцiя проходже-
ння випромiнювання �̃�(𝑥; 𝑠, 𝑡) в точцi 𝑃 падiння
лазерного пучка на лiнзу є характеристикою про-
цесу вимiрювання i визначається вiдношенням за-
реєстрованої потужностi випромiнювання до поту-
жностi падаючого на лiнзу випромiнювання i зале-
жить вiд вiдстанi до центра лiнзи 𝑟:

�̃�(𝑥; 𝑠, 𝑡) = �̂�(𝑟) = �̂�((𝜌2 + 𝑥2 − 2𝜌𝑥 cos𝛼)1/2) =

= 𝐺(𝑥; 𝜌, 𝛼). (4)

Функцiю �̂�(𝑟) можна визначити безпосередньо,
оскiльки дiаметр пучка (𝛿 ≈ 0,9 мм) значно мен-
ший вiд розмiру лiнзи. В розглянутому прикла-
дi при визначеннi функцiї �̂�(𝑟) використовувались
експериментальнi данi (рис. 1) для профiлю лазер-
ного пучка, що вiльно поширюється у повiтрi. Во-
ни можуть бути апроксимованi неперервною фун-
кцiєю, форма якої близька до реальної функцiї
проходження, оскiльки 𝛿 ≪ 𝑑. Необхiдно вiдзна-
чити, що форма кривої для функцiї �̂�(𝑟) в силу
визначення повнiстю подiбна iндикатрисi розсiю-
вання (рис. 1).

Для апроксимацiї експериментальних значень
використовувався такий набiр функцiй: гаусова
функцiя, парабола i функцiя “шапочка” [5]. Тому
шукану функцiю �̂�(𝑟) наближено можна записати
таким чином:

�̂�(𝑟) = 𝜒1(𝑅
2
1 − 𝑟2)

(︂
𝐴 exp((𝑟/𝑟𝐴)

2)− (𝑟/𝑟𝐵)
2 −

−𝐶 exp

(︂
− (𝑟/𝑟𝐶)

2

1− (𝑟/𝑟𝐻)2

)︂
𝜒0(𝑟

2
𝐻 − 𝑟2)

)︂
, (5)

де 𝑅1 = 0,55089 см, 𝐴 = 2,223, 𝐶 = 1,277, 𝑟𝐴 =
= 0,5808 см, 𝑟𝐵 = 0,2357 см, 𝑟𝐶 = 0,3574 см, 𝑟𝐻 =
= 0,4711 см, 𝜒(𝑠) – функцiя Хевiсайда:

𝜒1(𝑠) =
{︁
1, 𝑠 > 0,
0, 𝑠 < 0, 𝜒0(𝑠) =

{︁
1, 𝑠 > 0,
0, 𝑠 6 0.
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Рис. 4. Апаратна функцiя 𝐾𝜌(𝑥, 𝜌)

При цьому вiдносна середньоквадратична похиб-
ка апроксимацiї дорiвнює 3,6%. Оскiльки дiаметр
лазерного пучка не є нульовим, то при обчисле-
ннях використовується значення 𝑅1 = 0,5509 см,
𝑅1 > 𝑅. Функцiя 𝐺(𝑥, 𝜌, 𝛼) симетрична (4), тому
значення внутрiшнього iнтеграла в (3) можна об-
числити так:

𝐾𝜌(𝑥, 𝜌) =

𝛼2(𝑥,𝜌)∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜌, 𝛼)𝑑𝛼 =

=
1

2

𝛼2(𝑥,𝜌)∫︁
𝛼1(𝑥,𝜌)

𝐺(𝑥, 𝜌, 𝛼)𝑑𝛼.

З тiєї самої причини ясно, що 𝛼1(𝑥, 𝜌) = −𝛼2(𝑥, 𝜌).
Використовуючи вираз для спiввiдношення сторiн
трикутника, можна знайти верхню границю iнте-
грування 𝛼2(𝑥, 𝜌):

𝛼2(𝑥, 𝜌) =

{︃
arccos

(︁
𝜌2+𝑥2−𝑅2

1

2 𝜌 𝑥

)︁
, 𝜌+ 𝑥 > 𝑅1,

𝜋, 𝜌+ 𝑥 6 𝑅1.

Це дозволить обчислити внутрiшнiй iнтеграл в (4):

𝐾(𝑥, 𝜌) =

𝛼2(𝑥,𝜌)∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜌, 𝛼)𝑑𝛼 =
1

2

𝛼2(𝑥,𝜌)∫︁
𝛼1(𝑥,𝜌)

𝐺(𝑥, 𝜌, 𝛼)𝑑𝛼.

Враховуючи це представлення (рис. 4), iнтеграль-
не спiввiдношення (3) можна записати у ви-

глядi

𝑢 (𝑥) = 2

𝜌2(𝑥)∫︁
𝜌1(𝑥)

𝜌 𝑣(𝜌)𝐾𝜌(𝑥, 𝜌)𝑑𝜌, 𝑥 ∈ [−𝑎, 𝑎].

При визначеннi границь iнтегрування 𝜌1(𝑥) i 𝜌2(𝑥)
слiд розглянути два можливих варiанти розмiще-
ння лiнзи вiдносно центра лазерного пучка. В пер-
шому iз них центр пучка знаходиться всерединi
кола з радiусом 𝑅1: 𝑥 6 𝑅1 (рис. 3). У друго-
му – центр пучка знаходиться поза меж кола, тоб-
то 𝑥 > 𝑅1.

У роботi [3] показано, що в кiнцевому рахунку
математична модель вимiрювального тракту ла-
зерної установки зводиться до iнтегрального рiв-
няння Фредгольма першого роду:

𝑢 (𝑥) =

𝑏∫︁
0

𝐾(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌)𝑑𝜌, 𝑥 ∈ [−𝑎, 𝑎], (6)

де 𝐾(𝑥, 𝜌) = 2𝜌𝐾𝜌(𝑥, 𝜌), 𝑏 = 2𝑅1.
Рахуємо вiльний член 𝑢 (𝑥) рiвняння (6) зада-

ною функцiєю iз дiйсного гiльбертового простору
𝐿2[−𝑎, 𝑎], а шукану функцiю 𝑣(𝜌) – елементом дiй-
сного гiльбертового простору 𝐿2[0, 𝑏].

4. Перевiрка адекватностi
математичної моделi

На етапi перевiрки достовiрностi математичної мо-
делi вимiрювального тракту лазерної установки
для оптичної дiагностики використовувались iн-
тегральне рiвняння Фредгольма першого роду (6)
з ядром 𝐾(𝑥, 𝜌) = 2 𝜌𝐾𝜌(𝑥, 𝜌), данi про iстинний
розподiл iнтенсивностi 𝑣(𝜌) в розсiяному лазерно-
му пучку. Для отримання функцiї розподiлу iн-
тенсивностi 𝑣(𝜌) в ролi вимiрювального тракту ви-
користовувалось оптоволокно iз малою апертурою
(дiаметр 𝑑 = 410 мкм). Розрахунковi значення
функцiї �̄� (𝑥), отриманi шляхом прямого обчисле-
ння iнтеграла (6), порiвнювались iз експеримен-
тально зареєстрованими i апроксимованими iнди-
катрисами розсiяння 𝑢 (𝑥). Проведена серiя експе-
риментiв, в яких зокрема дослiджувались:

a) розсiяння лазерного пучка, що поширювався
у повiтрi (без зразка);

б) розсiяння лазерного пучка пiсля проходжен-
ня крiзь пластинку кристала KDP iз домiшками
TiO2.
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У всiх серiях вимiрювань лазернi пучки мали га-
усовий розподiл iнтенсивностi вигляду

𝑣(𝜌) = 𝑎𝑘 exp
(︁
− (𝜌/𝜌𝑘)

2
)︁
, 𝑘 = 1, 2;

𝜌1 = 0,0447214 cм; 𝜌2 = 0,0421182 cм.

На рис. 5 неперервною лiнiєю показаний графiк
функцiї �̄�(𝑥), що отримана iз використанням фор-
мули (6) i з вiдповiдного для даного експеримен-
ту ядром 𝐾(𝑥, 𝜌) = 2 𝜌𝐾𝜌(𝑥, 𝜌), i функцiї 𝑣(𝜌) при
𝑘 = 2. Точкам на графiку вiдповiдають експери-
ментальнi значення потужностi випромiнювання,
що пройшло крiзь лiнзу. Похибка апроксимацiї ре-
зультатiв не перевищує 5%.

На рис. 6 наведено кривi теоретичних зале-
жностей iнтенсивностi лазерного випромiнювання
�̄� (𝑥) та їх апроксимованi аналоги iндикатрис роз-
сiяння 𝑢 (𝑥). Верхнi кривi вiдповiдають iнтенсив-
ностi випромiнювання без зразка, нижнi – iнтен-
сивностi випромiнювання пiсля проходження ла-
зерного пучка крiзь пластинку кристала KDP iз
домiшками TiO2.

На основi представлених даних можна зробити
висновок про достовiрнiсть математичної моделi
(6) вимiрювального тракту лазерної установки для
оптичної дiагностики слаборозсiюючих зразкiв на
базi гонiометру Г-5, iз використанням детектора у
виглядi CCD – лiнiйки та фокусуючої лiнзи.

5. Проблема некоректностi задачi

Математичне формулювання проблеми математи-
чної iнтерпретацiї результатiв експериментальних
дослiджень впливу iнкорпорованих наночастинок
TiO2 на оптичнi властивостi нелiнiйно-оптичного
матерiалу KDP представлене таким чином: вимi-
ряне детектором значення потужностi випромiню-
вання 𝑢 (𝑥) пов’язане iз iстинною iнтенсивнiстю
𝑣(𝜌) випромiнювання, що розсiяне зразком, опера-
торним рiвнянням

𝑢 = 𝐴𝑣, 𝑢 ∈ 𝐿2[−𝑎, 𝑎], 𝑣 ∈ 𝐿2[0, 𝑏], (7)

де оператор 𝐴 – оператор Гiльберта–Шмiдта [6] у
припущеннi, що ядро 𝐾(𝑥, 𝜌) рiвняння (6) нале-
жить простору 𝐿2([−𝑎, 𝑎]× [0, 𝑏]):

𝑏∫︁
0

𝑎∫︁
−𝑎

(𝐾(𝑥, 𝜌))
2
𝑑𝑥𝑑𝜌 < ∞. (8)

Рис. 5. Теоретична крива (формула (6)) розподiлу iнтен-
сивностi випромiнювання пiд час дослiдження кристала
KDP iз домiшками TiO2 (точки – експериментальнi данi,
що отриманi iз використанням детектора i лiнзи)

Рис. 6. Теоретичнi кривi розподiлу iнтенсивностi лазерно-
го випромiнювання i iндикатриси розсiяння (штриховi лiнiї)
(варiант а – крива I i варiант b – крива II )

Дослiдження властивостей рiвняння (6) зводиться
до вивчення властивостей оператора 𝐴.

Теорема 1[6]. Оператор Гiльберта–Шмiдта 𝐴
з ядром 𝐾(𝑥, 𝜌), з iнтегрованим квадратом, являє
собою в гiльбертовому просторi 𝐿2[−𝑎, 𝑎] компа-
ктний лiнiйний оператор, норма якого задоволь-
няє нерiвнiсть

||𝐴|| 6

⎛⎝ 𝑏∫︁
0

𝑎∫︁
−𝑎

(𝐾(𝑥, 𝜌))
2
𝑑𝑥 𝑑𝜌

⎞⎠1/2

. (9)

В ходi виконання роботи замiсть точних даних за-
дачi 𝐾(𝑥, 𝜌) i 𝑢 (𝑥) реально вiдомi лише їх набли-
ження �̃�(𝑥, 𝜌) i 𝑢𝛿 (𝑥) такi, що

𝑏∫︁
0

𝑎∫︁
−𝑎

(︁
�̃�(𝑥, 𝜌)

)︁2

𝑑𝑥 𝑑𝜌 < ∞, ||𝑢− 𝑢𝛿|| 6 𝛿. (10)
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Тому, при проведеннi обчислювальних експери-
ментiв, вихiдне математичне формулювання (7)
проблеми математичної iнтерпретацiї результатiв
експериментальних дослiджень з повним правом
можна записати у виглядi наближеного оператор-
ного рiвняння з рiвнем похибки 𝛿, ℎ:

𝐴ℎ𝑣 = 𝑢𝛿, 𝑢𝛿 ∈ 𝐿2[−𝑎, 𝑎], 𝑣 ∈ 𝐿2[0, 𝑏], (11)

при цьому ||𝑢− 𝑢𝛿|| 6 𝛿, ||𝐴−𝐴ℎ|| 6 ℎ.
Норма оператора 𝐴ℎ задовольняє в такому ви-

падку нерiвнiсть

||𝐴ℎ|| 6

⎛⎝ 𝑏∫︁
0

𝑎∫︁
−𝑎

(︁
�̃�(𝑥, 𝜌)

)︁2

𝑑𝑥 𝑑𝜌

⎞⎠1/2

. (12)

Таким чином, можна стверджувати, що рiвняння
(11) – це операторне рiвняння першого роду, де
𝐴ℎ ∈ Λ(𝑉,𝑈)− лiнiйний компактний оператор, що
дiє iз гiльбертового простору 𝑉 = 𝐿2[0, 𝑏] в гiль-
бертовий простiр 𝑈 = 𝐿2[−𝑎, 𝑎], 𝑢𝛿 ∈ 𝑈 – заданий
елемент, 𝑣 ∈ 𝑉 – шуканий елемент, Λ(𝑉,𝑈) – про-
стiр усiх обмежених лiнiйних операторiв, визначе-
них на 𝑉 .

Компактнiсть оператора 𝐴ℎ має принципове
значення з точки зору вибору методу i побудо-
ви алгоритму розв’язання операторного рiвняння
першого роду (11), оскiльки в нескiнченновимiрно-
му просторi 𝑉 компактний оператор 𝐴ℎ не може
мати обмеженого зворотного 𝐴−1

ℎ в просторi 𝑈 [6].
А це означає, в свою чергу, що формальне обер-

нення (11) або спроба пошуку розв’язку задачi (11)
у виглядi 𝑣 = 𝐴−1

ℎ 𝑢𝛿 не приводить до задовiль-
них результатiв в умовах реального експеримен-
ту, оскiльки нескiнченно малi варiацiї реєстрова-
них результатiв, пов’язаних iз експериментальною
процедурою, приводять до як завгодно великого
вiдхилення у реконструйованiй функцiї 𝑣(𝜌). Та-
ким чином, розв’язок задачi (11) є нестiйким, а
сама задача є некоректно поставленою за Адама-
ром [7–10].

Задача

𝑢 = 𝐴𝑣, 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝐴 ∈ Λ(𝑉, 𝑈),

називається коректно поставленою за Адамаром,
якщо виконуються три умови:

1) область значень Range(𝐴) оператора 𝐴 збiга-
ється з 𝑈 , Range(𝐴) = 𝑈 , (умова розв’язностi) або
для ∀ 𝑢 ∈ 𝑈 ∃ 𝑣 ∈ 𝑉 ;

2) iз рiвностi 𝐴𝑣1 = 𝐴𝑣2 для деяких 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉
випливає, що 𝑣1 = 𝑣2, (умова єдиностi) або для
∀𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉 : 𝐴𝑣1 = 𝐴𝑣2 ⇒ 𝑣1 = 𝑣2;

3) зворотний оператор 𝐴−1 неперервний на 𝑈
(умова стiйкостi) або

lim
𝛿→0
ℎ→0

sup
𝑢𝛿 :||𝑢−𝑢𝛿||𝑈6𝛿

𝐴ℎ :||𝐴−𝐴ℎ||𝑉 →𝑈6ℎ

inf
𝑣∈𝐴−1𝑢

⃦⃦
𝑣 −𝐴−1

ℎ 𝑢𝛿

⃦⃦
𝑉
= 0.

У випадку, коли не виконується одна iз цих умов,
задача називається некоректно поставленою, або
просто некоректною. У практицi експерименталь-
них дослiджень найчастiше йде мова про невико-
нання третьої умови. При математичному моде-
люваннi її можна сформулювати в такому вигля-
дi: Незначним змiнам вхiдних даних (𝐴, 𝑢) можуть
вiдповiдати як завгодно великi змiни даних на ви-
ходi (𝑣).

З метою подолання проблеми некоректностi за-
дачi до розгляду вводиться регуляризуючий опе-
ратор (регуляризатор) 𝑅𝛼(𝛿, ℎ,𝐴ℎ) [5], такий, що:

lim
𝛿→0
ℎ→0

sup
𝑢𝛿 :||𝑢−𝑢𝛿||𝑈6𝛿

𝐴ℎ :||𝐴−𝐴ℎ||𝑉 →𝑈6ℎ

inf
𝑣∈𝐴−1𝑢

‖𝑣−𝑅𝛼(𝛿, ℎ,𝐴ℎ)𝑢𝛿‖𝑉 =0,

де 𝐴−1𝑢 – повний прообраз елемента 𝑢, 𝛼 – пара-
метр регуляризацiї.

Пiсля отримання математичної моделi, а також
пiсля того, як зроблено висновок про достовiрнiсть
математичної моделi (6) вимiрювального тракту
лазерної установки для оптичної дiагностики сла-
борозсiюючих зразкiв на базi гонiометра Г-5, iз ви-
користанням детектора у виглядi CCD-лiнiйки та
фокусуючої лiнзи, переходимо до етапу розв’яза-
ння оберненої задачi, а саме: визначення функцiї
𝑣(𝜌) за вiдомими 𝑢(𝑥) та 𝐾(𝑥, 𝜌). Ця задача в опе-
раторному представленнi має вигляд (7) i є неко-
ректною.

Для наближеного розв’язку рiвняння (11) в кон-
кретнiй задачi, що розглядається був вибраний iте-
рацiйний метод Ландвебера (II.8):

𝑣𝑘 = (𝐸 − 𝜇𝐴*
ℎ𝐴ℎ)𝑣𝑘−1 + 𝜇𝐴*

ℎ𝑢𝛿,

𝑘 = 1, 2, ...; (0 < 𝜇 < 2/ ‖𝐴ℎ‖2), 𝑣0 = 0.

Вагомими аргументами на користь такого вибору
стали простота програмної реалiзацiї метода, ви-
сокий рiвень комп’ютерної сумiсностi i достатнiй
рiвень ефективностi, як по числу iтерацiй, так i
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по точностi наближеного розв’язку. Реалiзацiя ме-
тода Ландвебера iнiцiює необхiднiсть визначення
параметра регуляризацiї 𝛼 – моменту зупинки iте-
рацiйного процесу.

Фiзичною особливiстю задачi є наявнiсть умови

𝑣(𝜌) > 0, ∀ 𝜌 ∈ (−∞,∞). (13)

У роботi запропоновано пiдхiд до апостерiорного
визначення числа iтерацiй 𝑘*, що базується на ви-
користаннi згладжуючого функцiонала (параме-
тричного функцiонала Тихонова) (I.3):

Φ𝛼[𝑣, 𝑢𝛿] = ||𝐴𝑣 − 𝑢𝛿||2𝑈 + 𝛼Ω [𝑣],

де Ω [𝑣] – стабiлiзуючий функцiонал (стабiлiзатор),
𝛼 – параметр регуляризацiї, у поєднаннi з принци-
пом нев’язки (II.10):

||𝐴𝑣𝑘* − 𝑢𝛿|| ∈ [𝑎1𝛿, 𝑎2𝛿].

Стосовно точного розв’язку 𝑣(𝜌) рiвняння (6) апрi-
орi справедливо твердження, що цей розв’язок є
неперервним на [0, 𝑏], має неперервну похiдну i iн-
тегрований на [0, 𝑏] iз квадратом. В такому ви-
падку можна допустити, що простiр 𝑉 є гiльберто-
вим простором Соболєва 𝑉 = 𝑊 1

2 [0, 𝑏] = 𝐻1[0, 𝑏].
В такому формулюваннi стабiлiзуючий функцiо-
нал Ω[𝑣] i параметричний функцiонал Тихонова
Φ𝛼[𝑣, 𝑢𝛿] можна вiдповiдно до (I.8) представити у
виглядi

Ω [𝑣] = ‖𝑣‖2𝑊 1
2
,

Φ𝛼[𝑣, 𝑢𝛿] = ||𝐴ℎ 𝑣 − 𝑢𝛿||2𝐿2
+ 𝛼 ‖𝑣‖2𝑊 1

2
=

=

𝑎∫︁
−𝑎

[︂ 𝑏∫︁
0

�̃�(𝑥, 𝜌)𝑣(𝜌), 𝑑𝜌− 𝑢𝛿

]︂2
𝑑 𝑥+

+𝛼

𝑏∫︁
0

[𝑣2(𝜌) + [𝑣′(𝜌)]2]𝑑𝜌.

(14)

Визначається число 𝑘* таке, що, наприклад, фун-
кцiонал 𝑆𝑆(𝑣𝑘, 𝑢𝛿) = |Ω𝑆 [𝑣𝑘]− 1,0| має на 𝑣𝑘* екс-
тремальне значення

𝑣𝑘* = arg [inf
𝑘

𝑆𝑆 [𝑣𝑘, 𝑢𝛿]],

Ω𝑆 [𝑣𝑘] =
‖𝑣𝑘‖2𝑊 1

2

‖exp (−500,0𝜌2)‖2𝑊 1
2

.
(15)

6. Обчислювальнi експерименти

На етапi обчислювальних експериментiв була вве-
дена нова шукана функцiя 𝑤(𝑠) = 𝑣(

√
𝑠) шляхом

замiни 𝑠 = 𝜌2. Тодi

𝑢 (𝑥) =

𝑏2∫︁
0

𝑤(𝑠)𝐾1(𝑥, 𝑠) 𝑑𝑠,

𝐾1(𝑥, 𝑠) = 𝐾𝜌(𝑥,
√
𝑠).

(16)

У випадку вiдсутностi зразка графiк функцiї
𝐾1(𝑥, 𝑠) набуває вигляду, наведеному на рис. 7.

Необхiдно пiдкреслити, що при побудовi регу-
ляризуючого алгоритму використовувалась лише
така додаткова iнформацiя:
𝑤(𝑠) > 0, ∀ 𝑠 ∈ (−∞,∞).

Алгоритм методу Ландвебера формулюється та-
ким чином:
𝑤0(𝑠) = �̃�0(𝑠),

𝑤𝑚(𝑠) = 𝑤+
𝑚−1(𝑠) + 𝜂

[︀
𝐹 (𝑠)−

−
𝛼𝑠∫︁
0

ℜ(𝑠, 𝑡) 𝑤+
𝑚−1(𝑡) 𝑑𝑡

]︀
, 𝑚 = 1, 2, ...,

𝑤+
𝑚(𝑠) = (𝑤𝑚(𝑠) + |𝑤𝑚(𝑠)|)/2,

0 < 𝜂 < 2/ ‖𝐴*
1𝐴1‖ ,

𝐹 (𝑠) =

𝛼𝑠∫︁
0

𝐾1(𝑥, 𝑠)𝑢𝛿(𝑥)𝑑𝑥, 𝛼𝑠 = 𝑎+𝑅1,

ℜ(𝑡, 𝑠) = ℜ(𝑠, 𝑡) =
𝑏2∫︁
0

𝐾1(𝑥, 𝑡)𝐾1(𝑥, 𝑠) 𝑑𝑥,

||𝐴*
1𝐴1||2 = ||ℜ(𝑡, 𝑠)||2 6

𝛼𝑠∫︁
0

𝛼𝑠∫︁
0

ℜ2(𝑡, 𝑠) 𝑑𝑡 𝑑𝑠.

(17)

Рис. 7. Ядро iнтегрального рiвняння (16)
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Рис. 8. Графiк функцiї 𝑆T(𝑘) = |ΩT[𝑤𝑘]− 1,0|

Рис. 9. Графiк функцiї 𝑆S(𝑘) = |ΩS[𝑤𝑘]− 1,0|

Рис. 10. Точна 𝑢(𝑥) i наближена 𝑢𝛿(𝑥) функцiї iндикатри-
си розсiяння

Проведена серiя обчислювальних експеримен-
тiв, в яких визначались величини показникiв екс-
понент гаусових функцiй

𝑣𝑛(𝜌) = 𝑎𝑛 exp
(︁
− (𝜌/𝜌𝑛)

2
)︁
= 𝑎𝑛 exp

(︀
−𝛽𝑛𝜌

2
)︀
;

𝑎𝑛 = 1; 𝑛 = 1, 2;

що моделюють розподiл iнтенсивностi:
a) лазерного пучка, що поширюється без зразка;
б) пучка пiсля проходження крiзь пластинку

кристала KDP iз домiшками TiO2.
Для контролю точностi розв’язку задачi за до-

помогою регуляризуючого алгоритму Ландвебера
(17) використовувались:

1. Функцiонал нев’язки ||𝐴ℎ 𝑤𝑘 − 𝑤𝛿||𝐿2
.

2. Стабiлiзуючий функцiонал Тихонова Ω[𝑤𝑘] =

= ‖𝑤𝑘‖2𝐿2
.

3. Стабiлiзуючий функцiонал Соболєва Ω[𝑤𝑘] =

= ‖𝑤𝑘‖2𝑊 1
2
.

Точнi значення показникiв експонент апостерiо-
рi вiдомi:

𝛽1 = 500,0; 𝛽2 = 563,717200778126.

У вказаних варiантах розрахункiв в ролi нульового
наближення була прийнята функцiя:

�̃�0(𝑠) = exp (−20,0𝑠).

Для iлюстрацiї застосування стабiлiзатора Тихо-
нова

ΩT [𝑤𝑘] = ‖𝑤𝑘‖2𝐿2
/ ‖exp (−500,0𝑠)‖2𝐿2

,

наведемо графiк функцiї 𝑆T(𝑘) = |ΩT[𝑤𝑘]− 1,0|;
(𝑘 = 26,51) (рис. 8).

Аналогiчним чином використовувався i стабiлi-
затор Соболєва:

ΩS[𝑤𝑘] = ‖𝑤𝑘‖2𝑊 1
2
/ ‖exp (−500,0𝑠)‖2𝑊 1

2
,

𝑆S(𝑘) = |ΩS[𝑤𝑘]− 1,0|; (𝑘 = 26,51) (рис. 9).

Пiдсумки обчислювального експерименту вiдпо-
вiдно до алгоритму (17) є такими:

𝛽1(𝑘 = 40) = 499,9999988285064,

𝛽2(𝑘 = 61) = 563,7172007781256.

Порiвняння отриманих значень показникiв експо-
нент iз точними значеннями говорить саме за себе.
Фактично отриманi асимптотично точнi розв’яз-
ки рiвняння (7) або, iнакше кажучи, нормальнi
розв’язки (I.7) цього рiвняння:

𝑣†𝑛(𝜌) = exp
(︀
−𝛽𝑛𝜌

2
)︀
; 𝑛 = 1, 2.

Похибки Δ𝑛 = |𝛽𝑛 − 𝛽𝑛| можна трактувати як
результати округлення чисел у комп’ютерному
представленнi. Безсумнiвний iнтерес викликає вiд-
повiдь на питання про величину похибки роз-
в’язку рiвняння (11) iз неточно заданою правою
частиною:

𝐴𝑣 = 𝑢𝛿. (18)
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Пiд час дослiдження впливу похибки правої ча-
стини рiвняння (18) на розв’язок 𝑣(𝜌) за вихi-
дну приймалась функцiя, що iнтерполює експери-
ментальнi значення iндикатриси розсiяння пучка
пiсля проходження кристала KDP iз домiшками
TiO2 (рис. 10). Середньоквадратична похибка на-
ближення до точної функцiї 𝛿 = 0,051127.

Результатом проведених обчислень виявилось
таке значення показника експоненти ˜̃

𝛽2(𝑘 = 31) =
= 556,412. Вiдносна середньоквадратична похиб-
ка наближення шуканої функцiї ˜̃𝑣2(𝜌) рiвна
0,00925329, що в п’ять з половиною раз менше по-
хибки наближення функцiї 𝑢𝛿.

7. Висновки

1. Побудована математична модель у виглядi iнте-
грального рiвняння Фредгольма першого роду ви-
мiрювального тракту експериментальної лазерної
установки для математичної iнтерпретацiї резуль-
татiв експериментальних дослiджень впливу нано-
частинок TiO2 на оптичнi властивостi нелiнiйно-
оптичного матерiалу; перевiрка адекватностi ма-
тематичної моделi пiдтвердила її достовiрнiсть iз
точнiстю до дев’яти значущих цифр.

2. Розвинута теорiя сплайн-iтерацiйних методiв
обчислювальної фiзики розв’язку проблеми ма-
тематичної iнтерпретацiї результатiв експеримен-
тальних дослiджень; розроблена сплайн-iтерацiй-
на модифiкацiя методу регуляризацiї Ландвебера.

3. Параметри лазерного пучка, отриманi експе-
риментально iз використанням установки iз опто-
волоконним спектрофотометром, пiдтвердженi об-
числювальними експериментами.

4. Результатом математичної iнтерпретацiї є ви-
явлення факту самофокусування лазерного пучка
через наявнiсть домiшок TiO2.

5. Розв’язання проблеми математичної iнтерпре-
тацiї результатiв експериментальних дослiджень
можна представити як створення деякого вiрту-
ального прецiзiонного експериментального обла-
днання. Такий пiдхiд дозволяє отримувати прин-
ципово значимi фiзичнi результати, що недоступнi
на реальному обладнаннi, що є в наявностi.

ДОДАТОК I

Звернемося до основних положень математичного аналiзу
сучасних наукових даних експериментальних дослiджень

загальнофiзичного профiлю. При проведеннi експеримен-
тальних дослiджень в лазернiй фiзицi, нелiнiйнiй оптицi,
квантовiй оптицi замiсть точних даних задачi 𝐴 i 𝑢 вiдомi
лише їх наближення з рiвнем похибки 𝛿, ℎ

||𝑢− 𝑢𝛿|| 6 𝛿, ||𝐴−𝐴ℎ|| 6 ℎ,

тобто замiсть точного

𝑢 = 𝐴𝑣, 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝐴 ∈ Λ(𝑉, 𝑈), (I.1)

розв’язується наближене операторне рiвняння

𝐴ℎ𝑣 = 𝑢𝛿, 𝑢𝛿 ∈ 𝑈, 𝐴ℎ ∈ Λ(𝑉, 𝑈). (I.2)

Конструктивний розв’язок задачi полягає в апроксимацiї
нормального розв’язку рiвняння (I.1) (або розв’язку (I.1)
з найменшою нормою в просторi 𝑉 ) 𝑣† ∈ Range(𝐴†) =

= Range(𝐴*) = Ker(𝐴)⊥ наближеним розв’язком рiвняння
(I.2). При цьому мається на увазi, що 𝐴†− лiнiйний опе-
ратор, псевдообернений до оператора 𝐴, такий, що 𝐴† :

Range(𝐴) ⊕ Range(𝐴)⊥ → 𝑉 , Range(𝐴†) = Range(𝐴*) =

= Ker(𝐴)⊥, 𝐴† – неперервний оператор, якщо Range(𝐴) =

= Range(𝐴). Справедливим є твердження [8]: нормальний
розв’язок 𝑣† = 𝐴†𝑢 (𝑢 ∈ Range(𝐴) ⊕ Range(𝐴)⊥) є єдиним
розв’язком рiвняння 𝐴*𝐴𝑣 = 𝐴*𝑢 (𝑣 ∈ Range(𝐴*)).

Як правило, математичнi моделi (I.1) в експеримен-
тальних дослiдженнях лазерної фiзики, нелiнiйної оптики,
квантової оптики мають таку властивiсть, що Range(𝐴) ̸=
̸= Range(𝐴) (наприклад, 𝐴 – лiнiйний компактний опера-
тор), тобто розв’язок операторного рiвняння 𝐴𝑣 = 𝑢 яв-
ляє собою некоректно поставлену задачу. Вирiшити задачу
стiйкого наближення до точного розв’язку рiвняння (I.1)
при неточно заданих вихiдних даних 𝑢𝛿 ∈ 𝑈 , 𝐴ℎ ∈ Λ(𝑉, 𝑈),
||𝑢 − 𝑢𝛿|| 6 𝛿, ||𝐴 − 𝐴ℎ|| 6 ℎ з вiдомими 𝛿 i ℎ можна ли-
ше одним iз методiв регуляризацiї. Серед них головне мi-
сце займає метод, теоретичнi основи якого були закладенi
в роботах А.Н. Тихонова. Вiдповiдно до цього методу, для
розв’язання (I.2) до розгляду вводиться згладжуючий фун-
кцiонал (параметричний функцiонал Тихонова) [7]:

Φ𝛼[𝑣, 𝑢𝛿] = ||𝐴ℎ 𝑣 − 𝑢𝛿||2𝑈 + 𝛼Ω [𝑣], (I.3)

де Ω[𝑣] – стабiлiзуючий функцiонал (стабiлiзатор, зазвичай
Ω [𝑣] = ||𝑣||2𝑉 ), 1 > 𝛼 > 0 – параметр регуляризацiї, ||𝐴ℎ 𝑣−
−𝑢𝛿||2𝑈 – нев’язка рiвняння (I.2) на елементi 𝑣.

Визначається елемент 𝑣𝛼 такий, що функцiонал (I.3) має
на ньому мiнiмальне значення, тобто

Φ𝛼[𝑣𝛼, 𝑢𝛿] = inf
𝑣∈𝑉

Φ𝛼[𝑣, 𝑢𝛿]. (I.4)

Якщо в функцiоналi Тихонова (I.3) Ω[𝑣] = ||𝑣||2𝑉 , то рiвня-
ння Ейлера набуває досить простого вигляду

𝛼𝑣𝛼 +𝐴*
ℎ𝐴ℎ𝑣𝛼 = 𝐴*

ℎ𝑢𝛿. (I.5)

При цьому

𝑣𝛼 = (𝛼𝐸 +𝐴*
ℎ𝐴ℎ)

−1𝐴*
ℎ𝑢𝛿 = 𝑅𝛼𝑢𝛿, (I.6)

де 𝑅𝛼 = (𝛼𝐸 +𝐴*
ℎ𝐴ℎ)

−1𝐴*
ℎ.
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При 𝛿, ℎ → 0, повинно i 𝛼 → 0 в силу означення регу-
ляризуючого оператора. Тому в ролi розв’язку задачi (I.4)
необхiдно брати

𝑣† = lim
𝛼→0

(𝛼𝐸 +𝐴*𝐴)−1𝐴*𝑢, (I.7)

якщо Ω [𝑣] = ||𝑣||2𝑉 .
Розв’язок (I.7) – нормальний розв’язок, тобто при точних

𝑣 i 𝐴 iз усiх розв’язкiв рiвняння 𝐴𝑣 = 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑢 ∈ 𝑈 , в ме-
тодi Тихонова вибирається нормальний розв’язок. Формула
(I.7) може бути записана iнакше:

𝑣† = 𝐴†𝑢,

де 𝐴† = lim
𝛼→0

(𝛼𝐸 +𝐴*𝐴)−1𝐴* – оператор, псевдозворотний

до 𝐴. Якщо ж 𝛿 ̸= 0 i/або ℎ ̸= 0, то метод дає розв’язок 𝑣𝛼,
який є наближенням до нормального розв’язку 𝑣†. Щодо
апроксимацiйних i регуляризуючих властивостей 𝑅𝛼 спра-
ведливе таке твердження [11]

Теорема 2. Нехай 𝑣† ∈ 𝑉 – нормальний розв’язок рiв-
няння (I.1). В рамках методу (I.6), якщо 𝛼(𝛿, ℎ) → 0 так,
що lim

𝛿,ℎ→0

ℎ2+𝛿2

𝛼(𝛿,ℎ)
= 0, то lim

𝛿,ℎ→0
||𝑣𝛼(𝛿,ℎ) − 𝑣†|| = 0.

Найбiльш використовуваним простором у прикладних
розрахунках є гiльбертовий простiр 𝐿2(𝐺) – простiр, що
складається iз класiв еквiвалентних мiж собою функцiй iз
iнтегрованими по Лебегу квадратами, тобто таких, що iн-
теграл

∫︀
𝐺 |𝑢|2(𝑥) 𝑑𝑥 визначений i скiнченний [6]. Скалярний

добуток на просторi 𝐿2(𝐺) iз дiйсних функцiй задається
рiвнiстю

(𝑢, 𝑣) =

∫︁
𝐺

𝑢(𝑥) 𝑣(𝑥) 𝑑𝑥.

В задачах оптики, де шуканi функцiї мають досить високий
рiвень гладкостi, широке застосування знаходять простори
Соболева [12].

Простiр Соболева 𝑊𝑘
𝑝 (𝐺) – функцiональний простiр,

що включає функцiї iз простору Лебега 𝐿𝑝 (𝐺). Цi фун-
кцiї мають узагальненi похiднi заданого порядку також iз
𝐿𝑝 (𝐺) (𝐺 ⊂ 𝑅𝑛). Iншими словами, 𝑊𝑘

𝑝 (𝐺) – простiр фун-
кцiй 𝑢 = 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), що визначенi на множинi
𝐺 ⊂ 𝑅𝑛 i є iнтегрованими iз 𝑝-м степенем їх модуля разом
iз своїми узагальненими похiдними до порядку 𝑘 включно.
При 1 6 𝑝 6 ∞простори Соболєва є банаховими простора-
ми, а при 𝑝 = 2 – гiльбертовими (вони позначаються, як
правило, 𝐻𝑘 (Ω)). Норма функцiї 𝑢 ∈ 𝑊𝑘

𝑝 (Ω) вводиться за
формулою:

‖𝑢‖𝑊𝑘
𝑝 (𝐺) =

⎛⎝ ∑︁
06|𝜎|6𝑘

∫︁
𝐺

|𝐷𝜎𝑢|𝑝
⎞⎠1/𝑝 =

=
∑︁

06|𝜎|6𝑘

||𝐷𝜎𝑢||𝐿𝑝(𝐺)(1 6 𝑝 < ∞), (I.8)

де 𝜎 = (𝜎1, 𝜎2, ..., 𝜎𝑛) – мультиiндекс, 𝐷𝜎𝑢 – узагаль-
нена часткова похiдна по мультиiндексу порядку |𝜎| =

=
∑︀𝑛

𝑚=1 𝜎𝑚:

𝐷𝜎𝑢 =
𝜕|𝜎|𝑢

𝜕 𝑥𝜎1
1 𝜕 𝑥𝜎2

2 ... 𝜕 𝑥𝜎𝑛
𝑛

, 𝐷(0)𝑢 = 𝑢.

Скалярний добуток в 𝐻𝑘 (Ω) визначається виразом

(𝑢, 𝑣) =
∑︁

06|𝜎|6𝑘

(𝐷𝜎𝑢,𝐷𝜎𝑣).

Простори Соболєва мають принципове значення в теорiї i
практицi чисельних методiв, у варiацiйних задачах, в тео-
рiї диференцiальних рiвнянь iз частковими похiдними, те-
орiї функцiй, теорiї наближень, теорiї керування i багатьох
iнших роздiлах аналiзу i його додаткiв.

ДОДАТОК II

Як правило, для розв’язання тiєї чи iншої складної задачi
iснує декiлька методiв. Це зауваження в повнiй мiрi вiдно-
ситься i до некоректно поставленої задачi. В даному випад-
ку доцiльно послатися на важливий клас регуляризуючих
алгоритмiв, запропонований А.В. Бакушинським [11]. Iдея
пiдходу полягає в побудовi параметричного сiмейства фун-
кцiй G= {𝑔𝛼(𝜆), 𝛼 ∈ (0, 1)}, що є вимiрюваними по Борелю
на пiвосi [0,∞) i задовольняють при ∀ 𝜐 ∈ [0, 𝜐*] умови:

sup
06𝜆<∞

𝜆𝜐 |1− 𝜆𝑔𝛼(𝜆)| 6 𝜒𝜐 𝛼𝜐, (II.1)

sup
06𝜆<∞

√
𝜆|𝑔𝛼(𝜆)| 6 𝜒*𝛼

−1/2, (II.2)

де 𝜐*, 𝜒𝜐 , 𝜒* – деякi позитивнi константи, що не залежать
вiд 𝛼. Система функцiй G називається породжуючою для
методу регуляризацiї

𝑅 = 𝑅𝛼 = 𝑔𝛼(𝐴
*
ℎ𝐴ℎ)𝐴

*
ℎ, 𝑔𝛼 ∈ G. (II.3)

Параметр 𝜐* функцiї 𝑔𝛼 називають квалiфiкацiєю метода
𝑅𝛼, а параметр 𝛼 = 𝛼(𝛿, ℎ) – параметром регуляризацiї.
Регуляризатори (II.3) дозволяють досягнути оптимально-
го порядку точностi на класах рiвнянь (I.1) з витокопред-
ставимими розв’язками. При дослiдженнi задачi побудови
оптимальних методiв розв’язання некоректного рiвняння
(I.1) до розгляду вводиться деяка центрально-симетрична
множина M, яка в теорiї некоректних задач має вигляд [13]:

M𝜐,𝜌(𝐴) := {𝑧 : 𝑧 = |𝐴|𝜐𝑤, ||𝑤||𝑉 6 𝜌},

де 𝜐 > 0, 𝜌 > 0, |𝐴| = (𝐴*𝐴)1/2.
Елементи множини M𝜐,𝜌(𝐴) називаються витокопредста-

вимими. Вiдомо, якщо рiвняння (I.1) має витокопредста-
вимий розв’язок 𝑣† ∈ M𝜐,𝜌(𝐴), то 𝑣† – найменший в ме-
трицi 𝑉 розв’язок рiвняння (I.1). Крiм того, для ∀ 𝜐 > 0

має мiсце спiввiдношення Range(|𝐴|𝜐) = Range(𝐴*), тобто
елементи |𝐴|𝜐𝑤 утворюють усюди щiльну множину в пiд-
просторi Ker(𝐴)⊥, якому належить нормальний розв’язок
рiвняння (I.1).

Множина регуляризаторiв R0 = {𝑔𝛼(𝐴*
ℎ𝐴ℎ)𝐴

*
ℎ, 𝑔𝛼 ∈

∈ G} ⊂ R включає у себе бiльшiсть вiдомих методiв регу-
ляризацiї [14]:

1. Регуляризатор метода Тихонова

𝑅𝛼 = (𝛼𝐸 +𝐴*
ℎ𝐴ℎ)

−1𝐴*
ℎ

є елементом множини R0 з породжуючою функцiєю

𝑔𝛼(𝜆) = (𝛼+ 𝜆)−1
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i параметрами 𝜒* = 1/2, 𝜒𝜐 = 𝜐𝜐(1− 𝜐)(1−𝜐). Квалiфiкацiя
методу Тихонова 𝜐* = 1.

2. Узагальнений регуляризатор метода Тихонова:

𝑅𝛼 = (𝛼𝑞+1𝐸 + (𝐴*
ℎ𝐴ℎ)

𝑞+1)−1(𝐴*
ℎ𝐴ℎ)

𝑞𝐴*
ℎ ∈ R0, (II.4)

при 𝑞 > −1/2. Регуляризатор (II.4) породжується функцiєю

𝑔𝛼(𝜆) = 𝜆𝑞(𝛼𝑞+1 + 𝜆𝑞+1)−1

при 𝜐* = 𝑞 + 1.
3. Нестацiонарна iтерацiйна схема методу Тихонова. За-

дається 𝑣0 = 0. Послiдовно знаходяться елементи 𝑣𝑘 (𝑘 =

= 1, 2, ...), як розв’язки рiвнянь:

𝛼𝑘𝑣𝑘 +𝐴*
ℎ𝐴ℎ𝑣𝑘 = 𝛼𝑘𝑣𝑘−1 +𝐴*

ℎ𝑢𝛿 (II.5)

(0 < 𝛼𝑘 < 𝛼𝑘−1, наприклад, 𝛼𝑘 = 𝑞𝑘, 0 < 𝑞 < 1). Метод
(II.5) породжується функцiєю

𝑔𝛼(𝜆) =
1

𝜆

(︂
1−

𝑘∏︁
𝑖=1

𝛼𝑖

𝛼𝑖 + 𝜆

)︂
, 𝜆 ̸= 0,

i задовольняє умови (II.1), (II.2) для 𝜒𝜐 = 𝑂(𝜐𝜐) при 0 <

< 𝜐 6 1 i 𝜒𝜐 = 𝑂(𝑐𝜐
𝜐
) при 1 < 𝜐. Квалiфiкацiя метода

𝜐* = ∞.
4. Неявна iтерацiйна схема (метод Факеєва–Лардi). За-

дається 𝑣0 = 0. Послiдовно знаходяться елементи 𝑣𝑘 iз
рiвняння:

𝜇𝑣𝑘+𝐴*
ℎ𝐴ℎ𝑣𝑘 = 𝜇 𝑣𝑘−1+𝐴*

ℎ𝑢𝛿, 𝑘 = 1, 2, ... (0 < 𝜇 = const).

(II.6)

Iтерацiйний метод (II.6) виявляється регуляризуючим
(II.3), якщо

𝑔𝛼(𝜆) =
1

𝜆

(︃
1−

(︂
𝜇

𝜇+ 𝜆

)︂1/𝛼)︃
, 𝜆 ̸= 0, 1/𝛼 = 𝑘 = 1, 2, ... .

Умови (II.1), (II.2) виконуються при 𝜒* = 𝜇−1/2, 𝜒𝜐 =

= (𝜐 𝜇)𝜐 и 𝑘 > 𝜐. Квалiфiкацiя метода 𝜐* = ∞.
5. Метод асимптотичної регуляризацiї. Породжуюча

функцiя цього методу має вигляд

𝑔𝑡(𝜆) =

𝑡∫︁
0

𝑒−(𝑡−𝑠)𝜆𝑑𝑠 =
1

𝜆
(1− 𝑒−𝑡𝜆),

так що 1 − 𝜆𝑔𝑡(𝜆) = 𝑒−𝑡𝜆), а наближений розв’язок визна-
чається формулою

𝑣𝑡 = (𝐸 −𝐴*
ℎ𝐴ℎ𝑔𝑡(𝐴

*
ℎ𝐴ℎ))𝑣0 + 𝑔𝑡(𝐴

*
ℎ𝐴ℎ)) 𝐴

*
ℎ𝑢𝛿, (II.7)

для довiльних 𝑡 = 𝛼−1. Умови (II.1), (II.2) виконуються при
𝜒* = 0,6382, 𝜒𝜐 = (𝜐𝑒)𝜐 з квалiфiкацiєю метода 𝜐* = ∞.

6. Явна iтерацiйна схема (метод Ландвебера). Задається
𝑣0 = 0. Послiдовно знаходяться елементи 𝑣𝑘 iз рiвняння:

𝑣𝑘 = (𝐸 − 𝜇𝐴*
ℎ𝐴ℎ) 𝑣𝑘−1 + 𝜇𝐴*

ℎ𝑢𝛿,

𝑘 = 1, 2, ... (0 < 𝜇 < 2/||𝐴ℎ||2).
(II.8)

Iтерацiйний метод (II.8) породжується функцiєю

𝑔𝛼(𝜆) =
1

𝜆
(1− (1− 𝜇𝜆)1/𝛼), 𝜆 ̸= 0,

де параметр регуляризацiї 𝛼 є таким, що величина 1/𝛼 на-
буває лише цiлочисельних значень 1/𝛼 = 𝑘 = 1, 2, ... . Умо-
ви (II.1), (II.2) виконуються при 𝜒* = 𝜇1/2, 𝜒𝜐 = (𝜐/(𝜇 𝑒))𝜐 .
Квалiфiкацiя метода 𝜐* = ∞.

Основний результат теорiї некоректних задач по обчи-
сленню точних оцiнок наближення для рiвняння (I.2) мо-
жна сформулювати таким чином. Для рiвняння (I.2) з на-
ближено заданим оператором 𝐴ℎ i правою частиною 𝑢𝛿 при
∀𝜈 > 0 порядок збiжностi до витокопредставимого нор-
мального розв’язку 𝑣† ∈ M𝜐,𝜌(𝐴) не перевищує величину
𝜐

𝜐+1
, тобто ||𝑣† − 𝑅𝛼𝑢𝛿|| = 𝑂

(︀
(𝛿 + ℎ)𝜐/(𝜐+1)

)︀
. Оптималь-

ний порядок точностi при вказаних припущеннях апрiорi
забезпечує вибiр параметра регуляризацiї 𝛼, що задоволь-
няє умову 𝛼 = 𝑐(𝛿 + ℎ)2/(𝜐+1), 𝑐 = const > 0.

В умовах вiдсутностi iнформацiї про точне значення па-
раметра 𝜐, що визначає множину M𝜐,𝜌(𝐴), при практично-
му розв’язаннi задачi (I.2) значення параметра регуляриза-
цiї визначається безпосередньо в процесi розв’язання, тоб-
то здiйснюється апостерiорний вибiр 𝛼. Один iз найбiльш
ефективних i поширених методiв апостерiорного вибору па-
раметра регуляризацiї 𝛼 при розв’язаннi (I.2) методом Ти-
хонова (I.6) (у випадку, коли 𝐴 = 𝐴ℎ, ℎ = 0) носить назву
принципу нев’язки, вiн був запропонований i обґрунтова-
ний В.А. Морозовим [15]. Вiдповiдно до принципу нев’язки,
параметр 𝛼 вибирається iз умови:

||𝐴𝑣𝛼 − 𝑢𝛿|| = 𝛿, (II.9)

де 𝑣𝛼 = (𝛼𝐸 +𝐴*𝐴)−1𝐴*𝑢𝛿.
На практицi 𝛼 вибирають таким чином, щоб функцiонал

||𝐴𝑣𝛼 − 𝑢𝛿|| задовольняв умову:

||𝐴𝑣𝛼 − 𝑢𝛿|| ∈ [𝑎1𝛿, 𝑎2𝛿], (II.10)

при цьому 1 < 𝑎1 < 𝑎2 – деякi заздалегiдь заданi числа.
У випадку неточно заданого оператора 𝐴ℎ А.В. Гончар-

ським, А.С. Леоновим i А.Г. Яголой [16, 17] був запропоно-
ваний узагальнений принцип нев’язки, вiдповiдно до якого
необхiдно, щоб

||𝐴ℎ𝑣𝛼 − 𝑢𝛿|| ∈ [𝑎1(𝛿 + ||𝑣𝛼||ℎ), 𝑎2(𝛿 + ||𝑣𝛼||ℎ)]. (II.11)

Вiдомо [13, 14], що регуляризуючi алгоритми (II.3), що за-
довольняють умови (II.1), (II.2) спiльно iз принципом не-
в’язки В.А. Морозова (II.10) або узагальненим принципом
нев’язки (II.11) дозволяють визначити розв’язок задачi (I.2)
з оптимальною по порядку точнiстю на множинi M𝜐,𝜌(𝐴)

для усiх 𝜐 таких, що 0 < 𝜐 < (2𝜐* − 1).
В роботi [18] для розв’язку задачi (I.2) об’єднано

iтерацiйний метод Ландвебера з апостерiорним вибо-
ром параметра регуляризацiї 𝛼 (числа iтерацiй 1/𝛼 =

= 𝑘*). Змiст правила зупинки полягає у такому: iтерацiй-
ний процес (I.6) продовжується, якщо

||𝐴ℎ 𝑣𝑘 − 𝑢𝛿|| >
2𝛿

2𝛿 − 𝜇||𝐴ℎ||2
, (II.12)

i припиняється якщо нерiвнiсть

||𝐴ℎ 𝑣𝑘* − 𝑢𝛿|| 6
2𝛿

2𝛿 − 𝜇||𝐴ℎ||2
(II.13)
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виконується вперше. В ролi наближеного розв’язку рiвнян-
ня (I.2) приймається 𝑣𝑘* .

Особливiстю принципiв (II.9), (II.11) i (II.13), як i бага-
тьох iнших, являється та обставина, що в них величина по-
хибки 𝛿 правої частини 𝑢𝛿 в рiвняннi (I.2) присутня в яв-
ному виглядi. Однак, досить часто в наукових експеримен-
тальних дослiдженнях в силу їх унiкальностi визначення
похибки 𝛿 носить досить суб’єктивний характер, як i вибiр
величин 𝑎1 i 𝑎2 в (II.10) або (II.11). Особливо гостро така
проблема постає в ситуацiї проведення унiкального експе-
рименту.

Нарiвнi з проблемою визначення похибки 𝛿 значний рi-
вень суб’єктивностi наявний i в ситуацiї при виборi того чи
iншого методу регуляризацiї. Важливу роль в цьому випад-
ку вiдiграє наявнiсть апрiорної або апостерiорної iнформа-
цiї про розв’язок задачi [8], а також досвiд проведення об-
числювальних експериментiв.

1. А.Ф. Верлань, В.С. Сизиков, Интегральные уравнения:
методы, алгоритмы, программы. Спр. пособие (Наук.
думка, Киев, 1986).

2. В.В. Иванов, Методы вычислений на ЭВМ. Спр. посо-
бие (Наук. думка, Киев, 1986).

3. В.Я. Гайворонський, В.М. Старков, М.А. Копиловсь-
кий, М.С. Бродин, Є.О. Вишняков, О.Ю. Боярчук,
I.М. Притула, УФЖ 55, 875 (2010).

4. В.Н. Старков, Конструктивные методы вычисли-
тельной физики в задачах интерпретации (Наук.
думка, Киев, 2002).

5. В.Н. Старков, А.Ю. Боярчук, Питання оптимiзацiї
обчислень (Iн-т кiбернетики iм. В.М. Глушкова НАН
України, Київ, 2009), 2, C. 339-344.

6. А.Н. Колмогоров, С.В. Фомин, Элементы теории фун-
кций и функционального анализа (Наука, Москва,
1972).

7. А.Н. Тихонов, В.Я. Арсенин, Методы решения некор-
ректных задач (Наука, Москва, 1966).

8. В.В. Васин, А.Л. Агеев, Некорректные задачи с априор-
ной информацией (Уральская издательская фирма На-
ука, Екатеринбург, 1993).

9. В.С. Сизиков, Обратные прикладные задачи и MatLab:
Учебное пособие (Издательство “Лань”, 2011).

10. A.K. Lowes, Inverse und schlecht gestellte Probleme
(Teubner, Stuttgart, 1989).

11. А.Б. Бакушинский, А.В. Гончарский, Некорректные
задачи. Численные методы и приложения (Изд-во
Моск. ун-та, Москва, 1989).

12. Математическая энциклопедия, гл. ред. И.М. Вино-
градов (Советская Энциклопедия, Москва, 1984).

13. Г.М. Вайникко, А.Ю. Веретенников, Итерационные
процедуры в некорректных задачах (Наука, Москва,
1986).

14. С.Г. Солодкий, Оптимальные схемы дискретизации
операторных уравнений. Дисс. доктора физ.-мат. на-
ук (Ин-т математики НАНУ, Киев, 2003).

15. В.А. Морозов, Регулярные методы решения некорре-
ктно поставленных задач (Изд-во Моск. ун-та, Мо-
сква, 1974).

16. А.В. Гончарский, А.С. Леонов, А.Г. Ягола, Докл. АН
СССР 203, № 6, 1238 (1972).

17. А.В. Гончарский, А.С. Леонов, А.Г. Ягола, Журн.
вычисл. математики и мат. физики 13, № 2, 294 (1973).

18. M. Defriese and C. De Mol, in Inverse Problems: An
Interdisciplinary Study, edited by P.C. Sabatier (Academic
Press, New York, 1987), p. 261. Одержано 20.12.14

В.Н.Старков, М.С.Бродин,
П.М.Томчук, В.Я. Гайворонский, А.Ю.Боярчук

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ
РЕЗУЛЬТАТОВ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ
ИССЛЕДОВАНИЙ СВОЙСТВ
НЕЛИНЕЙНО-ОПТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА

Р е з ю м е

С использованием методов вычислительной физики форму-
лируется и решается проблема математической интерпрета-
ции результатов экспериментальных исследований влияния
инкорпорированных наночастиц TiO2 на оптические свой-
ства нелинейно-оптического материала KDP. Математиче-
ская модель представляется в виде интегрального урав-
нения Фредгольма первого рода. Предлагается сплайн-
итерационная модификация метода регуляризации Ландве-
бера решения некорректно поставленной задачи. Результа-
ты проведенных вычислительных экспериментов сопостав-
ляются с апостериори известными данными физических эк-
спериментов.

V.N. Starkov, M.S. Brodyn,
P.M.Tomchuk, V.Ya.Gayvoronsky, A.Yu.Boyarchuk

MATHEMATICAL INTERPRETATION
OF EXPERIMENTAL RESEARCH RESULTS
ON NONLINEAR OPTICAL MATERIAL PROPERTIES

S u m m a r y

The problem of mathematical interpretation of experimental

research results concerning the influence of incorporated TiO2

nanoparticles on the optical properties of the nonlinear optical

material potassium dihydrogen phosphate has been formulated

and solved, by using the computational physics methods. The

mathematical model is reduced to a Fredholm integral equation

of the first kind. A spline-iteration modification of the Landwe-

ber regularization method is suggested for solving the ill-posed

problem. The results of computational experiments are com-

pared with those of physical ones.

614 ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2015. Т. 60, № 7


