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ВПЛИВ ЕЛЕКТРОКАПIЛЯРНОСТI
НА ФОРМУ ВОДЯНОГО МЕНIСКА
В АТОМНО-СИЛОВIЙ МIКРОСКОПIЇУДК 539

У роботi розглянуто актуальнi питання аналiтичної теорiї явищ електрокапiлярно-
стi, що виникають в АСМ-експериментi, а саме утворення водяного менiска пiд зондом
АСМ та дослiджено вплив прикладеної електричної напруги. Враховано явища електро-
капiлярностi в неоднорiдному електричному полi зонда АСМ, впливу сили тяжiння на
висоту менiска та його поверхневу енергiю залежно вiд реальної форми, що має зна-
ходитися самоузгодженим чином. Вперше проаналiзовано вплив такого специфiчного
фактора, як сильна неоднорiднiсть електричного поля зонда, на умови виникнення, роз-
мiри та форму водяного менiска. З урахуванням неоднорiдного електричного поля зонда
АСМ, сили тяжiння, сили поверхневого натягу менiска та вологостi оточуючого се-
редовища виведено диференцiальне рiвняння Ейлера–Лагранжа в частинних похiдних
з граничними умовами, яке описує термодинамiку утворення водяного менiска само-
узгодженим чином. Одержанi чисельнi результати описують вiдомi експериментальнi
данi.
К люч о в i с л о в а: електрокапiлярнiсть, атомно-силова мiкроскопiя, водяний менiск, рiв-
няння Ейлера–Лагранжа.

1. Вступ

Скануюча зондова атомно-силова мiкроскопiя
(АСМ 1) є унiкальним, дуже потужним i водно-
час широко застосовуваним методом дослiдження
морфологiї поверхонь, дiючих там електричних,
магнiтних та механiчних сил рiзноманiтних ма-
терiалiв [1]. Рiзнi модифiкацiї методу дозволяють
дослiджувати властивостi приповерхневого шару
будь-якого середовища (не обов’язково твердого
тiла), починаючи вiд органiчних полiмерiв, бiоло-
гiчних зразкiв РНК, ДНК, рiдких кристалiв, феро-
магнетикiв, сегнетоелектрикiв аж до металiв, гра-
фену та алмаза. Дослiдження морфологiї поверх-
нi та сил в сучаснiй АСМ вiдбувається з наноме-
тровою, суб-нанометровою i навiть атомарною роз-
дiльною здатнiстю, що є значною перевагою пе-
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ред звичайною оптичною мiкроскопiєю, роздiльна
здатнiсть якої визначається половиною довжини
оптичної хвилi (порядку 250–400 нм). Роздiльна
здатнiсть АСМ в топографiчнiй модi визначається
радiусом кривизни вiстря голки зонда (порядку 5–
25 нм для сучасних зондiв), а силовi та струмовi
вимiрювання можуть мати й значно кращу роз-
дiльну здатнiсть завдяки ефекту дiелектричного
пiдсилення електричних полiв, оскiльки для оцiн-
ки їх роздiльної здатностi радiус кривизни зонда
множиться на дiелектричну проникнiсть оточую-
чого зонд середовища (порядку одиниць) i дiли-
ться на ефективну дiелектричну проникнiсть зраз-
ка, яка може бути значно бiльшою за одиницю [2].

Атомний силовий мiкроскоп винайшли Келвiн
Квейт та Крiстоф Гербер в 1986 роцi майже одра-

1 Скороченням АСМ позначають також мiкроскопiю чи мi-
кроскоп залежно вiд контексту.
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Рис. 1. Спрощена схема скануючого зондового атомно-
силового мiкроскопа (АСМ)

Рис. 2. Водяний горб, що “втягується” електричним полем
зонда. Сила тяжiння протидiє цьому процесу i “розплющу-
є” менiск вздовж гiдрофiльної поверхнi зразка (а). Водяний
менiск, що утворився пiд зондом при наближеннi зонда до
поверхнi, або при збiльшеннi електричної напруги, прикла-
деної до зонда (б )

зу ж пiсля винаходу скануючого тунельного мiкро-
скопа Гердом Бiннiнгом i Генрiхом Рорером у 1982
роцi. Цей прилад, призначений для дослiдження
атомної структури поверхнi, складається з зонда,
консолi, на якiй закрiплено зонд, дзеркала, що за-
крiплене на консолi, джерела свiтла (лазера), ква-
дрантного фотоприймача, та електронного пiдси-
лювача. Промiнь свiтла вiд лазера потрапляє на
дзеркало, воно вiдбиває промiнь на фотоприймач,
той через систему пiдсилення вже передає колива-
ння зонда як електричний струм (див. рис. 1).

Як кiлькiсна, так i якiсна iнтерпретацiя екс-
периментальних результатiв, одержаних методами
АСМ (зокрема структура сил та екранування еле-
ктричних полiв), так й роздiльна здатнiсть цих ме-
тодiв iстотно залежить вiд навколозондового сере-
довища. Далеко не завжди є можливiсть чи по-
треба проводити експерименти АСМ у вакуумi чи
неполярному середовищi типу iнертного газу, бо
така пiдготовка є дорогою, довготривалою i часто-
густо недоцiльною, особливо коли є потреба дослi-
дити поверхню в “звичайних умовах”. Переважна
бiльшiсть АСМ-експериментiв проводиться саме в
звичайному повiтрi, вологiсть якого становить вiд
30 до 90%. Встановлено експериментально та по-
казано теоретично, що при вологостi повiтря бiль-
ше за 40% гiдрофiльнi поверхнi, що їх має перева-
жна бiльшiсть металiв, напiвпровiдникiв, сегнето-
електрикiв та феромагнетикiв, конденсують над-
тонкi шари води. У вологому повiтрi в наноме-
тровому промiжку мiж гiдрофiльними поверхня-
ми металевого зонда та зразка за рахунок капi-
лярних ефектiв може легко утворитися менiск во-
ди, висота якого сягає сотень нанометрiв i навiть
кiлька мiкрометрiв [3]. Якщо на зонд подана еле-
ктрична напруга, то вода починає втягуватися в
область дiї неоднорiдного електричного поля зон-
да (рис. 2). Природно, що умови утворення менiска
його параметри починають залежати вiд напруги,
прикладеної до зонда.

Аналiз лiтератури [4,5] виявив, що самоузгодже-
на теорiя явищ електрокапiлярностi в АСМ розро-
блена недостатньо, хоча iснує її нагальна потре-
ба. Здебiльшого автори або розглядають випад-
ки, коли на зондi немає електричної напруги й
менiск має суто сферичну кривизну [4], або випа-
док плоского конденсатора з однорiдним електри-
чним полем [5], або замiсть знаходження реальної
форми та параметрiв менiска вважають його ци-
лiндричним [6], до того ж у цих роботах не вра-
ховано силу тяжiння, яка може помiтно впливати
на розмiри менiска при досягненнi ним мiкронних
висот.

Викладенi вище факти послугували мотивацi-
єю цiєї роботи, в якiй розглянутi питання по-
будови самоузгодженої аналiтичної теорiї явищ
електрокапiлярностi, що мають мiсце в АСМ-
експериментi, а саме утворення водяного менiска
пiд зондом АСМ та дослiджено вплив прикладеної
до зонда електричної напруги.
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Метою роботи є врахування явищ електрокапi-
лярностi в неоднорiдному електричному полi зон-
да АСМ впливу сили тяжiння на висоту водяно-
го менiска та його поверхневої енергiї залежно вiд
його реальної форми, яка має знаходитися само-
узгодженим чином.

В такому формулюваннi, в якому враховано най-
бiльш важливi експериментальнi фактори, зада-
ча є актуальною як для фундаментальних дослi-
джень, так i для застосувань, оскiльки в бiльшо-
стi випадкiв, навiть для мiкроскопiв iз захисними
ковпаками, вологiсть зовнiшнього середовища ви-
являється достатньою для конденсацiї води в на-
нометровому промiжку мiж зондом та поверхнею.

2. Явища електрокапiлярностi в АСМ

2.1. Капiлярнi сили та рiвняння Кельвiна

У багатьох речовин є властивiсть переходити в рi-
дину з пари в маленьких трiщинах та порах. Це
явище називають капiлярною конденсацiєю. Воно
зумовлено рiзницею тискiв пiд викривленою по-
верхнею та ззовнi неї, що дорiвнює (див. [7–9]):

Δ𝑃 = 𝛾

(︂
1

𝑅1
+

1

𝑅2

)︂
, (1)

де 𝛾 – коефiцiєнт поверхневого натягу, а 𝑅1 та 𝑅2 –
головнi радiуси вигину поверхнi. Цю рiвнiсть ча-
сто називають формулою Юнга–Лапласа [9]. Якщо
подивитися на проблему з боку термодинамiки, то
можна зрозумiти, що рiзниця тискiв викличе змiну
вiльної енергiї системи. Цю змiну при сталiй темпе-
ратурi 𝑇 та молярному об’ємi 𝑉𝜇 можна записати
як

Δ𝐺𝜇𝑝 = 𝑉𝜇𝛿𝑃 = 𝑉𝜇𝛾

(︂
1

𝑅1
+

1

𝑅2

)︂
. (2)

Використовуючи рiвняння стану iдеального га-
зу, 𝑃𝑉𝜇 = 𝑅𝑇 , отримуємо, що 𝑑𝐺𝜇𝑝 = 𝑅𝑇 𝑑𝑃

𝑃 . Iн-

тегруючи цей вираз, маємо 𝐺𝜇𝑝 = 𝐺0 +𝑅𝑇 ln
(︁
𝑃
𝑃0

)︁
.

Враховуючи те, що 𝐺𝜇𝑝 − 𝐺0 = Δ𝐺𝜇𝑝 з рiвняння
(2), одержимо рiвняння Кельвiна [10]:

𝑅𝑇 ln

(︂
𝑃

𝑃0

)︂
= 𝛾𝑉𝜇

(︂
1

𝑅1
+

1

𝑅2

)︂
, (3)

де 𝑅 – унiверсальна газова стала, 𝑇 – температу-
ра, 𝑃0 – нормальний тиск над плоскою поверхнею

Рис. 3. Конденсацiя водяної пари в електричному полi

пари, 𝑃 – тиск зовнi поверхнi рiдини. З цього рiв-
няння Кельвiна при заданих 𝑇 та 𝑃

𝑃0
можна знайти

так званий радiус Кельвiна [10]:

𝑟−1
K = 𝛾

(︂
1

𝑅1
+

1

𝑅2

)︂
=

𝑅𝑇

𝛾𝑉𝜇
ln

(︂
𝑃

𝑃0

)︂
. (4)

Рiвняння Кельвiна застосовано для знаходже-
ння форми менiска, що утворюється пiд зондом
АСМ в роботi Thomas Stifter et al. [4].

2.2. Рiвняння Кельвiна
з урахуванням електрокапiлярностi

Рiвняння Кельвiна з урахуванням електрокапiляр-
ностi в однорiдному електричному полi та без ура-
хування внеску потенцiальної енергiї сили тяжiн-
ня виведено в роботi Hans-Jurgen Butt et al. [5].
Густина електростатичної енергiї (енергiя на оди-
ницю об’єму) має вигляд

𝑢 =
𝜀𝜀0
2

𝐸2, (5)

де 𝜀0 – унiверсальна дiелектрична стала вакууму,
𝜀 – вiдносна дiелектрична проникнiсть середови-
ща, 𝐸 – напруженiсть електричного поля.

Розглянемо тепер конденсаторну систему, яка
контактує з парою, що має тиск 𝑃 та тиск насиче-
ної пари 𝑃0 за вiдсутностi електричного поля. Не-
хай спочатку 𝑃 < 𝑃0, тобто пара не конденсується.
Тепер прикладемо на певнiй дiлянцi пари електри-
чне поле (рис. 3). Очевидно, що на цiй дiлянцi по-
чнеться конденсацiя, оскiльки надлишок (5) еле-
ктричної енергiї (принцип консерватизму системи)
буде скомпенсований за рахунок зменшення кiль-
костi вiльних молекул (конденсацiї).

Термодинамiчний потенцiал Гiббса 𝛿𝐺𝜇 змiнює-
ться при “втягуваннi” речовини в область сильного
електричного поля (конденсацiї в полi). Цю змiну
на один моль можна записати так:

Δ𝐺𝜇𝐸 = − (𝜀− 1)𝜀0
2

𝐸2𝑉𝜇, (6)
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Якщо система знаходиться в рiвновазi, енергiя
Гiббса для рiдини дорiвнює енергiї Гiббса для па-
ри. Для пари ця енергiя залежить вiд тиску, i рiв-
няння рiвноваги за вiдсутностi електричного поля
матиме вигляд [5]:

𝐺𝜇 = 𝐺0 +𝑅𝑇 ln𝑃0. (7)

Доданок 𝐺0 не залежить вiд тиску. В областi
дiї електричного поля рiвняння (7) матиме такий
вигляд [5]:

𝐺𝑚𝐸 = 𝐺𝑚0 +𝑅𝑇 ln𝑃𝐸0. (8)

У випадку рiвноваги змiна енергiї Гiббса для
пари рiвна змiнi цiєї енергiї для рiдини, тобто
𝐺𝜇𝐸 −𝐺0 = Δ𝐺𝜇𝐸 :

ln

(︂
𝑃𝐸0

𝑃0

)︂
= −𝑉𝜇(𝜀− 1)𝜀0𝐸

2

2𝑅𝑇
. (9)

Оскiльки для будь-якої рiдини 𝜀 > 1, права ча-
стина завжди буде вiд’ємною та тиск насиченої па-
ри спадатиме в електричному полi.

Цей вираз справедливий лише для плоских по-
верхонь рiдини. Щоб врахувати ефект вигину по-
верхнi ми додаємо до правої частини рiвняння (9)
член 𝛾𝑉𝜇𝐶, де 𝐶 є вигином поверхнi, що описує-
ться двома головними радiусами кривизни 𝑅1 та
𝑅2, 𝐶(1/𝑅1 +1/𝑅2). Вигин ввiгнутої поверхнi вва-
жається додатним, а опуклої – вiд’ємним. Це при-
зводить до змiни тиску [5]:

ln

(︂
𝑃𝐸0

𝑃0

)︂
= − 𝑉𝜇

𝑅𝑇

(︂
(𝜀− 1)𝜀0𝐸

2

2
− 𝛾

(︂
1

𝑅1
+

1

𝑅2

)︂)︂
.

(10)

Рiвняння (10) є модифiкованим рiвнянням Кель-
вiна, що враховує вплив однорiдного електричного
поля на форму сферичного менiска, але не врахо-
вує локальну змiну форми та силу тяжiння.

2.3. Врахування неоднорiдностi
електричного поля зонда АСМ. Модель
ефективного точкового заряду

Модифiкуємо пiдхiд 1.2 з урахуванням того, що
електричне поле зонда АСМ є сильно неодно-
рiдним. В моделi ефективного точкового заря-
ду, полем якого можна моделювати електричне

поле зонда з точнiстю, задовiльною для напiв-
кiлькiсного аналiзу [11], задача зводиться до вiдо-
мої задачi про поле точкового електричного заря-
ду, що знаходиться поблизу межi подiлу двох дi-
електричних середовищ (повiтря та зразок), при-
чому тензор дiелектричної проникностi зразка мо-
же бути анiзотропним. Випадок дiелектричної анi-
зотропiї розглянутий в роботi Меле [12], але на-
далi ми обмежимося дiелектрично-iзотропним на-
ближенням для зразка заради простоти та наочно-
стi результату.

Величина ефективного заряду 𝑞, поле якого мо-
делює поле зонда, пропорцiйна величинi електри-
чної напруги 𝑈 , прикладеної до зонда. Коефiцiєнт
пропорцiйностi (взаємна ємнiсть) залежить вiд то-
го, в якiй областi простору ми хочемо найкраще
апроксимувати поле зонда.

Розв’язки задачi для електричного потенцiалу
точкового заряду 𝑞 поблизу межi подiлу двох дi-
електрикiв мають вигляд

𝜙1 =
𝑞

4𝜋𝜀0𝜀1𝑟1
+

𝜀1 − 𝜀2
𝜀1 + 𝜀2

𝑞

4𝜋𝜀0𝜀1𝑟2
при 𝑧 > 0, (11a)

𝜙2 =
2

(𝜀1 + 𝜀2)

𝑞

4𝜋𝜀0𝑟1
при 𝑧 < 0 (11b)

(див. збiрник задач [13]). Дiелектрична прони-
кнiсть середовища при 𝑧 > 0 дорiвнює 𝜀1. Дiеле-
ктрична проникнiсть середовища при 𝑧 < 0 до-
рiвнює 𝜀2. Вибiр векторiв r1 та r2 показаний на
рис. 4. Їх координати мають вигляд: (𝑥, 𝑦, 𝑧+𝑎) та
(𝑥, 𝑦, 𝑧 − 𝑎) вiдповiдно.

Оскiльки одержане з потенцiалу 𝜙1 (*) електри-
чне поле E = −∇𝜙1 є неоднорiдним, зокрема

𝐸𝑥 = − 𝜕

𝜕𝑥
𝜙1 = − 𝑞𝑥

4𝜋𝜀0𝜀1

(︂
−1

𝑟21
+

𝜀2 − 𝜀1
𝜀1 + 𝜀2

1

𝑟22

)︂
, (12a)

𝐸𝑦 = − 𝜕

𝜕𝑦
𝜙1 = − 𝑞𝑦

4𝜋𝜀0𝜀1

(︂
−1

𝑟21
+

𝜀2 − 𝜀1
𝜀1 + 𝜀2

1

𝑟22

)︂
, (12b)

𝐸𝑧 = − 𝜕

𝜕𝑧
𝜙1 = − 𝑞

4𝜋𝜀0𝜀1

(︂
−𝑧 + 𝑎

𝑟21
+

𝜀2 − 𝜀1
𝜀1 + 𝜀2

𝑧 − 𝑎

𝑟22

)︂
,

(12c)

а рiвняння (10) було виведене для однорiдного еле-
ктричного поля, необхiдна його подальша модифi-
кацiя. Справа в тому, що неоднорiднiсть в енергiї
Гiббса, 𝛿𝐺𝑚

𝑉𝑚
= (𝜀−1)𝜀0

2 𝐸2, має бути усереднена за
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об’ємом менiска, i вже усереднене її значення мо-
жна пiдставляти до термодинамiчного потенцiалу
Гiббса, (10). Отриманий з (12) вираз для середньо-
го значення неоднорiдного електричного поля має
вигляд

𝐸2 = 𝐸2
𝑥 + 𝐸2

𝑦 + 𝐸2
𝑧 =

𝑞2

16𝜋2𝜀20𝜀
2
1

×

×
[︂
(𝑥2 + 𝑦2)

(︂
𝜀2 − 𝜀1
𝜀1 + 𝜀2

1

𝑟22
− 1

𝑟21

)︂2
+

+

(︂
𝜀2 − 𝜀1
𝜀1 + 𝜀2

𝑧 − 𝑎

𝑟22
− 𝑧 + 𝑎

𝑟21

)︂2]︂
. (13)

𝐸2 залежить вiд форми та об’єму менiска 𝑉 , який,
в свою чергу, залежить вiд його локальних радi-
усiв вигину. Отже, для знаходження локального
вигину та положення менiска треба розв’язати не-
лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку,
результати чисельного розв’язання якого наведенi
в наступному пiдроздiлi.

2.4. Вплив електрокапiлярностi
на форму менiска в АСМ: прямий
варiацiйний метод

За умови наближення кiнця зонда сферичною по-
верхнею i поверхнi зразка площиною, поверхню
менiска можна вважати аксiально-симетричною iз
локальним радiусом 𝑅𝑚, залежним вiд координа-
ти по висотi 𝑧 (pис. 5). Отже, шуканою буде зале-
жнiсть 𝑅𝑚(𝑧).

Аналiзуючи результати попереднiх роздiлiв, мо-
жна зробити висновок, що вiльна енергiя менiска
невiдомої форми 𝑅𝑚(𝑧) з осьовою симетрiєю має
вигляд суми кiлькох доданкiв:

Δ𝐺[𝑅𝑚(𝑧)] = Δ𝐺𝐻 +Δ𝐺𝑔 +Δ𝐺𝑆 +Δ𝐺el. (14)

Вираз для енергiї, пов’язаної з надлишковим ти-
ском пари (вологiстю), має вигляд [6]:

Δ𝐺𝐻 =
𝑅𝑇

𝑉𝜇
ln

(︂
1

𝐻

)︂
𝑉𝑚 ≡

≡

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜋
𝑅𝑇

𝑉𝜇
ln

(︂
1

𝐻

)︂ 𝑧𝑚∫︁
0

𝑑𝑧𝑅2
𝑚(𝑧), 𝑧𝑚 < 𝑏,

𝜋
𝑅𝑇

𝑉𝜇
ln

(︂
1

𝐻

)︂(︂ 𝑧𝑚∫︁
0

𝑑𝑧𝑅2
𝑚(𝑧)−

−
𝑧𝑚∫︁
𝑏

𝑑𝑧𝑅2
𝑝(𝑧)

)︂
, 𝑧𝑚 > 𝑏.

(15)

Тут 𝐻 = 𝑃/𝑃0 – вiдносна вологiсть оточуючого се-
редовища вiд 0 до 1, 𝑇 – абсолютна температура.
Щодо об’єму менiска 𝑉𝑚, то вiн буде рiзним зале-
жно вiд того, чи висота менiска 𝑧𝑚 є меншою або
бiльшою за вiдстань мiж зондом та поверхнею 𝑏. У
випадку 𝑧𝑚 > 𝑏 необхiдно врахувати об’єм частини
зонда, що оточена менiском, 𝑉𝑝 = 𝜋

∫︀ 𝑧𝑚
𝑏

𝑑𝑧𝑅2
𝑝(𝑧),

де форма зонда задається функцiєю 𝑅𝑝(𝑧).

Рис. 4. Точковий заряд 𝑞 поблизу межi подiлу двох дiеле-
ктрикiв та його зображення 𝑞′

Рис. 5. Область мiж зондом та зразком пiсля утворення во-
дяного менiска. Висота менiска 𝑧𝑚, контактний радiус 𝑅𝑐.
Радiус вигину вершини зонда 𝑅0 та вiдстань мiж вершиною
зонда i поверхнею зразка 𝑏; електричне поле зонда моде-
люється ефективним зарядом 𝑄 на вiдстанi 𝑎 вiд поверхнi
зразка
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Потенцiальна енергiя Δ𝐺𝑔 в полi сили тяжiння:

Δ𝐺𝑔 =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜋𝜌𝑤𝑔

𝑧𝑚∫︁
0

𝑅2
𝑚(𝑧)𝑧𝑑𝑧, 𝑧𝑚 < 𝑏,

𝜋𝜌𝑤𝑔

(︂ 𝑧𝑚∫︁
0

𝑅2
𝑚(𝑧)𝑧𝑑𝑧 −

𝑧𝑚∫︁
𝑏

𝑅2
𝑝(𝑧)𝑧𝑑𝑧

)︂
, 𝑧𝑚 > 𝑏,

(16)

де 𝜌𝑤 – густина води, 𝑔 = 9,8 м/с2 – прискорення
вiльного падiння.

Поверхнева енергiя Δ𝐺𝑆 [6], пропорцiйна площi
поверхнi та коефiцiєнту поверхневого натягу, скла-
дається з трьох членiв:

Δ𝐺𝑆 = 𝜋𝛾LV𝑆𝑚 + 𝛾LP𝑆𝑝 + 𝛾LS𝑆𝑐 ≡

≡ 2𝜋𝛾LV

𝑧𝑚∫︁
0

𝑑𝑧𝑅𝑚(𝑧)

√︃
1 +

(︂
𝑑𝑅𝑚(𝑧)

𝑑𝑧

)︂2
+

+ 𝛾LP𝑆𝑝 + 𝛾LS𝑆𝑐. (17)

Тут через 𝛾LV, 𝛾LP та 𝛾LS позначенi коефiцiєнти
поверхневого натягу для межi подiлу мiж рiди-
ною та парою (LV), рiдина – зонд (PL) та рiдина –
зразок (LS) вiдповiдно. Площа контакту менiска
iз зразком є 𝑆𝑐 = 𝜋𝑅2

𝑐 . У випадку 𝑧𝑚 > 𝑏 площа
контакту менiска iз сферичним сегментом зонда є
𝑆𝑝 = 2𝜋𝑅0(𝑧𝑚 − 𝑏); у випадку 𝑧𝑚 < 𝑏 ця площа
𝑆𝑝 = 0. Площi 𝑆𝑐 та 𝑆𝑝 невiдомi та мають бути
визначенi самоузгодженим чином. Висота менiска
𝑧𝑚 є однозначно пов’язаною з площею 𝑆𝑝, радiу-
сом вигину вершини зонда 𝑅0 та вiдстанню мiж
вершиною зонда i поверхнею зразка 𝑏.

Електростатична енергiя Δ𝐺el має вигляд

Δ𝐺el =⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝜋𝜀0(𝜀− 1)

𝑧𝑚∫︁
0

𝑑𝑧

𝑅𝑚(𝑧)∫︁
0

𝜌𝑑𝜌𝐸2(𝜌, 𝑧), 𝑧𝑚 < 𝑏,

−𝜋𝜀0(𝜀− 1)

(︃ 𝑏∫︁
0

𝑑𝑧

𝑅𝑚(𝑧)∫︁
0

𝜌𝑑𝜌𝐸2(𝜌, 𝑧)+

+

𝑧𝑚∫︁
𝑏

𝑑𝑧

𝑅𝑚(𝑧)∫︁
𝑅𝑝(𝑧)

𝜌𝑑𝜌𝐸2(𝜌, 𝑧)

)︃
, 𝑧𝑚 > 𝑏.

(18)

Тут 𝜀 – вiдносна дiелектрична проникнiсть води,
яка дорiвнює 81, 𝜌 =

√︀
𝑥2 + 𝑦2 – полярний радiус.

𝐸2(𝜌, 𝑧) є квадратом поля зонда, 𝐸2 = 𝐸𝑖𝐸𝑖.
В моделях ефективного точкового заряду [11,

12, 14] електричний потенцiал зонда має вигляд
𝜙 = 𝑄

4𝜋𝜀0𝜀

(︁
𝜅−𝜀
𝜅+𝜀

1
𝑟2

− 1
𝑟1

)︁
[12]. Квадрат електрично-

го поля має вигляд

𝐸2(𝜌, 𝑧) =

(︂
𝑄

4𝜋𝜀0𝜀

)︂2(︂
𝜌2
(︂
𝜅− 𝜀

𝜅+ 𝜀

1

𝑟32
− 1

𝑟31

)︂2
+

+

(︂
𝜅− 𝜀

𝜅+ 𝜀

𝑧 − 𝑎

𝑟32
− 𝑧 + 𝑎

𝑟31

)︂2)︂
. (19)

Тут ефективний заряд 𝑄 – пропорцiйний до
напруги 𝑈 , прикладеної до зонда 𝑄(𝑈, 𝑧𝑚) ≈
≈ 𝐶𝑡𝑈

(︁
𝜀− (𝜀− 1) exp

(︁
− 𝑧𝑚

ℎ𝑚

)︁)︁
, 𝐶𝑡 – ємнiсть зонда,

ℎ𝑚 – характерна висота менiска [15]. Ефективна дi-
електрична константа поперечно-iзотропного зраз-
ка є 𝜅 =

√
𝜀11𝜀33. Радiуси реальних (𝑟1) та вiдобра-

жених (𝑟2) зарядiв є

𝑟1 =

√︁
𝜌2 + (𝑧 + 𝑎)

2
, 𝑟2 =

√︁
𝜌2 + (𝑧 − 𝑎)

2 (20)

де 𝑎 – позицiя ефективного заряду 𝑄, що моделює
електричне поле вiстря зонда, причому 𝑎(𝑧𝑚) =

= 𝑎∞ − (𝑎∞ − 𝑎0) exp
(︁
− 𝑧𝑚

ℎ𝑚

)︁
[15]. Величина 𝑎0 вiд-

повiдає позицiї 𝑄 у сухому повiтрi (тобто при 𝐻 =
= 0), а 𝑎∞ – позицiя 𝑄 у вологому повiтрi (тобто
при 𝐻 = 1 та 𝑧𝑚 → ∞).

Рiвняння Ейлера–Лагранжа [16] для невiдомої
функцiї 𝑅𝑚(𝑧), має вигляд 𝜕𝑔

𝜕𝑅 − 𝑑
𝑑𝑧

𝜕𝑔
𝜕(𝑑𝑅/𝑑𝑧) = 0, де

𝑔 – густина вiльної енергiї (14). Таким чином, рiв-
няння Ейлера–Лагранжа буде мати такий вигляд:

2𝑅𝑚 (𝑧)

[︂
𝑅𝑇

𝑉𝜇
ln

(︂
1

𝐻

)︂
+ 𝜌𝑤𝑔𝑧

]︂
−

− 𝜀0 (𝜀− 1)𝑅𝑚(𝑧)𝐸2 (𝑅𝑚(𝑧), 𝑧)+

+2𝛾LV

⎡⎣√︃1 +

(︂
𝑑𝑅𝑚

𝑑𝑧

)︂2
− 𝑑

𝑑𝑧

𝑅𝑚(𝑑𝑅𝑚/𝑑𝑧)√︀
1 + (𝑑𝑅𝑚/𝑑𝑧)2

⎤⎦ = 0.

(21)

Рiвняння (21) є нелiнiйним диференцiальним рiв-
нянням другого порядку для 𝑅𝑚(𝑧). Нелiнiйним
є член −𝜀0(𝜀− 1)𝑅𝑚(𝑧)𝐸2(𝑅𝑚(𝑧), 𝑧), який вiдпо-
вiдає за вплив електрокапiлярностi, та внесок
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вiд поверхневої енергiї менiска 𝛾LV

(︂√︁
1 +

(︀
𝑑𝑅𝑚

𝑑𝑧

)︀2−
− 𝑑

𝑑𝑧

(︂
𝑅𝑚(𝑑𝑅𝑚/𝑑𝑧)√
1+(𝑑𝑅𝑚/𝑑𝑧)2

)︂)︂
. Члени, що походять вiд на-

длишкового тиску пари 𝑅𝑚(𝑧)𝑅𝑇
𝑉𝜇

ln
(︀
1
𝐻

)︀
та сили тя-

жiння 𝑅𝑚(𝑧)𝜌𝑤𝑔𝑧 є лiнiйними за 𝑅𝑚(𝑧). Заува-
жимо, що внесок електрокапiлярностi є протиле-
жним за знаком до внеску сили тяжiння. Простi
оцiнки показують, що в переважнiй бiльшостi ви-
падкiв внеском сили тяжiння можна знехтувати в
порiвняннi з енергiєю надлишкового тиску пари,
оскiльки нерiвнiсть 𝑅𝑚(𝑧)𝑅𝑇

𝑉𝜇
ln
(︀
1
𝐻

)︀
≫ 𝜌𝑤𝑔𝑧𝑚 ви-

конується при 𝑧𝑚 < 10 мкм та вологостi 𝐻 < 0,9.
За наявностi електричного поля, його енергiя по-
чинає домiнувати iз збiльшенням електричної на-
пруги. Зауважимо, що в областях простору, де по-
хiдною (𝑑𝑅𝑚/𝑑𝑧) можна знехтувати, рiвняння (21)
набуває форми, схожої до модифiкованого рiвнян-
ня Кельвiна (10), а саме

2𝜌𝑤

(︂
𝑅𝑇

𝑉𝜇
ln

(︂
1

𝐻

)︂
+ 𝑔𝑧

)︂
− 𝜀0(𝜀− 1)𝐸2(𝑅𝑚(𝑧), 𝑧) =

= − 2𝛾LV
𝑅𝑚(𝑧)

. (22)

У загальному випадку, особливо поблизу кон-
такту менiска iз зондом та поверхнею зразка,
похiдною (𝑑𝑅𝑚/𝑑𝑧) нехтувати не можна, й тре-
ба розв’язувати диференцiальне рiвняння (21), до
якого мають бути заданi двi граничнi умови. Вони
визначаються вiдомими з таблиць кутами змочу-
вання матерiалiв, 𝜃LS та 𝜃LP [17], на круговiй гра-
ницi площi контакту мiж менiском та поверхнею
(𝑧 = 0, 𝜌 = 𝑅𝑐) та зондом (𝑧 = 𝑧𝑚, 𝜌 = 𝑅𝑝) вiдпо-
вiдно. Цi умови мають вигляд

𝑑𝑅𝑚/𝑑𝑧√︁
1 + (𝑑𝑅𝑚/𝑑𝑧)

2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑧=0

= cos 𝜃LS,

√︀
𝑅2

0 − (𝑧𝑚 − 𝑏)2 − (𝑧𝑚 − 𝑏) (𝑑𝑅𝑚/𝑑𝑧)

𝑅0

√︁
1 + (𝑑𝑅𝑚/𝑑𝑧)

2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑧=𝑧𝑚

=

= cos 𝜃LP.

(23)

У рiвняннi (23) ми використали те, що з геометри-
чних мiркувань вектор нормалi до сфери n має ви-

гляд n = ((𝑧𝑚 − 𝑏), 𝑅0)
⧸︀√︁

1 + (1− (𝑧𝑚 − 𝑏)/𝑅0)
2.

Рис. 6. Залежнiсть висоти менiска вiд вiдносної вологостi
𝐻 (у %) для рiзної електричної напруги 𝑈 , прикладеної до
зонда АСМ (рiзнi кривi на графiку) (а). Форма кривизни
менiска при збiльшеннi прикладеної напруги та вологостi
(рiзнi контури на графiку). Значення параметрiв, викори-
станих при чисельному моделюваннi, наведенi в таблицi (б )

Розв’язок крайової задачi (21)–(23), залежить
вiд висоти 𝑧𝑚, яка потiм може бути визначена мi-
нiмiзацiєю функцiонала (14), де треба врахувати,
що 𝑆𝑝 = 2𝜋𝑅0(𝑧𝑚 − 𝑏). Фактично 𝑧𝑚 є множником
Лагранжа.

Фiзичний аналiз чисельних розв’язкiв крайової
задачi (21)–(23) показав таке. Форма водяного ме-
нiска при 𝑧𝑚 > 𝑏 (чи горба при 𝑧𝑚 < 𝑏) визначає-
ться вологiстю повiтря 𝐻, вiдстанню мiж вiстрям
зонда, поверхнею зразка 𝑏, величиною електричної
напруги зонда 𝑈 , геометричними та матерiаль-
ними параметрами, що перерахованi у верхньому
рядку таблицi. Для гiдрофiльних поверхонь зраз-
ка та зонда (тобто, коли 𝜃LS та 𝜃LP меншi за 90
градусiв) та ненульової напруги 𝑈 спочатку зав-
жди утворюється невеличкий водяний горб на по-
верхнi. Якщо ж вiдстань мiж зондом та поверхнею
не перевищує величини порядку 100 нм (напевно
тут є якесь критичне значення, але в майже усiх
експериментах ця вiдстань не перевищує десяткiв
нм, тому його пошук не є актуальним) водяний
менiск утворюється замiсть горба, коли значення
вологостi перевищує певне критичне значення, що

Параметр
𝛾LV, 𝜀 𝑅0, 𝑏, 𝑎, 𝜌𝑤,

𝜅мН/м нм нм нм кг/м3

Значення * 72 81 50 10 20 103 10−∞

* Всi данi наведенi при кiмнатнiй температурi 20 ∘С. Мiж
кутами змочування та коефiцiєнтами поверхневого натягу
iснує спiввiдношення 𝛾PV = 𝛾LV + 𝛾LP cos(𝜃LP) [7]. При
повному змочуваннi 𝜃LS ≈ 𝜃LP ≈ 0.
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Рис. 7. Залежнiсть висоти менiска, що утворився пiд зон-
дом АСМ, вiд вiдносної вологостi 𝐻 (у %), вимiряна у екс-
периментi Week et al. [3] при 𝑈 = 0. Кружечки вiдповiда-
ють експериментальним даним для висоти менiска мiж вi-
стрям зонда з SiN та зразком Si; квадрати вiдповiдають
висотi менiска мiж вiстрям зонда з SiN та зразком Au. Пун-
ктирнi кривi розрахованi нами теоретично з рiвняння (21)
при рiзних значеннях дiелектричної проникностi зразкiв Si
(𝜀 = 11,68) та Au (𝜀 → ∞), б, в – зображення менiска при
вологостi 60% (б ) та 99 % (в). Штрихованi кривi розрахо-
ванi нами теоретично з рiвняння (21)

є максимальним при 𝑈 = 0 та швидко спадає iз
зростанням величини 𝑈 . Параметри менiска не за-
лежать вiд знака 𝑈 , оскiльки в рiвняння (21) вхо-
дить квадрат електричного поля. Для параметрiв,
зазначених в таблицi, висота менiска швидко зро-
стає, коли 𝐻 перевищує 40% i збiльшується до 70%
й сягає вiд кiлькох сотень нм для 𝑈 = 0 до 10 мкм
для 𝑈 = 5 В (рис. 6, а). Залежнiсть висоти менi-
ска 𝑧𝑚 вiд вологостi 𝐻 є дуже крутою (квазiекспо-
ненцiальною) при фiксованому значеннi напруги.
Форма вигину менiска все бiльше вiдхиляється вiд
сферичної при збiльшеннi прикладеної напруги та
вологостi, причому саме збiльшення електричної
напруги приводить до змiни форми (рис. 6, б ).

2.5. Зiставлення
з експериментальними результатами

Залежнiсть висоти менiска вiд вiдносної вологостi
𝐻 (у %) вимiряна експериментально Week et al.
[3], показана на рис. 7, а. В цьому експеримен-
тi електрична напруга до зонда не прикладалася
(𝑈 = 0), але змiнювалася вологiсть оточуючого по-
вiтря та матерiал зразка. На рис. 7, а кружечки

вiдповiдають висотi менiска мiж вiстрям зонда з
SiN та зразком Si; квадрати вiдповiдають висотi
менiска мiж вiстрям зонду з SiN та зразком Au.
Похибка вимiрювань значно зростає зi зростанням
вологостi. Пунктирнi кривi розрахованi нами тео-
ретично з рiвняння (21) при рiзних значеннях дi-
електричної проникностi 𝜀 зразкiв Si (𝜀 = 11,68)
та Au (𝜀 → ∞). Для цих матерiалiв змочування
можна вважати майже повним. Розрахованi зале-
жностi якiсно та кiлькiсно описують експеримен-
тальнi залежностi висоти менiска вiд вологостi для
обох типiв зразкiв.

Зображення менiска при вологостi 60% та 99%,
експериментально одержанi в роботi Week et al. [3],
показанi на рис. 7, б та в вiдповiдно. Штрихованi
кривi розрахованi нами теоретично з рiвняння (21)
для зразкiв Si та Au. Видно, що форма менiска,
розрахована теоретично, узгоджується з експери-
ментальною формою.

3. Висновки

В роботi дослiджено явища електрокапiлярностi
в актуальних на сьогоднi експериментах зондової
атомно-силової мiкроскопiї (АСМ). Зокрема, роз-
глянуто умови виникнення водяного менiска мiж
гiдрофiльними поверхнями нанорозмiрного вiстря
зонда АСМ та дослiджуваного зразка. В роботi
вперше:

1. Проаналiзовано вплив такого специфiчного
фактора, як сильна неоднорiднiсть електричного
поля зонда АСМ на умови виникнення, розмiри та
форму водяного менiска.

2. З урахуванням неоднорiдного електричного
поля зонда АСМ, сили тяжiння, сили поверхнево-
го натягу менiска та вологостi оточуючого сере-
довища, виведено диференцiальне рiвняння Ейле-
ра–Лагранжа в частинних похiдних з граничними
умовами, що описує процес утворення, розмiри та
форму водяного менiска самоузгодженим чином.

3. Запропонований метод розв’язку рiвняння
Ейлера–Лагранжа за допомогою прямого варiацiй-
ного методу. Шуканою варiацiйною функцiєю ви-
брана залежнiсть локального радiуса аксиально-
симетричного менiска вiд його координати по ви-
сотi. Максимальна висота менiска при цьому є ва-
рiацiйним параметром, що знаходиться мiнiмiзацi-
єю функцiонала енергiї менiска в зовнiшнiх полях.

4. Одержанi чисельнi результати узгоджуються
iз вiдомими експериментальними даними.
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Е.А.Елисеев

ВЛИЯНИЕ
ЭЛЕКТРОКАПИЛЛЯРНОСТИ
НА ФОРМУ ВОДЯНОГО МЕНИСКА
В АТОМНО-СИЛОВОЙ МИКРОСКОПИИ

Р е з ю м е

В работе рассмотрены актуальные вопросы аналитической
теории явлений электрокапиллярности, которые возникают

в АСМ-эксперименте, а именно образование водяного мени-
ска под зондом АСМ, и исследовано влияние приложенно-
го электрического напряжения. Учтены явления электро-
капиллярности в неоднородном электрическом поле зон-
да АСМ, влияния силы тяжести на высоту мениска и его
поверхностную энергию в зависимости от реальной фор-
мы, которая находится самосогласованным образом. Впер-
вые проанализировано влияние такого специфического фа-
ктора, как сильная неоднородность электрического поля
зонда, условия возникновения, размеры и форма водяно-
го мениска. С учетом неоднородного электрического поля
зонда АСМ, силы притяжения, силы поверхностного натя-
жения мениска и влажности окружающей среды выведе-
но дифференциальное уравнение Эйлера–Лагранжа в ча-
стных производных с граничными условиями, описываю-
щее термодинамику образования водяного мениска самосо-
гласованным образом. Полученные численные результаты
описывают известные экспериментальные данные.

E.A.Eliseev

INFLUENCE OF ELECTROCAPILLARITY
ON THE WATER MENISCUS SHAPE IN THE ATOMIC
FORCE MICROSCOPY

S u m m a r y

In the framework of the analytical theory of electrocapillarity

phenomena that arise in atomic force microscopy (AFM) ex-

periments, the formation of a water meniscus under the AFM

probe has been considered, and its dependence on the applied

voltage has been analyzed. The non-uniformity of the electric

field produced by the AFM probe, the influences of gravitation

forces on the meniscus height, and the dependence of the sur-

face energy of a meniscus on its shape are taken into account

self-consistently. The influence of a strong non-uniform electric

field of the probe on the emergence conditions, size, and shape

of the water meniscus is analyzed for the first time. The Euler–

Lagrange partial differential equation and the corresponding

boundary conditions making allowance for the non-uniform

electric field of an AFM probe, the gravitation force, the menis-

cus surface tension, and the environmental humidity and de-

scribing the thermodynamics of the water meniscus formation

in a self-consistent way are derived. The obtained numerical

results are in agreement with known experimental data.
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