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КОРЕЛЯЦIЙНА ФУНКЦIЯ
ТА СПРИЙНЯТЛИВIСТЬ IЗИНГОВОГО МАГНЕТИКА
В ОКОЛI ТОЧКИ ФАЗОВОГО ПЕРЕХОДУУДК 538.9, 537.611.2

Застосування методу колективних змiнних до вивчення поведiнки неунiверсальних ха-
рактеристик тривимiрної iзингоподiбної системи в критичнiй областi проiлюстровано
на прикладi кореляцiйної функцiї та сприйнятливостi. Аналiтичну процедуру для роз-
рахунку кореляцiйної функцiї та сприйнятливостi системи розвинуто в наближеннi
четвiрного розподiлу флуктуацiй параметра порядку. Показано, що асимптотика ко-
реляцiйної функцiї на великих вiдстанях при критичнiй температурi (𝑇 = 𝑇c) якiсно
вiдрiзняється вiд випадку 𝑇 ̸= 𝑇c внаслiдок наявностi дiлянки критичного режиму для
всiх мод флуктуацiй.
К люч о в i с л о в а: тривимiрна iзингоподiбна система, точка фазового переходу, негау-
совий розподiл, кореляцiйна функцiя, сприйнятливiсть.

1. Вступ

Стаття присвячена розрахунку деяких структур-
них характеристик тривимiрної iзингоподiбної си-
стеми в околi точки фазового переходу. Мате-
матичний опис здiйснюється в методi колектив-
них змiнних (КЗ) [1–3] з використанням негау-
сового розподiлу флуктуацiй параметра порядку.
Розрахунки виконано як без врахування поправки
на усереднення фур’є-образу потенцiалу взаємодiї
Φ̃(𝑘), так i з її врахуванням (тобто з прийняттям
до уваги залежностi фур’є-образу потенцiалу вiд
хвильового вектора).

Врахування залежностi Φ̃(𝑘) вiд хвильового век-
тора при розрахунку статистичної суми системи
суттєво впливає на поведiнку парної кореляцiйної
функцiї 𝐺. Вiдомо (див., наприклад, [4]), що при
критичнiй температурi 𝑇 = 𝑇c ця функцiя на вели-
ких вiдстанях 𝑟 характеризується критичним по-
казником 𝜂, 𝐺 ∼ 𝑟−(𝑑−2+𝜂), де 𝑑 – вимiрнiсть про-
стору. Замiнюючи в кожному iз шарiв фазового
простору КЗ величину Φ̃(𝑘) її середнiм значенням,
отримуємо 𝜂 = 0. Врахування поправки на зале-
жнiсть фур’є-образу потенцiалу вiд хвильового ве-
ктора приводить до вiдмiнного вiд нуля значення
𝜂. Змiнюються також вирази для парної кореля-
цiйної функцiї та сприйнятливостi як при 𝑇 = 𝑇c,
так i при вiдмiнних вiд 𝑇c температурах.
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Фур’є-образ кореляцiйної функцiї 𝐺(𝑇, 𝑘) в гра-
ницi 𝑘 → 0 зв’язаний iз сприйнятливiстю систе-
ми 𝜒 спiввiдношенням lim𝑘→0 𝐺(𝑇, 𝑘) = 𝛽𝜒. Тут
𝛽 = 1/(𝑘𝑇 ) – обернена температура.

Вирази для кореляцiйної функцiї та сприйня-
тливостi системи одержано для випадкiв темпера-
тур 𝑇 > 𝑇c, 𝑇 < 𝑇c та 𝑇 = 𝑇c. Дана стаття логi-
чно доповнює попереднi дослiдження [5,6], де роз-
роблено методику для визначення малого крити-
чного показника кореляцiйної функцiї 𝜂 i знайде-
но його значення. В результатi такого доповнення
створюється цiлiсна картина дослiджень. Вони на-
бувають бiльш повного характеру (розвинуто спо-
сiб розрахунку не тiльки показника кореляцiйної
функцiї, а й самої функцiї).

2. Кореляцiйна функцiя
та сприйнятливiсть системи вище
та нижче вiд 𝑇c

Обчислення парної кореляцiйної функцiї поблизу
точки фазового переходу другого роду передбачає
дослiдження її залежностi вiд вiдстанi мiж частин-
ками, коли остання прямує до безмежностi. В ме-
тодi КЗ зручно працювати з фур’є-образом коре-
ляцiйної функцiї 𝐺(𝑇, 𝑘), пов’язаним iз статисти-
чною сумою системи спiввiдношенням

𝐺(𝑇, 𝑘) = − 1

𝑍

𝜕𝑍

𝜕𝑑(𝑘)
. (1)
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Надалi будемо користуватися виразом для стати-
стичної суми в наближеннi четвiрної густини мiри
(моделi 𝜌4)

𝑍 = 𝐶

∫︁
exp

{︃
−1

2

∑︁
k

𝑑(𝑘)𝜌k𝜌−k −

− 1

4!

𝑎4
𝑁

∑︁
k1,...,k4

𝜌k1
... 𝜌k4

𝛿k1+...+k4

}︃
(𝑑𝜌)𝑁, (2)

який приведений в [1, 3, 5].
Розрахунок кореляцiйних функцiй поблизу то-

чки фазового переходу є предметом багатьох до-
слiджень [1, 7, 8]. Зазвичай, вони виконуються з
використанням гаусової мiри як базисної у технi-
цi функцiй Грiна та з допомогою iнших методiв
[9–12]. Особливiсть описаного нижче пiдходу до
обчислення кореляцiйних функцiй полягає у ви-
користаннi негаусового розподiлу флуктуацiй як
базисного. Поведiнка 𝐺(𝑇, 𝑘) при 𝑘 → 0, що вiд-
повiдає великим вiдстаням, найважливiша при до-
слiдженнi критичних властивостей системи. У ви-
падку 𝑇 > 𝑇c для обчислення 𝐺(𝑇, 𝑘) зручно пред-
ставляти статистичну суму у виглядi

𝑍 = 𝑍0𝑍𝐶𝑅𝑍𝑇𝑅𝑍
′. (3)

Тут 𝑍0 – статистична сума системи невзаємодiю-
чих спiнiв, 𝑍𝐶𝑅 вiдповiдає внеску негаусових флу-
ктуацiй. Множники 𝑍𝑇𝑅 i 𝑍 ′ описують довгохви-
льовi флуктуацiї, причому гранично великим вiд-
станям (𝑘 → 0) вiдповiдає складова 𝑍 ′, вираз
для якої приведений в [5]. Отже, при розрахун-
ку фур’є-образу парної кореляцiйної функцiї (1)
для великих вiдстаней 𝑟 → ∞ зручно скористатись
формулою

𝐺(𝑇, 𝑘)
⃒⃒
𝑘→0

= − 1

𝑍 ′
𝜕𝑍 ′

𝜕𝑑𝑝𝜏+1(𝑘)
, (4)

в якiй функцiональна похiдна за 𝑑𝑝𝜏+1(𝑘) вiдноси-
ться до довгохвильової частини статистичної суми
(3). Позначення 𝑝𝜏 = 𝑚𝜏 +𝑚′′+1 (див. [3]) введено
для скорочення запису.

Запишемо вираз для фур’є-образу парної коре-
ляцiйної функцiї й сприйнятливостi системи при
використаннi четвiрного базисного розподiлу флу-
ктуацiй. На першому етапi обчислень будемо не-
хтувати поправкою на усереднення фур’є-образу
потенцiалу взаємодiї, вважаючи ΔΦ̃(𝑘) = 0 (див.

[5]). Тодi величина 𝛼(0) (формула (45) iз [5]), через
яку визначається критичний показник кореляцiй-
ної функцiї 𝜂, перетворюється на нуль. Це веде до
умови 𝜂 = 0. При 𝑇 > 𝑇c вираз (4) набуває вигляду

𝐺(𝑇, 𝑘) =
[︁
𝑑𝑝𝜏+1(𝑘)

]︁−1

, (5)

де величина 𝑑𝑝𝜏+1(𝑘) визначена в [3,5]. Використо-
вуючи явний вираз для 𝑑𝑝𝜏+1(𝑘) як функцiю тем-
ператури i хвильового вектора, отримуємо (𝑘 → 0)

𝐺(𝑇, 𝑘) =
1

𝐷𝜏2𝜈 +𝐷1𝑘2
. (6)

Тут 𝜈 – критичний показник кореляцiйної довжи-
ни,

𝐷 =

(︂
𝑐1𝑘
𝑓0

)︂2𝜈
𝑠−2𝑚′′

𝛽Φ̃(0)𝑔0[1 + (𝑔1 − 2𝜈𝑚2)𝜏
Δ],

𝐷1 = 2𝛽Φ̃(0)𝑏2.

(7)

Через 𝑏 позначено радiус дiї експоненцiйно спадно-
го потенцiалу взаємодiї, 𝑠 – параметр подiлу фазо-
вого простору КЗ на шари, а 𝜏 = (𝑇 −𝑇c)/𝑇c – вiд-
носна температура. Iншi величини iз (7), зокрема
𝑚2 = −𝑐2𝑘(𝑐1𝑘/𝑓0)

ΔΦ0, означенi в [3]. Зобразимо
(6) у виглядi

𝐺(𝑇, 𝑘) =
𝐷−1

1

κ2
+ + 𝑘2

(8)

i ототожнимо величину κ+ з оберненим кореляцiй-
ним радiусом 𝜉+. Для останнього знаходимо вираз

𝜉+ = 𝜉
(0)
+ 𝜏−𝜈(1 + 𝑎+𝜉 𝜏

Δ). (9)

Тут величина

𝜉
(0)
+ =

(︂
𝑓0
𝑐1𝑘

)︂𝜈
𝑏𝑠𝑚

′′
(︂
2

𝑔0

)︂1/2
(10)

– основна критичнa амплiтудa, а

𝑎+𝜉 = 𝜈𝑚2 −
𝑔1
2

(11)

– амплiтуда кореляцiйної довжини, яка визна-
чає поправку до скейлiнгу (конфлуентну поправ-
ку). Показник поправки до скейлiнгу Δ залежить
вiд власних значень матрицi лiнiйного перетворен-
ня ренормгрупи [3]. Сприйнятливiсть системи при
𝑇 > 𝑇c може бути одержана iз спiввiдношення

𝜒+ = 𝑘𝑇 lim
𝑘→0

𝐺(𝑇, 𝑘) (12)
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i наведена у виглядi

𝜒+ = 𝜒
(0)
+ 𝜏−2𝜈(1 + 𝑎+𝜒 𝜏

Δ), (13)

де

𝜒
(0)
+ = 𝑘𝑇

(︂
𝑓0
𝑐1𝑘

)︂2𝜈
𝑠2𝑚

′′

𝛽Φ̃(0)𝑔0
,

𝑎+𝜒 = 2𝜈𝑚2 − 𝑔1.

(14)

Зазначимо, що наша оцiнка

𝑎+𝜉 /𝑎
+
𝜒 = 0,5 (15)

для вiдношення амплiтуд конфлуентних поправок
кореляцiйного радiуса 𝑎+𝜉 i сприйнятливостi 𝑎+𝜒
узгоджується з даними iнших авторiв. Так, напри-
клад, в рамках польової теорiї при 𝑑 = 3 отрима-
но 𝑎+𝜉 /𝑎

+
𝜒 = 0,65± 0,05 [13]. Використання високо-

температурного розкладу приводить до результа-
ту 0,70± 0,03 [14], а метод 𝜖-розкладу (до другого
порядку за 𝜖) залежно вiд апроксимант Паде дає
значення в iнтервалi 0,43–0,71 [13, 15].

Розглянемо випадок, коли температура системи
менша за критичну. Тодi статистичну суму моделi
запишемо у виглядi

𝑍 = 𝑍0𝑍𝐶𝑅2
(𝑁𝜇𝜏+1−1)/2[𝑄(𝑃𝜇𝜏 )]

𝑁𝜇𝜏+1𝑍𝜇𝜏+1. (16)

Для розрахунку фур’є-образу кореляцiйної фун-
кцiї 𝐺′(𝑇, 𝑘) важливо знати 𝑍𝜇𝜏+1, оскiльки

𝐺′(𝑇, 𝑘)
⃒⃒
𝑘→0

= − 1

𝑍𝜇𝜏+1

𝜕𝑍𝜇𝜏+1

𝜕𝑑𝜇𝜏+1(𝑘)
. (17)

Вираз для 𝑍𝜇𝜏+1 приведений в [3]. Використовую-
чи (17), знаходимо

𝐺′(𝑇, 𝑘) =
[︀
𝑑𝜇𝜏+1(𝑘)

]︀−1
. (18)

Скориставшись результатом розрахунку 𝑑𝜇𝜏+1(𝑘)
(див. [3]), отримуємо

𝐺′(𝑇, 𝑘) =
1

𝐷′|𝜏 |2𝜈 +𝐷1𝑘2
, (19)

де

𝐷′ = 4𝑓0

(︂
𝑐1𝑘
𝑓0

)︂2𝜈
𝛽Φ̃(0)

[︃
1−𝑐2𝑘

(︂
𝑐1𝑘
𝑓0

)︂Δ
2𝜈Φ0|𝜏 |Δ

]︃
,

𝐷1 = 2𝛽Φ̃(0)𝑏2.

(20)

Приймаючи до уваги наведений вище вираз
для 𝐺′(𝑇, 𝑘), знаходимо кореляцiйний радiус при
𝑇 < 𝑇c:

𝜉− = 𝜉
(0)
− |𝜏 |−𝜈(1 + 𝑎−𝜉 |𝜏 |

Δ). (21)

Тут 𝜈 i Δ тi самi, що i в (9),

𝜉
(0)
− = 𝑏

(︂
𝑓0
𝑐1𝑘

)︂𝜈
(2𝑓0)

−1/2,

𝑎−𝜉 = 𝑐2𝑘

(︂
𝑐1𝑘
𝑓0

)︂Δ
𝜈Φ0.

(22)

Для сприйнятливостi системи при 𝑇 < 𝑇c запише-
мо

𝜒− = 𝜒
(0)
− |𝜏 |−2𝜈(1 + 𝑎−𝜒 |𝜏 |Δ), (23)

де

𝜒
(0)
− = 𝑘𝑇

(︂
𝑓0
𝑐1𝑘

)︂2𝜈
1

𝛽Φ̃(0)
(4𝑓0)

−1,

𝑎−𝜒 = 2𝑐2𝑘

(︂
𝑐1𝑘
𝑓0

)︂Δ
𝜈Φ0.

(24)

Як i у випадку 𝑇 > 𝑇c, приходимо до спiввiдно-
шення

𝑎−𝜉 /𝑎
−
𝜒 = 0,5. (25)

Критичнi амплiтуди 𝜉
(0)
± , 𝜒(0)

± , а також 𝑎±𝜉 , 𝑎±𝜒 , на
вiдмiну вiд критичних показникiв 𝜈 i Δ, залежать
вiд мiкроскопiчних параметрiв гамiльтонiана. Ця
залежнiсть зумовлена множниками 𝑐1𝑘 i 𝑐2𝑘, ви-
рази для яких приведенi в [3]. Однак, вiдношення
критичних амплiтуд вище i нижче вiд 𝑇c є унiвер-
сальними величинами. Крiм рiвностей (15) i (25),
маємо

𝜉
(0)
+ /𝜉

(0)
− = 2𝑠𝑚

′′
(︂
𝑓0
𝑔0

)︂1/2
, (26)

а також

𝜒
(0)
+ /𝜒

(0)
− = 4𝑠2𝑚

′′ 𝑓0
𝑔0

. (27)

Слiд зазначити, що унiверсальними є також вiдно-
шення [16–20]

𝑎+𝜉

𝑎−𝜉
,

𝑎+𝜒

𝑎−𝜒
,

𝑎+𝜉

𝑎+𝑐
,

𝑎−𝜉

𝑎−𝑐
(28)
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i цiла низка iнших комбiнацiй критичних амплi-
туд. Унiверсальнiсть вiдношень амплiтуд конфлу-
ентних поправок типу (28) в методi КЗ забезпе-
чується скороченням неунiверсального множника
𝑐2𝑘(𝑐1𝑘/𝑓0)

Δ.
Приведенi вище спiввiдношення одержанi в на-

ближеннi 𝜂 = 0. Врахування залежностi фур’є-
образу потенцiалу Φ̃(𝑘) вiд хвильового вектора при
iнтегруваннi статистичної суми за КЗ дає змогу
виконати аналогiчнi обчислення при 𝜂 ̸= 0. В цьо-
му випадку вирази (5), (18) залишаються без змiн.
Iншими стають величини 𝑑𝑛(𝑘). Нехтуючи кон-
флуентною поправкою, у випадку 𝑇 > 𝑇c знахо-
димо (𝑘 → 0)

�̃�(𝑇, 𝑘) =
1

�̃�𝜏𝛾 + �̃�1𝑘2
, (29)

де 𝛾 = (2− 𝜂)𝜈, а

�̃� =

(︂
𝑐1𝑘

𝑓

)︂𝛾
𝛽Φ̃(0)𝑠−2𝑚′′

𝑔0,

�̃�1 = 2𝛽Φ̃(0)𝑏2
(︂
𝑐1𝑘

𝑓

)︂−𝜂𝜈

𝜏−𝜂𝜈 .

(30)

Показник 𝜈 та iншi величини iз (30) означенi в
[3, 5]. Кореляцiйний радiус 𝜉+, отриманий з враху-
ванням поправки на усереднення потенцiалу, на-
буває вигляду

𝜉+ = 𝜉
(0)
+ 𝜏−𝜈 . (31)

Критична амплiтуда 𝜉
(0)
+ визначається рiвнiстю

𝜉
(0)
+ =

(︃
𝑓

𝑐1𝑘

)︃𝜈
𝑏𝑠𝑚

′′
(︂
2

𝑔0

)︂1/2
. (32)

Сприйнятливiсть системи, розраховану iз виразу
(29) в границi 𝑘 → 0, можна представити у виглядi

�̃�+ = �̃�
(0)
+ 𝜏−𝛾 . (33)

Тут критична амплiтуда

�̃�
(0)
+ = 2𝑘𝑇𝛾+

4 (34)

характеризується коефiцiєнтом

𝛾+
4 =

(︃
𝑓

𝑐1𝑘

)︃𝛾
𝑠2𝑚

′′

2𝛽Φ̃(0)𝑔0
. (35)

Вирази (32) i (34) переходять у вiдповiднi спiввiд-
ношення iз (10) i (14), якщо поправку, пов’язану з
врахуванням залежностi фур’є-образу потенцiалу
вiд хвильового вектора, спрямувати до нуля.

У випадку 𝑇 < 𝑇c i 𝜂 ̸= 0 фур’є-образ кореля-
цiйної функцiї задається формулою

�̃�′(𝑇, 𝑘) =
1

�̃�′|𝜏 |𝛾 + �̃�1𝑘2
, (36)

де

�̃�′ = 4𝑓

(︂
𝑐1𝑘

𝑓

)︂𝛾
𝛽Φ̃(0),

�̃�1 = 2𝛽Φ̃(0)𝑏2
(︂
𝑐1𝑘

𝑓

)︂−𝜂𝜈

|𝜏 |−𝜂𝜈 .

(37)

Виходячи iз (36), для кореляцiйного радiуса 𝜉− та
сприйнятливостi �̃�− одержуємо

𝜉− = 𝜉
(0)
− |𝜏 |−𝜈 , �̃�− = �̃�

(0)
− |𝜏 |−𝛾 . (38)

Вирази для основних критичних амплiтуд 𝜉
(0)
− i

�̃�
(0)
− аналогiчнi приведеним у (22) та (24) спiввiд-

ношенням для 𝜉
(0)
− i 𝜒(0)

− , де замiсть 𝑓0, 𝑐1𝑘 i 𝜈 слiд
пiдставити перенормованi внаслiдок ΔΦ̃(𝑘) ̸= 0 ве-
личини 𝑓 , 𝑐1𝑘 i 𝜈.

Зауважимо, що формули для сприйнятливостей
𝜒+ (13) (випадок 𝑇 > 𝑇c з врахуванням конфлу-
ентної поправки) та �̃�+ (33) (випадок 𝑇 > 𝑇c

з врахуванням поправки на усереднення фур’є-
образу потенцiалу взаємодiї), якi отриманi за до-
помогою фур’є-образу кореляцiйної функцiї систе-
ми, спiвпадають з точнiстю до множника (𝑘𝑇 )2/𝜇2

B

(𝜇B – магнетон Бора) iз вiдповiдними вираза-
ми для сприйнятливостей, знайденими ранiше на
основi вiльної енергiї системи (див. [21] та [5]).
Вказанi сприйнятливостi мають рiзнi розмiрностi.
Так, сприйнятливостi 𝜒+ та �̃�+ одержано в оди-
ницях 𝑘𝑇 (або Φ̃(0)), а сприйнятливостi, визначенi
на основi вiльної енергiї, розраховано в одиницях
𝜇2
B/Φ̃(0). Тут Φ̃(0) – фур’є-образ потенцiалу взає-

модiї при нульовому значеннi хвильового вектора.

3. Парна кореляцiйна функцiя при 𝑇 = 𝑇c

У проведених обчисленнях для кореляцiйної фун-
кцiї вище i нижче вiд 𝑇c суттєвим чином викори-
стовувалась наявнiсть в системi дiлянки гранично-
го гаусового режиму (при 𝑇 > 𝑇c) або iнверсного
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Кореляцiйна функцiя та сприйнятливiсть

гаусового режиму (при 𝑇 < 𝑇c). Кожний з них ха-
рактеризується гаусовою базисною мiрою. Особли-
вiстю цiєї мiри є неаналiтична залежнiсть диспер-
сiї вiд температури.

У випадку 𝑇 = 𝑇c в системi iснують сильнi ко-
реляцiї мiж спiнами на як завгодно великих вiд-
станях. При цьому дiлянки гаусового режиму не
виникає. При 𝑇 = 𝑇c область критичного режи-
му, що характеризується наявнiстю ренормгрупо-
вої симетрiї, має мiсце для всiх мод флуктуацiй,
включаючи 𝑘 = 0. Тому тут незастосовний вираз
(4) для обчислення 𝐺(𝑇c, 𝑘).

Статистичну суму системи iзингових спiнiв при
𝑇 = 𝑇c представимо у виглядi

𝑍 = 𝑍0𝑍𝐶𝑅. (39)

Тут

𝑍𝐶𝑅 =

∞∏︁
𝑛=0

�̃�𝑛, (40)

а вираз для �̃�𝑛 приведений в [3, 5]. Обчислення
фур’є-образу кореляцiйної функцiї виконуватиме-
мо для кожної окремої блочної структури 𝑛. По-
значимо через 𝐺𝑛 середнє значення кореляцiйної
функцiї для 𝑛-ї блочної структури. Введемо за-
мiсть 𝐺(𝑘) = ⟨𝜌k𝜌−k⟩ величину

𝐺𝑛 =
1

𝑁𝑛 −𝑁𝑛+1

∑︁
𝐵𝑛+1<𝑘≤𝐵𝑛

⟨𝜌k𝜌−k⟩, (41)

де символ ⟨...⟩ вiдповiдає усередненню за взаємодi-
ючою системою негаусового типу. Величину 𝐺𝑛 об-
числюватимемо, використовуючи спiввiдношення

𝐺𝑛 =
𝛽

𝑁𝑛 −𝑁𝑛+1

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝑑𝑛(𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛)
. (42)

Вiльна енергiя системи 𝐹𝑐 має вигляд [22]

𝐹𝑐 = −𝑘𝑇c

∞∑︁
𝑛=0

[︁
𝑁𝑛 ln �̃�(𝑑𝑛) +𝑁𝑛+1 ln𝑄(𝑃𝑛)

]︁
. (43)

Особливiстю приведених вище виразiв для 𝐺𝑛 i
𝐹𝑐 є специфiчна поведiнка величин 𝑑𝑛(𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛) i
�̃�
(𝑛)
4 як функцiй номера блочної структури 𝑛 (див.

[5, 22]). В загальному випадку величини 𝛼𝑛, 𝑟𝑛 i
�̃�𝑛, через якi виражаються 𝑑𝑛(𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛) i �̃�(𝑛)4 , за-
лежать вiд номера 𝑛. Тiльки при 𝑇 = 𝑇c величина

𝛼𝑛 не залежить вiд 𝑛. Використовуючи для 𝑟𝑛 i �̃�𝑛

розв’язки рiвнянь ренормгрупи при 𝑇 = 𝑇c, отри-
муємо

𝑑𝑛(𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛) = 𝑠−𝑛(2−𝜂)(𝑟 + 𝑞 + 𝑐2�̃��̃�𝑛
2 ),

�̃�
(𝑛)
4 = 𝑠−2𝑛(2−𝜂)(�̃�+ 𝑐2�̃�

𝑛
2 ).

(44)

Тут 𝑟 i �̃� – координати фiксованої точки [5], 𝑞 =
= 𝑞𝛽Φ̃(0) (𝑞 вiдповiдає середньому значенню 𝑘2

в iнтервалi (1/𝑠, 1]), �̃� = �̃�12/(�̃�2 − �̃�11), 𝑐2 =
= 𝑐2𝑘(𝛽𝑐Φ̃(0))

2, �̃�𝑖𝑗 i �̃�2 – елементи i одне iз вла-
сних значень матрицi лiнiйного перетворення ре-
нормгрупи. Запишемо вираз для величини 𝑥𝑛 =

=
√
3𝑑𝑛(𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛)(�̃�

(𝑛)
4 )−1/2 при великих значен-

нях 𝑛. Вiдповiдно до (44) (з врахуванням �̃�2 < 1)
маємо

𝑥𝑛 = �̃�

[︃
1 +

(︃
𝑐2�̃�

𝑟 + 𝑞
+

𝑐2
2�̃�

)︃
�̃�𝑛

2

]︃
, (45)

де �̃� =
√
3(𝑟+𝑞)(�̃�)−1/2. Величину �̃�𝑛

2 можна пред-
ставити у виглядi

�̃�𝑛
2 = 𝑠−𝑛�̃�, �̃� = Δ̃/𝜈.

Показник 𝜈 = ln 𝑠/ ln �̃�1 визначається бiльшим
власним значенням матрицi ренормгрупового пе-
ретворення (�̃�1 > 1). Вiн характеризує поведiн-
ку кореляцiйної довжини. Показник Δ̃ = − ln �̃�2/
/ ln �̃�1 характеризує поправку до скейлiнгу. Таким
чином, нехтування пропорцiйним до �̃�𝑛

2 доданком
у виразi (45) означає те, що поправка до скейлiнгу
не приймається до уваги.

Розглянемо деяку блочну структуру з номером
𝑛0. Згiдно з (42) вираз для 𝐺𝑛 при 𝑛 = 𝑛0 шука-
тимемо iз спiввiдношення

𝐺𝑛0 =
𝛽

𝑁𝑛0
−𝑁𝑛0+1

[︃
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝑑𝑛0
(𝐵𝑛0+1,𝐵𝑛0

)
+

+

(︂
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝑥𝑛0

+
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝑦𝑛0

𝑑𝑦𝑛0

𝑑𝑥𝑛0

)︂
𝜕𝑥𝑛0

𝜕𝑑𝑛0
(𝐵𝑛0+1, 𝐵𝑛0

)

]︃
, (46)

враховуючи формули для �̃�(𝑑𝑛) i 𝑄(𝑃𝑛) (див.
[3, 22]). Основна проблема при обчисленнi 𝐺𝑛0 по-
в’язана з тим, що похiднi в (46) вiдносяться не тiль-
ки до величин з iндексами 𝑛0, а й до всiх наступних
з iндексами 𝑛0 + 1, 𝑛0 + 2, ... .
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Для похiдної iз першого доданка правої частини
(46) можна записати

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝑑𝑛0

= 𝑘𝑇c
1− 𝑠−3

2

∞∑︁
𝑛=𝑛0

𝑁𝑛
𝜕 ln 𝑑𝑛(𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛)

𝜕𝑑𝑛0

. (47)

В границi великих значень 𝑛 величина �̃�𝑛
2 швидко

спадає. З точнiстю до величин �̃�𝑛0+𝑚
2 на основi

(44) отримуємо спрощенi спiввiдношення

𝑑𝑛0+𝑚(𝐵𝑛0+𝑚+1, 𝐵𝑛0+𝑚) =

= 𝑠−𝑚(2−𝜂)𝑑𝑛0
(𝐵𝑛0+1, 𝐵𝑛0

), (48)

�̃�
(𝑛0+𝑚)
4 = 𝑠−2𝑚(2−𝜂)�̃�

(𝑛0)
4 .

Використовуючи (47) та (48), у випадку критичної
температури приходимо до виразу

1

2(1− 𝑠−3)

1

𝑑𝑛0(𝐵𝑛0+1, 𝐵𝑛0)
,

який вiдповiдає внесковi до 𝐺𝑛0
вiд першого до-

данка правої частини (46). Два iншi доданки iз (46)
не дають внеску до 𝐺𝑛0

, оскiльки 𝑥𝑛 ≈ �̃� не зале-
жить вiд 𝑑𝑛0

(𝐵𝑛0+1, 𝐵𝑛0
) (�̃�𝑛0+𝑚

2 ≪ 1).
Отже, при 𝑇 = 𝑇c маємо

𝐺𝑛0
=

1

2
(1− 𝑠−3)−1[𝑑𝑛0

(𝐵𝑛0+1, 𝐵𝑛0
)]−1. (49)

Приймаючи до уваги рiвнiсть

𝑑𝑛0
(𝐵𝑛0+1, 𝐵𝑛0

) = (𝑟 + 𝑞)𝑠−𝑛0(2−𝜂),

знаходимо

𝐺𝑛0 = 𝐺0𝑠
𝑛0(2−𝜂). (50)

Тут

𝐺0 =
1

2

(1− 𝑠−3)−1

𝑟 + 𝑞
. (51)

Величина 𝐺𝑛0 є фур’є-образом кореляцiйної фун-
кцiї 𝑛0-ї блочної структури.

Кожному iнтервалу значень хвильового векто-
ра 𝑘 ∈ (𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛] (𝐵𝑛 = 𝐵′𝑠−𝑛, 𝐵′ = (𝑏

√
2)−1) в

процесi поетапного iнтегрування статистичної су-
ми спiвставляється середнє значення

⟨𝑘2⟩𝐵𝑛+1,𝐵𝑛
= 𝐵′2𝑞𝑠−2𝑛. (52)

Вище ми одержали усереднену в 𝑛0-му шарi вели-
чину 𝐺𝑛0

. Вона виражається через середнє значен-
ня хвильового вектора 𝑛0-ї блочної структури. При

цьому її асимптотика за 𝑛 вiдрiзняється вiд виразу
(52) внаслiдок врахування поправки на усереднен-
ня потенцiалу. Саме включення у розгляд поправ-
ки приводить до виникнення бiля пропорцiйного
до 𝑘2𝜌k𝜌−k доданка (в експонентi функцiї розподi-
лу) додаткових множникiв (див. [5])

(1 + 𝛼0)(1 + 𝛼1)...(1 + 𝛼𝑛−1).

При 𝑇 = 𝑇c 𝛼0 = 𝛼1 = ... = 𝛼𝑛 = 𝛼(0). Вiдповiдно
добуток (1 + 𝛼0)...(1 + 𝛼𝑛−1) внаслiдок малостi 𝛼𝑛

можна представити як exp(𝑛𝛼(0)). Тодi (52) пере-
пишемо у виглядi

(1 + 𝛼(0))𝑛⟨𝑘2⟩𝐵𝑛+1,𝐵𝑛
= 𝑠−𝑛(2−𝜂)𝐵′2𝑞. (53)

Тут використана рiвнiсть 𝛼(0) = 𝜂 ln 𝑠. Порiвнюю-
чи (52) з (53), приходимо до виразу

𝑠−𝑛(2−𝜂)𝐵′2𝑞 = ⟨𝑘2−𝜂⟩𝐵𝑛+1,𝐵𝑛 . (54)

Таким чином, врахування поправки на усеред-
нення потенцiалу приводить до замiни 𝑠−2𝑛 на
𝑠−𝑛(2−𝜂) i вiдповiдає перенормуванню показника
степеня з 𝑘2 на 𝑘2−𝜂. В результатi фур’є-образ ко-
реляцiйної функцiї 𝑛0-ї блочної структури в грани-
цi 𝑛0 → ∞, що вiдповiдає малим значенням хви-
льового вектора 𝑘, при 𝑇 = 𝑇c представляється у
виглядi

𝐺𝑐 = lim
𝑛0→∞

𝐺𝑛0 = 𝐺(0) lim
𝑘→0

⟨𝑘−2+𝜂⟩, (55)

де
𝐺(0) =

𝑞

4𝑏2
(1− 𝑠−3)−1

𝑟 + 𝑞
. (56)

Величина 𝜂 вiдповiдає критичному показнику ко-
реляцiйної функцiї.

4. Висновки

Важливу iнформацiю про поведiнку фiзичних си-
стем можна отримати, обчислюючи їх кореляцiйнi
функцiї. Цi функцiї описують основнi особливостi,
що виникають поблизу температури фазового пе-
реходу [1,7,8,10]. Особливо актуальна ця проблема
при описi тривимiрних систем, для яких, як пра-
вило, не вдається одержати точного розв’язку.

В данiй роботi на основi функцiонального ди-
ференцiювання статистичної суми iзингового ма-
гнетика запропонований спосiб аналiтичного роз-
рахунку парної кореляцiйної функцiї тривимiр-
ної спiнової системи з однокомпонентним параме-
тром порядку. Розрахунок сприйнятливостi систе-
ми в околi точки фазового переходу зв’язаний iз
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границею фур’є-образу кореляцiйної функцiї при
𝑘 → 0. Обчислення виконанi у високотемпера-
турнiй (𝑇 > 𝑇c) i низькотемпературнiй (𝑇 < 𝑇c)
областях, а також при 𝑇 = 𝑇c. Технiка отриман-
ня фур’є-образу кореляцiйної функцiї системи при
𝑇 = 𝑇c вiдрiзняється вiд випадку температур, вiд-
мiнних вiд 𝑇c. Це спричинено iснуванням (при кри-
тичнiй температурi) областi критичного режиму
для всiх мод коливань густини спiнового моменту,
включаючи моди з хвильовим вектором 𝑘 = 0. Ця
область ренормгрупової симетрiї вiдповiдає наяв-
ностi сильних кореляцiй мiж спiнами на як зав-
годно великих вiдстанях. При 𝑇 = 𝑇c iснує тiль-
ки область критичного режиму i, на вiдмiну вiд
𝑇 ̸= 𝑇c, дiлянки гаусового режиму не виникає.

Дану роботу виконано за часткової пiдтрим-
ки Європейської Комiсiї (European Commission)
в рамках проекту STREVCOMS PIRSES-2013-
612669.
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И.В.Пылюк, М.П.Козловский

КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ
И ВОСПРИИМЧИВОСТЬ ИЗИНГОВОГО МАГНЕТИКА
В ОКРЕСТНОСТИ ТОЧКИ ФАЗОВОГО ПЕРЕХОДА

Р е з ю м е

Применение метода коллективных переменных к изуче-
нию поведения неуниверсальных характеристик трехмер-
ной изингоподобной системы в критической области прои-
ллюстрировано на примере корреляционной функции и вос-
приимчивости. Аналитическая процедура для расчета кор-
реляционной функции и восприимчивости системы развита
в приближении четверного распределения флуктуаций па-
раметра порядка. Показано, что асимптотика корреляци-
онной функции на больших расстояниях при критической
температуре (𝑇 = 𝑇c) качественно отличается от случая
𝑇 ̸= 𝑇c вследствие наличия области критического режима
для всех мод флуктуаций.

I.V. Pylyuk, M.P.Kozlovskii

CORRELATION FUNCTION
AND SUSCEPTIBILITY OF ISING MAGNET
IN A VICINITY OF THE PHASE TRANSITION POINT

S u m m a r y

The application of the method of collective variables to study

the behavior of non-universal characteristics of a three-dimen-

sional Ising-like system in the critical region has been illus-

trated by an example of the correlation function and the sus-

ceptibility. An analytic procedure for the calculation of those

characteristics has been developed in the quartic-distribution

approximation for order parameter fluctuations. The asymp-

totics of the correlation function at large distances obtained

for the critical temperature (𝑇 = 𝑇c) is shown to differ quali-

tatively from that in the 𝑇 ̸= 𝑇c case because of the presence

of the critical regime region for all fluctuation modes.


