
Дослiдження електромiграцiї та дифузiї

Г.М. MOРОЗОВСЬКА,1 В.В. OБУХОВСЬКИЙ,2 О.В. УДОД,3 С.В. KAЛIНIН,4

О. ЦЕЛЕВ 4

1 Iнститут фiзики НАН України
(Просп. Науки, 46, Київ 03028; e-mail: anna.n.morozovska@gmail.com)

2 Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, радiофiзичний факультет
(Просп. Академiка Глушкова, 4, Київ 03022)

3 Iнститут проблем матерiалознавства iм. I.М. Францевича НАН України
(Вул. Кржижановського, 3, Київ-142 03680)

4 The Center for Nanophase Materials Sciences, Oak Ridge National Laboratory
(Oak Ridge, TN 37831)

ДОСЛIДЖЕННЯ ЕЛЕКТРОМIГРАЦIЇ
ТА ДИФУЗIЇ В СКАНУЮЧIЙ ЗОНДОВIЙ
МIКРОСКОПIЇ ТВЕРДИХ ЕЛЕКТРОЛIТIВУДК 539

Проведено чисельне моделювання та аналiз локального механо-електро-хiмiчного вiд-
гуку твердих електролiтiв в наближеннi Больцмана–Планка–Нернста–Ейнштейна з
урахуванням вегардiвського механiзму. Розрахована геометрiя є типовою для експери-
ментiв у галузi скануючої зондової мiкроскопiї електрохiмiчних деформацiй (СЗМЕД).
Розраховано частотнi спектри рiзних компонент змiщення поверхнi електролiту та
глибини вiдгуку СЗМЕД, а також змiни концентрацiй донорiв, i проведено їх порiв-
няльний аналiз.
К люч о в i с л о в а: скануюча зондова мiкроскопiя електрохiмiчних деформацiй, на-
ближення Больцмана–Планка–Нернста–Ейнштейна, дрейф-дифузiйна теорiя, закон
Вегарда.

1. Вступ

Сильний електромеханiчний зв’язок у твердих еле-
ктролiтах, що використовується у елементах жив-
лення, може бути використаний для локально-
го детектування та вiзуалiзацiї процесiв деiнтер-
каляцiї та дифузiї лiтiю у нанометровому мас-
штабi, а отже дозволяє детально проаналiзува-
ти середньомасштабнi механiзми роботи батарей.
Вiстря скануючого зондового мiкроскопа (СЗМ),
до якого прикладений електричний потенцiал, дiє
як рухомий, електрокаталiтично активний зонд,
що дослiджує локальну електрохiмiчну активнiсть
електролiту поблизу його поверхнi. Зонд створює
сильно неоднорiдне електричне поле, сконцентро-
ване в нанометровому об’ємi матерiалу. Електри-
чне поле змiнює локальний електрохiмiчний потен-
цiал iонiв лiтiю на поверхнi, змушуючи їх iнтерка-
лювати або деiнтеркалювати. Це змiнює локальну
концентрацiю рухомих iонiв завдяки мiграцiйно-
му (спричиненому полем) та дифузiйному (спри-
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чиненому градiєнтом концентрацiї) механiзму i та-
кож змiнює вiдстань мiж певними групами ато-
мiв (локальний молярний об’єм) пiд вiстрям. Вiд-
повiднi змiни молярного об’єму [1, 2] призводять
до локальних електрохiмiчних деформацiй внаслi-
док змiни концентрацiї iонiв. Електрохiмiчна де-
формацiя поверхнi вимiрюється СЗМ на рiвнi 2–
5 пм. Контакт вiстря–електролiт може описува-
тись моделлю гармонiчного осцилятора, резонан-
сна частота якого визначається, головним чином,
модулем Юнга контактної областi мiж вiстрям та
електролiтом. З використанням фазочутливого де-
тектування, резонансна амплiтуда змiщення по-
верхнi, вимiрювана в нано- або пiкометрах, може
бути визначена за допомогою вiстря СЗМ, даю-
чи iнформацiю про локальнi змiни концентрацiї
лiтiю, спричиненi змiною електричного потенцiа-
лу, i, таким чином, про транспорт лiтiю. Ця ме-
тодика, що одержала назву скануюча зондова мi-
кроскопiя електрохiмiчних деформацiй (СЗМЕД)
[3–9], є подiбною до п’єзоелектричної силової мi-
кроскопiї, що застосовується для сегнетоелектри-
чних матерiалiв i пристроїв [10–12]. СЗМЕД мо-
же виявляти змiни об’єму, що вiдповiдають пов-
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нiй лiтiацiї та делiтiацiї на одиничному атомно-
му шарi, або змiнам ∼5–10% у концентрацiї лi-
тiю в областi ∼20 нм [3–9]. Електрохiмiчнi реа-
кцiї, що виявляються за допомогою СЗМЕД, вi-
дiграють важливу роль в механiзмах роботи мем-
ристивних елементiв, таких як електроформiнг та
подальше резистивне перемикання [13, 14]. Лока-
лiзацiя сигналу СЗМЕД на поверхнях подiлу озна-
чає, що вони є вiдповiдальними за механiчну ста-
бiльнiсть i незворотнi втрати потужностi, вказу-
ючи можливi стратегiї оптимiзацiї електролiтних
матерiалiв.

Гiстерезис амплiтуди поверхневого змiщення
як функцiї напруги iмпульсiв спостерiгається в
СЗМЕД, коли частота змiни напруги є близь-
кою до оберненого характерного часу дифу-
зiї лiтiю [3–9]. Нуклеацiйнi електричнi напруги,
якi визначаються точкам перегину на прямiй i
зворотнiй кривих [15], не залежать вiд напру-
ги, прикладеної до вiстря. Така поведiнка на-
гадує незалежнi вiд швидкостi, термодинамiчно-
обмеженi нуклеацiєподiбнi явища. Наявнi теоре-
тичнi моделi вiдгуку СЗМЕД є лiнiйними [16–
19]. Лiнiйнi моделi доводять, що вiдповiднiсть
мiж перерозподiлом iонiв та вегардiвських напру-
жень призводить до СЗМЕД вiдгуку у цих ма-
терiалах, i адекватно описують його частотний
спектр, але спостережуванi сегнетоелектричнопо-
дiбнi форми петель гiстерезису залишаються зде-
бiльшого незрозумiлими. Фактично, термодинамi-
ка електромеханiчно-пов’язаних змiшаних iонно-
електронних твердих електролiтiв визначається
вегардiвськими напруженнями i флексоелектри-
чним ефектом [17]. Одновимiрнi [18] i двовимiрнi
аналiтичнi моделi [16] лiнеаризованої дифузiйної
кiнетики в СЗМЕД, а також двовимiрна аналiти-
чна модель, яка розглядає лiнеаризовану дрейф-
дифузiйну кiнетику [19] були розвинутi i призве-
ли до петель елiптичної форми з “коерцитивною”
напругою, що не є такою насправдi, а визначає-
ться натомiсть лiнiйно залежить вiд прикладеної
напруги.

Мета цього дослiдження – самоузгоджене двови-
мiрне моделювання локального механо-електрохi-
мiчного вiдгуку твердих електролiтiв з використа-
нням кiнетичної теорiї Больцмана–Планка–Нерн-
ста–Ейнштейна. Таке моделювання включає най-
простiшу форму нелiнiйностi яка притаманна роз-
глядуванiй системi.

2. Мотивацiя дослiджень
в галузi скануючої зондової мiкроскопiї
електрохiмiчних деформацiй

Ефективнiсть джерел живлення та метало-повiт-
ряних батарей суттєво обмежується активацiєю
окисно-вiдновних реакцiй [3–6, 20]. На протиле-
жнiсть загальновизнанiй ролi кiнетики реакцiй в
процесах, що вiдбуваються в твердих електролiтах
на нанорозмiрному рiвнi, їх головнi механiзми за-
лишаються невловимими i до цього часу описува-
лись лише макроскопiчними дослiдженнями. Цей
брак фундаментального розумiння стримує розви-
ток джерел живлення [3–6, 20].

Виявлення електрохiмiчних деформацiй мето-
дом СЗМЕД дозволяє за допомогою прямих ви-
мiрювань спостерiгати за ходом реакцiй в нано-
метровому масштабi, в об’ємах, що на шiсть–вiсiм
порядкiв меншi, нiж це можливо пiд час застосу-
вання загальноприйнятих електрохiмiчних мето-
дiв. Нанорозмiрне зондування кiнетики електрохi-
мiчних деформацiй вiдкриває широкий спектр мо-
жливостей з дослiдження i контролю механiзмiв,
що є базовими для роботи паливних комiрок на
основi твердих електролiтiв [4]

Сильний зв’язок мiж прикладеною напругою та
механiчним напруженням у матерiалi електрода,
що застосовується в елементах живлення, може бу-
ти використаний також для вимiрювання локаль-
ного розподiлу деiнтеркалiцiї i дифузiї лiтiю в на-
нометровому масштабi, а отже, дозволяє вивчення
механiзмiв роботи джерел живлення. Вiзуалiзацiя
лiтiйiонної дифузiї на окремих зернах i фiксова-
них межах зерен є першим необхiдним кроком до
розумiння ролi протяжних дефектiв у втратах по-
тужностi i зменшеннi ємностi джерел живлення.
Вимiрювання показують на те, що здатнiсть iонiв
лiтiю до дифузiї є вищою для певних зерен i ви-
браних меж зерен. Оптимiзацiя iонної провiдностi
меж зерен, таким чином, вiдкриє прямий шлях до
пiдвищення електрохiмiчної ефективностi цих ма-
терiалiв [3]

В СЗМЕД вiстря скануючого зондового мiкро-
скопа пiд напругою дiє як рухомий, електрокаталi-
тично активний зонд, дослiджуючи локальну еле-
ктрохiмiчну активнiсть. Зонд зосереджує електри-
чне поле в об’ємi матерiалу нанометрових масшта-
бiв i викликанi прикладеним потенцiалом пiкоме-
тровi змiщення поверхнi дають iнформацiю про
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локальнi електрохiмiчнi процеси. Цей пiдхiд дозво-
ляє напряму вiзуалiзувати активацiйнi процеси ре-
акцiй, i може бути розширений на широкий спектр
матерiалiв з кисневою провiднiстю та електроката-
лiтичних матерiалiв [4].

3. Постановка задачi

Для моделювання сигналу СЗМЕД розглянемо ви-
падок змiшаної iонно-електронної провiдностi еле-
ктролiтичного матерiалу з рухомими iонiзованими
донорами та електронами. Вiдповiднi поля концен-
трацiй 𝑁+

𝑑 (r) та 𝑛(r) вiдповiдно. Припускається,
що наявнi у матерiалi донори нейтральнi або одно-
кратно iонiзованi. Нейтральнi донори є нерухоми-
ми, тодi як зарядженi – рухомi [21]. Геометрiя зада-
чi, використана в розрахунках, показана на рис. 1.

Завдяки радiальнiй симетрiї контакту вiстря
зонду–поверхня, математичне формулювання за-
дачi спрощується у цилiндричних координатах.
Електричний потенцiал 𝜙(r) пiд вiстрям може бу-
ти розрахований самоузгодженим чином в ква-
зiстатичному наближеннi як розв’язок крайової
задачi:(︂
𝜕2

𝜕 𝑧2
+

1

𝜌

𝜕

𝜕 𝜌

(︂
𝜌
𝜕

𝜕𝜌

)︂)︂
𝜙(r) =

= − 𝑞

𝜀0𝜀

(︀
𝑁+

𝑑 (r)− 𝑛(r)
)︀
, (1a)

𝜙(𝜌, 𝑧 =
√︁
𝑅2

0 − 𝜌2, 𝑡) = 𝑉0(𝑡),

𝜕𝜙

𝜕𝑧
(𝜌 > 0, 𝑧 = 0, 𝑡) = 0, 𝜙(𝜌, 𝑧 = ℎ) = 0,

(1b)

де r = {𝑥, 𝑦, 𝑧} – радiус-вектор i 𝜌 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2 –

радiус в полярнiй системi координат, 𝑞 = 1,6×
× 10−19 Кл – заряд електрона, 𝜀0 = 8,854×
× 10−12 Ф/м – електрична проникнiсть вакууму,
𝜀 – вiдносна дiелектрична проникнiсть електролi-
ту. Товщина електролiту ℎ, 𝑅0 – радiус контакту
вiстря зонда з поверхнею електролiту. Крайо-
вi умови вiдповiдають випадку експериментiв
СЗМЕД без провiдного водяного менiску [22, 23],
що утворюється на з’єднаннi вiстря зонда з
поверхнею у випадку пiдвищеної вологостi оточу-
ючого вiстря повiтря та гiдрофiльного контакту.
Вiдмiннiсть мiж цими випадками полягає в тому,
що для iдеального контакту вiстря–поверхня
контактний радiус становить 3–10 нм i може бути

Рис. 1. Типова геометрiя скануючої зондової мiкроскопiї
електрохiмiчних деформацiй. Позначено крайовi умови

визначений з класичної теорiї контактної взаємо-
дiї, i механiчнi напруження визначаються по всiй
контактнiй областi. Для випадку водяної крапли-
ни область електричного контакту значно бiльша
(0,1–1 мкм), а напруження визначаються лише по
площi механiчного контакту вiстря–поверхня.

Для малого перiодичного електричного потенцi-
алу 𝑉0(𝑡) ≈ 𝑉0 exp(𝑖𝜔𝑡) припускається, що перiо-
дичнi змiни 𝑁+

𝑑 (r, 𝑡) i 𝑛(r, 𝑡) спричиняються перiо-
дичним електричним потенцiалом 𝜙(r, 𝑡) контакту,
однак стерична межа не досягається i наближен-
ня Больцмана–Планка–Нернста–Ейнштейна може
бути застосоване до струмiв i електричного по-
тенцiалу. Тому використовується лiнiйна дрейф-
дифузiйна модель для iонних та електронних
струмiв:

𝐽𝑑 ≈ 𝐷𝑑∇𝑁+
𝑑 − 𝜂𝑑𝑁

+
𝑑 ∇𝜙, (2a)

𝐽𝑛 ≈ 𝐷𝑛∇𝑛− 𝜂𝑑𝑛∇𝜙. (2b)

Далi припускається, що є сталими коефiцiєнти ди-
фузiї 𝐷𝑑,𝑛 i рухливостi 𝜂𝑛,𝑑 [24, 25]. Кiнетичнi рiв-
няння Планка–Нернста–Ейнштейна [26, 27] набу-
вають такого вигляду:

𝜕 𝑁+
𝑑

𝜕 𝑡
+

1

𝑞
div J𝑑 = 0, (3a)

−𝜕 𝑛

𝜕 𝑡
+

1

𝑞
div J𝑛 = 0. (3b)

У правiй частинi рiвнянь (3) знехтовано доданка-
ми, що вiдповiдають iонiзацiї та рекомбiнацiї, за
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припущення, що пiдтримується локальна рiвнова-
га i рухливiсть iонiзованих донорiв достатньо ви-
сока. Доданки у правiй частинi рiвнянь (3) мають
бути врахованi, коли донори є нерухомими.

Крайовi умови до кiнетичних рiвнянь (3) є та-
кими: iнтерфейс вiстря–поверхня вважається не-
проникним для донорних iонiв, i тому нема iонних
струмiв через iнтерфейс:

𝐽𝑑𝑧(𝜌, 𝑧 = 0, 𝑡) = 0, 𝐽𝑑𝑧(𝜌, 𝑧 = ℎ, 𝑡) → 0. (4a)

Оскiльки ми вважаємо, що боковi поверхнi зраз-
ка розмiщенi в дiелектричному оточеннi, круговi
струми вiдсутнi, тому:

J𝑑(𝜌 → ∞, 𝑡) = 0, J𝑛(𝜌 → ∞, 𝑡) = 0. (4b)

Крайовi умови для електронного струму взято в
лiнеаризованiй формi Чанга–Яффа [28]:

𝐽𝑛𝑧(𝜌, 𝑧 = 0) = 𝑤0 (𝑛(𝜌, 𝑧 = 0, 𝑡)− 𝑛0),

𝐽𝑛𝑧(𝜌, 𝑧 = ℎ) = 𝑤1 (𝑛(𝜌, 𝑧 = ℎ, 𝑡)− 𝑛1).
(4c)

Константи 𝑤0,1 є додатними величинами, що по-
в’язанi зi швидкiстю поверхневої рекомбiнацiї еле-
ктронiв та дiрок вiдповiдно [29]. Числовi значення
визначаються матерiалами електрода i дослiджу-
ваного зразка. Якщо константи є нескiнченно ве-
ликими, то рiвноважнi концентрацiї електронiв на
контактах задаються електродами i не залежать
вiд прикладеної напруги [30]. Таким чином, умова
(4c) мiстить неперервний перехiд вiд “вiдкритого”
омiчного контакту (𝑤 → ∞ ⇒ 𝛿𝑛(𝜌, 0, 𝑡) = 0) до
iнтерфейсу з обмеженою кiнетикою (𝑤 > 0) i пов-
нiстю “блокуючого” контакту (𝑤 = 0).

Для конкретного випадку, коли хiмiчний вне-
сок є домiнуючим механiзмом виникнення механi-
чного напруження, до узагальненого закону Гука
для хiмiчно активного твердого пружного середо-
вища входять напруження, викликанi змiною кон-
центрацiї iонiв, 𝛿𝑁+

𝑑 (r, 𝑡) =
(︀
𝑁+

𝑑 (r, 𝑡)− �̄�+
𝑑

)︀
, тен-

зор механiчного напруження 𝜎𝑖𝑗 та пружна дефор-
мацiя 𝑢𝑖𝑗 [2, 16]:

𝑢𝑖𝑗(r, 𝑡) = 𝛽𝑖𝑗 𝛿𝑁
+
𝑑 (r, 𝑡) + 𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜎𝑘𝑙(r, 𝑡), (5)

де 𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙 – тензор пружних податливостей, 𝛽𝑖𝑗 – тен-
зор Вегарда (iнша назва – пружний диполь).

Як правило, контактна область в експериментi
СЗМЕД має масштаб значно меншiй, нiж мiкрон-
ний. Вiдповiднi власнi резонанснi частоти матерiа-
лу знаходяться в дiапазонi ГГц, що набагато вище

практично важливих обмежень як щодо динамiки
iонiв, так i щодо заснованих на СЗМЕД виявлен-
ня локалiзованих механiчних вiбрацiй. Це дозво-
ляє застосувати квазiстатичне наближення до ме-
ханiчних явищ. Було розв’язано загальне рiвняння
механiчної рiвноваги 𝜕𝜎𝑖𝑗/𝜕𝜎𝑖𝑗𝜕𝑥𝑗 = 0 у квазiста-
тичному випадку. З нього випливає рiвняння для
вектора механiчного змiщення 𝑢𝑖 в основнiй части-
нi системи:

𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙
𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙
− 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙 𝛽𝑘𝑙

𝜕𝛿𝑁+
𝑑

𝜕𝑥𝑗
= 0. (6a)

Крайовi умови на вiльнiй поверхнi такi:(︂
𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙

𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑙
− 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑘 𝛽𝑘𝑙 𝛿𝑁

+
𝑑

)︂
𝑛𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0, (6b)

де 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙 – тензор механiчної жорсткостi, 𝑛𝑗 – ком-
поненти нормалi до поверхнi.

Надалi обмежимось розглядом поперечно-iзо-
тропного тензора Вегарда 𝛽𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝛽𝑖𝑖 (з 𝛽11 =
= 𝛽22 ̸= 𝛽33). Спектр змiщення поверхнi на з’єд-
наннi вiстря–поверхня 𝑧 = 0, спричинений пере-
розподiлом рухомих донорiв, що вимiрюється еле-
ктронiкою СЗМ, для еластично-однорiдного напiв-
простору визначається за формулою [31]:

𝑢3(𝜌, 0, 𝜔) =

∞∫︁
0

𝑑𝑘𝐽0(𝑘𝜌)𝑘

∞∫︁
0

𝑑𝑧
(︀
𝛽33(1 + 𝑘 𝑧)+

+𝛽11(1 + 2𝜈 − 𝑘 𝑧)
)︀
exp(−𝑘 𝑧)𝛿�̃�+

𝑑 (𝑘, 𝑧, 𝜔). (7)

Тут 𝜈 – коефiцiєнт Пуассона, 𝑘2 = 𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦,
𝛿�̃�+

𝑑 (𝑘, 𝑧, 𝜔) – двовимiрний фур’є-образ i часто-
тний спектр поля вiдхилення концентрацiї iонiв
𝛿𝑁+

𝑑 (r, 𝑡), 𝐽0(𝑥) – функцiя Бесселя нульового по-
рядку. Крайовi умови 𝜎3𝑗(𝑧 = 0, 𝑡) = 0 вiдповiда-
ють механiчно вiльнiй поверхнi 𝑧 = 0.

4. Самоузгоджене моделювання
локального вiдгуку СЗМ у твердих
електролiтах з урахуванням нелiнiйних
ефектiв першого порядку

Чисельне розв’язання системи рiвнянь (1)–(6) бу-
ло здiйснене за допомогою програмного пакета
COMSOL Multiphysics для параметрiв, що наведе-
нi в таблицi. До зонда прикладено перiодичний у
часi потенцiал, 𝑉0(𝑡) ∝ sin(𝜔𝑡), промодульований
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Параметр Дiапазон можливих значень Значення, використанi для рис.

Контактний радiус зонда 𝑅0 1–1000 нм 5 нм
Вiдносна дiелектрична проникнiсть 𝜀 1–100 10
Товщина плiвки ℎ 10 нм–100 мкм 150 нм
Амплiтуда прикладеної напруги 𝑉0 0,01–10 В 1 В
Частота змiни напруги 𝜔 1 Гц–1 МГц 300 кГц, перiод 0,333 · 10−6 с
Концентрацiї �̄�+

𝑑 i �̄� 1023–1026 м−3 1,661 моль/м3 (≡1024 м−3)

Коефiцiєнт дифузiї донорiв 𝐷𝑑 10−16–10−12 м2/с 10−14 м2/с
Коефiцiєнт дифузiї електронiв 𝐷𝑛 𝐷𝑛 ∝ (10–103)𝐷𝑑 10−12 м2/с

Рухливостi 𝜂𝑛,𝑑 𝜂𝑛 = 𝑞𝐷𝑛/𝑘B𝑇 4,0091 · 10−16 с·моль/кг
𝜂𝑑 = 𝑞𝐷𝑑/𝑘B𝑇 4,0091 · 10−18 с·моль/кг

Коефiцiєнти в рiвняннi Чанга–Яффа 𝑤0,1 0, для випадку 𝐽𝑛𝑧(𝜌, 0) = 𝐽𝑛𝑧(𝜌, ℎ) = 0

Нескiнченнiсть для випадку
𝑛(𝜌, 0, 𝑡) = 𝑛(𝜌, ℎ, 𝑡) = 𝑛0 10−3 м/с

Концентрацiя 𝑛0 1027–1029 м−3 1024 м−3

Коефiцiєнт Пуасона 𝜈 0,25–3 0,25

Тензор Вегарда 𝛽𝑖𝑗 0,1–0,01 м3/моль
для спрощення припускаємо 𝛽11 = 𝛽33 0,1 м3/моль

Густина (1–3)103 кг/м3 2 · 103 кг/м3

гладкою функцiєю, подiбною на tanh, щоб мiнiмi-
зувати розгойдування системи пiд час симуляцiй.
Перехiдний процес вже закiнчено, i лише встанов-
ленi коливання, присутнi на рис. 1–6 для випадку
iонно- та електронно-блокуючих електродiв.

Результати чисельного моделювання наведено
на рис. 2–7. Прикладена напруга 𝑉0(𝑡), промоду-
льована функцiєю tanh-подiбної форми, показана
на рис. 2, а. Варто пiдкреслити, що електричний
потенцiал 𝜙(𝑡) майже збiгається з 𝑉0(𝑡) в тонко-
му шарi пiд поверхнею електролiту. Однак, вер-
тикальне механiчне змiщення електролiту (факти-
чно – сигнал СЗМЕД) i концентрацiя донорiв вiд-
носно швидко прямують до об’ємних значень в ме-
жах того самого шару (див. рис. 2, б та 2, в). По-
рiвняння рис. 2, в та 2, г показує, що коливання
електронiв та донорiв є протифазними, тодi як ко-
ливання концентрацiї донорiв спiвфазнi з верти-
кальним змiщенням (але протифазнi до прикладе-
ної напруги). Вiдмiнностi у глибинi проникнення
хвиль концентрацiї електронiв та донорiв визнача-
ються вiдмiнностями їх коефiцiєнтiв дифузiї, якi,
в свою чергу, пов’язанi з дифузiйними довжинами
пропорцiйними

√
𝜔𝐷𝑖 (порiвняйте рис. 2, д та 2, е).

На рис. 3 показано розподiл електричного потен-
цiалу пiд зондом СЗМЕД залежно вiд часу про-

тягом одного перiоду прикладеної напруги. В по-
чатковий момент значення електричного потенцi-
алу пiд зондом становить 60 мВ (рис. 3, а). Через
чверть перiоду максимальне значення потенцiалу
сягає 80 мВ (рис. 3, б ). За наступнi 0,3 мс еле-
ктричний потенцiал пiд зондом спадає до –80 мВ
(рис. 3, в). В кiнцi перiоду потенцiал виростає до
–60 мВ (рис. 3, г).

На рис. 4 показано розподiл концентрацiї еле-
ктронiв для рiзних моментiв часу протягом одно-
го перiоду прикладеної напруги. В початковий мо-
мент концентрацiя електронiв пiд зондом СЗМЕД
становить 2 моль/м3 (рис. 4, а). Вона зростає на
10% внаслiдок зростання електричного потенцi-
алу (рис. 4, б ). Пiд час зменшення потенцiалу
концентрацiя електронiв поблизу зонда спадає до
1,26 моль/м3 (рис. 4, в). В кiнцi перiоду прикладе-
ної напруги концентрацiя електронiв починає зро-
стати до 1,33 моль/м3 (рис. 4, г).

Розподiл концентрацiї iонiв поблизу зонда
СЗМЕД для рiзних моментiв часу наведено на
рис. 5. Спочатку максимальна концентрацiя iонiв
пiд зондом дорiвнює 1,38 моль/м3 (рис. 5, а). За
першу частину перiоду вона зменшується на 15%
(рис. 5, б ). Потiм зростає до 2,17 моль/м3 пiд час
зменшення електричного потенцiалу (рис. 5, в). В
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Рис. 2. Часова залежнiсть прикладеної напруги (а), вертикального змiщення електролiту (б ), концентрацiї електронiв
(в) та донорiв (г) на осi зонда 𝜌 = 0, розрахованi на рiзних вiдстанях вiд поверхнi 𝑧 = 0, 2, 4, 6, 8 Å (числа бiля кривих).
Розподiли електронiв (д) та донорiв (е) поблизу контакту вiстря – поверхня (𝜌 = 0) для рiзних моментiв часу з промiжком
10−6 с (рiзнi кривi). Спiввiдношення коефiцiєнтiв дифузiї 𝐷𝑛/𝐷𝑑 = 103

останнiй момент концентрацiя iонiв бiля зонда спа-
дає до 2,14 моль/м3 (рис. 5, г).

Часова еволюцiя розподiлу вертикального змi-
щення 𝑢3(𝜌, 𝑧) поблизу зонда СЗМЕД проiлю-
стрована на рис. 6. В початковий момент верти-
кальне змiщення пiд зондом становить –0,11 нм
(рис. 6, а). Потiм воно ще бiльше спадає до –
0,25 нм внаслiдок зменшення концентрацiї iонiв
на 15% (рис. 6, б ). Пiсля цього воно зростає до
0,18 нм слiдуючи за ростом концентрацiї iонiв до
2,17 моль/м3 (рис. 6, в). Наприкiнцi перiоду вер-
тикальне змiщення виростає ще на 33% i остато-

чно дорiвнює 0,24 нм, що вiдповiдає концентрацiї
iонiв 2,14 моль/м3 (рис. 6, г). При розрахунках по-
тенцiалу i руху вiльних носiїв це невелике змiще-
ння поверхнi не враховувалось (воно, принаймнi,
на порядок менше за товщину шару, в якому носiї
зазнають суттєвого впливу поля зонда).

Далi було проаналiзовано властивостi глибини
вiдгуку СЗМЕД як функцiї частоти 𝑓 змiнної на-
пруги та змiни коефiцiєнта дифузiї донорiв 𝐷𝑑.
Типовi результати наведенi на рис. 7 для частот
0,1 Гц–1 МГц. Для частот, нижчих, нiж 10 Гц,
чисельної збiжностi вдалося досягти лише за ра-
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Рис. 3. Карта розподiлу електричного потенцiалу 𝜙 в координатах {𝑥, 𝑧} поблизу зонда
СЗМЕД, розрахована для моментiв часу 𝑡 = 0,1 мс (а), 0,35 мс (б ), 0,65 мс (в) та 0,9 мс
(г). Перiод прикладеної змiнної напруги 1 мс

Рис. 4. Карта розподiлу концентрацiї електронiв 𝑛 в координатах {𝑥, 𝑧} поблизу зонда СЗМЕД,
розрахована для моментiв часу 𝑡 = 0,1 мс (а), 0,35 мс (б ), 0,65 мс (в) та 0,9 мс (г). Перiод
прикладеної змiнної напруги 1 мс
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Рис. 5. Карта розподiлу концентрацiї iонiв 𝑁+
𝑑 в координатах {𝑥, 𝑧} поблизу зонда СЗМЕД,

розрахована для моментiв часу 𝑡 = 0,1 мс (а), 0,35 мс (б ), 0,65 мс (в) та 0,9 мс (г). Перiод
прикладеної змiнної напруги 1 мс

Рис. 6. Карта розподiлу вертикального змiщення 𝑢3 в координатах {𝑥, 𝑧} поблизу зонда
СЗМЕД, розрахована для моментiв часу 𝑡 = 0,1 мс (а), 0,35 мс (б ), 0,65 мс (в) та 0,9 мс
(г). Перiод прикладеної змiнної напруги 1 мс
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Рис. 7. Залежнiсть глибини вiдгуку СЗМЕД вiд частоти
𝑓 прикладеної напруги для рiзних спiввiдношень 𝐷𝑛/𝐷𝑑 =

= 102–104. Коефiцiєнт дифузiї електронiв становить 𝐷𝑛 =

= 10−12 i амплiтуда напруги 10 мВ

хунок зменшення амплiтуди напруги 𝑉0 (до речi,
це узгоджується з розбiжнiстю в статичнiй грани-
цi, що була передбачена теоретично [19]). Частотнi
спектри глибини вiдгуку СЗМЕД 𝐿 пiдкорюються
закону 𝐿(𝑓) ∝ 1/

√
𝑓 на великих частотах незале-

жно вiд спiввiдношення 𝐷𝑛/𝐷𝑑. Як i очiкувалося,
низькочастотна статична границя 𝑢3 не залежить
вiд кiнетичних характеристик, таких як коефiцi-
єнти дифузiї та їх спiввiдношення. Статична гра-
ниця 𝑢3 визначається змiною сумарного електри-
чного заряду iонiв [17].

5. Висновки

1. Розроблено модуль до програмного пакета Com-
sol Multiphysics, за допомогою якого проведено
самоузгоджене моделювання локального вiдгуку
СЗМ (локального змiщення поверхнi електролiту)
у твердих електролiтах з урахуванням нелiнiйних
ефектiв, використовуючи наближення Больцма-
на–Планка–Нернста–Ейнштейна та вегардiвський
механiзм.

2. Показано, що вегардiвськi деформацiї, спри-
чиненi мiграцiєю iонiв, дiйсно викликають пружне
змiщення поверхнi електролiту, що безпосередньо
вимiрюється СЗМ.

3. Показано, що частотний спектр вертикально-
го змiщення та глибини вiдгуку насичується при

низьких частотах та пiдкорюється степеневому за-
кону при високих частотах електричного поля,
прикладеного до зонда СЗМ.

4. Показано, що локальний вiдгук СЗМ не є пря-
мо пропорцiйним середньому вiдхиленню концен-
трацiї донорiв. Мiж вiдгуком СЗМ та напругою,
прикладеною до зонда, iснує постiйний зсув фази
в випадку малих величин електричного поля.

5. Результати нелiнiйної теорiї добре узгоджу-
ються з лiнiйною дрейф-дифузiйною теорiєю в
частковому випадку малих значень електричного
поля.

Г.М.М. вдячна Нацiональнiй Академiї наук
України (спiльний україно-бiлоруський грант
07-06-15).
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А.Н.Moрозовская, В.В.Oбуховский,
А.В.Удод, С.В.Kaлинин, А.Целев

ИССЛЕДОВАНИЕ ЭЛЕКТРОМИГРАЦИИ
И ДИФФУЗИИ В СКАНИРУЮЩЕЙ ЗОНДОВОЙ
МИКРОСКОПИИ ТВЕРДЫХ ЭЛЕКТРОЛИТОВ

Р е з ю м е

Проведены численное моделирование и анализ локаль-
ного механо-электро-химического отклика твердых эле-
ктролитов в приближении Больцмана–Планка–Нернста–
Эйнштейна с учетом вегардивского механизма. Рассчитан-
ная геометрия типична для экспериментов в области ска-
нирующей зондовой микроскопии электрохимических де-
формаций (СЗМЭД). Рассчитаны частотные спектры ра-
зличных компонент смещения поверхности электролита и
глубины отзыва СЗМЭД, а также изменения концентраций
доноров и проведен их сравнительный анализ.

A.N.Morozovska, V.V.Obukhovskyi,
O.V.Udod, S.V.Kalinin, O.Tselev

ELECTROMIGRATION
AND DIFFUSION RESEARCHES IN SCANNING
PROBE MICROSCOPY OF SOLID ELECTROLYTES

S u m m a r y

The local mechanico-electrochemical response of solid electro-

lytes has been simulated numerically and analyzed in the Boltz-

mann–Planck–Nernst–Einstein approximation with regard for

the Vegard mechanism. The geometry of the problem is selec-

ted to be typical of electrochemical strain microscopy (ESM)

experiments. The frequency spectra for various components of

the electrolyte surface displacement and the ESM response

depth are calculated, as well as the variations of donor concent-

rations. The corresponding comparative analysis is carried out.
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