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РОЗРАХУНОК ЕНЕРГIЇ IОНIЗАЦIЇ ОСНОВНОГО
СТАНУ МIЛКИХ ДОНОРIВ В Δ1-МОДЕЛI ЗОНИ
ПРОВIДНОСТI МОНОКРИСТАЛIВ 𝑛-GeУДК 538.935

На основi варiацiйного методу Рiтца розраховано енергiю iонiзацiї основного стану
донорiв Sb, P, As для Δ1-моделi зони провiдностi монокристалiв 𝑛-Ge з врахуванням
анiзотропiї закону дисперсiї та хiмiчного зсуву. Порiвняння одержаних теоретичних
результатiв з вiдповiдними експериментальними даними показують, що модель ку-
лонiвського потенцiалу домiшки може бути використана в грубому наближеннi лише
для домiшки Sb в Ge без врахування хiмiчного зсуву. Для домiшок P та As розрахунки
необхiдно проводити вже з врахуванням хiмiчного зсуву, тобто, коли потенцiал поля
iона домiшки не є кулонiвським.
Ключ о в i с л о в а: варiацiйний метод Рiтца, хiмiчний зсув, Δ1-мiнiмум, фактор анiзо-
тропiї.

1. Актуальнiсть теми
та об’єкта дослiдження

Монокристалiчний германiй широко використову-
ється в рiзних галузях науки i технiки в ролi сиро-
винного матерiалу для виготовлення дiодiв, трiо-
дiв, силових випрямлювачiв, дозиметричних при-
ладiв та приладiв, що вимiрюють напруженiсть
постiйних i змiнних магнiтних полiв [1]. Одним з
основних його застосувань є виготовлення опти-
чних елементiв iнфрачервоної технiки, зокрема ви-
користовується в конструкцiях тепловiзiйних при-
ладiв наземного, повiтряного, морського базуван-
ня, що працюють в iнтервалi довжин хвиль 2,5–
14 мкм [2]. Монокристалiчний германiй також є
перспективним матерiалом для потреб наноеле-
ктронiки. Висока рухливiсть електронiв дозволяє
створювати нанотранзистори з високопровiдними
каналами, час перемикання яких може складати
пiкосекунди [3, 4]. Використання наноструктур iз
самоiндукованими Ge/Si наноострiвцями вiдкри-
ває новi перспективи для розвитку опто- та нано-
електронiки [5]. Масиви Ge(GeSi) квантових точок
можуть бути застосованi для виготовлення фото-
детекторiв для ближнього iнфрачервоного дiапа-
зону та свiтловипромiнюючих дiодiв для цiєї ж
спектральної областi [6].
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Оптичнi та електричнi властивостi напiвпровiд-
никових приладiв значно залежать вiд деформа-
цiї ґратки i просторового розподiлу точкових де-
фектiв. Останнiм часом широке використання у
мiкроелектронних приладах знайшли гетеростру-
ктури як з напруженими границями, так i без
них [7]. В кремнiй–германiєвих гетероструктурах
з квантовими точками пружнi поля деформацiй
на межi гетеропереходу виникають за рахунок не-
вiдповiдностi сталих ґратки германiю та кремнiю.
Взаємодiя точкових дефектiв iз полем деформа-
цiї, яке може виникати як за рахунок наявностi
цих дефектiв, так i неоднорiдностi кристалiчної
системи (наприклад, гетеромежа), приводить до
просторового перерозподiлу дефектiв i, за певних
умов, до утворення самоорганiзованих дефектно-
деформацiйних структур [8]. Тому актуальним як
з теоретичної, так i практичної точок зору є дослi-
дження електричних, оптичних, фотоелектричних
властивостей напiвпровiдникiв при наявностi де-
формацiї.

2. Мета та завдання дослiдження

Змiна питомого опору монокристалiв 𝑛-Ge пiд дiєю
направлених одновiсних деформацiй 𝑃 < 1,6 ГПа
розглянуто в [9]. Основним механiзмом спостере-
жуваного тензорезистивного ефекту був деформа-
цiйний перерозподiл мiж однотипними мiнiмума-
ми типу 𝐿1. Вперше експериментально радикаль-
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ну перебудову зонного спектра 𝑛-Ge за рахунок iн-
версiї типу (𝐿1 − Δ1) абсолютного мiнiмуму зони
провiдностi при дiї сильних одновiсних пружних
деформацiй 𝑃 ∼ 2,4 ГПа було досягнуто в [10]. Як
наслiдок спостерiгався деформацiйно-iндукований
фазовий перехiд метал–дiелектрик.

Для кiлькiсного ж трактування рiзних власти-
востей матерiалу при такiй радикальнiй перебудо-
вi необхiдно мати параметри Δ1-мiнiмумiв. В ро-
ботах [11, 12] визначено компоненти тензора ефе-
ктивної маси, параметр анiзотропiї ефективних
мас, константи деформацiйного потенцiалу для
Δ1-мiнiмуму в 𝑛-Ge. Спiльним для цих робiт є те,
що остаточний результат отримувався на основi
використання даних рiзних експериментiв, що мо-
же вносити додатковi похибки в значення шуканих
параметрiв. В роботах [13, 14] нами на основi ли-
ше одних експериментальних даних поздовжнього
п’єзоопору монокристалiв та теорiї анiзотропного
розсiяння було знайдено уточненi значення компо-
нент тензора ефективної маси та констант дефор-
мацiйного потенцiалу для Δ1-мiнiмуму зони про-
вiдностi монокристалiв 𝑛-Ge.

Метою даної роботи є вивчення впливу iнверсiї
типу (𝐿1 −Δ1) абсолютного мiнiмуму в монокри-
сталах 𝑛-Ge на змiну енергiї iонiзацiї невеликих до-
норiв. Вiдомо, що енергiя iонiзацiї невеликого рiв-
ня описується параметрами тiєї долини, хвильовi
функцiї якої описують його стан, коли 𝑘0𝑎≫ 1 (𝑎 –
борiвський радiус, 𝑘0 – вiдстань мiж мiнiмумами
долин у просторi квазiiмпульсiв [15]). Для 𝑛-Ge ця
умова виконується як для 𝐿1, так i для Δ1-долин.
Крiм того, також вiдомо, що рiвняння Шредiнгера
для знаходження невеликих домiшкових рiвнiв в
багатодолинних напiвпровiдниках не має свого то-
чного аналiтичного розв’язку. Тому на практицi,
зазвичай, доводиться використовувати наближенi
методи знаходження власних функцiй та власних
значень гамiльтонiана [16]. В роботi [17] на основi
варiацiйного методу Рiтца, для випадку iзотропно-
го закону дисперсiї з врахуванням екранування по-
ля iона домiшки, отримано аналiтичний вираз для
розрахунку енергiї iонiзацiї невеликих енергети-
чних рiвнiв. Для 𝑛-Ge такий пiдхiд незастосовний,
оскiльки iзоенергетичнi поверхнi як для 𝐿1, так i
для Δ1-долин є елiпсоїдами обертання. В такому
випадку необхiдно, перш за все, враховувати анiзо-
тропiю ефективних мас, як це виконано у [18] для
елiпсоїдоподiбної енергетичної поверхнi на основi

теорiї збурень в кристалах CdS та ZnO. Тут в ролi
малого параметра було вибрано фактор анiзотро-
пiї, який залежить вiд вiдношення ефективних мас
та дiелектричної проникностi матерiалу вздовж та
поперек головної осi елiпсоїда. Зазначенi фактори,
а також те, що енергетичнi рiвнi основного стану
невеликих донорiв у монокристалах германiю за-
знають значного хiмiчного зсуву, пов’язаного з ко-
рекцiєю потенцiалу центральної комiрки [16, 19],
врахованi нами при розглядi Δ1-моделi 𝑛-Ge.

3. Розрахунок енергiї iонiзацiї
невеликих донорiв в 𝑛-Ge на основi
варiацiйного методу Рiтца

3.1. Без врахування хiмiчного зсуву

Гамiльтонiан для електрона, який локалiзований
на донорi, у випадку елiпсоподiбної iзоенергети-
чної поверхнi в наближеннi ефективної маси має
вигляд [15]:

�̂� = − ~2

2𝑚⊥

(︂
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2

)︂
−

− ~2

2𝑚‖

𝜕2

𝜕𝑧2
− 𝑍𝑞2

𝜀
√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

, (1)

де 𝑍𝑞, 𝑞 – вiдповiдно абсолютнi значення зарядiв
iона та електрона, 𝑚⊥, 𝑚‖ – поздовжня та попере-
чна складовi тензора ефективної маси електрона,
𝜀 – дiелектрична проникнiсть матерiалу. Викори-
стовуючи перетворення Уiлера i Дiммока [20]:

𝑥 = 𝑥1, 𝑦 = 𝑦1, 𝑧 = 𝑧1

(︂
𝑚⊥

𝑚‖

)︂1/2
, (2)

запишемо рiвняння Шредiнгера у виглядi

�̂�𝜓(r) = 𝐸𝜓(r), (3)

де

�̂� = − ~2

2𝑚⊥

(︂
𝜕2

𝜕𝑥21
+

𝜕2

𝜕𝑦21
+

𝜕2

𝜕𝑧21

)︂
−

− 𝑍𝑞2

𝜀
√︀
𝑥21 + 𝑦21 + 𝑧21(1− 𝛼)

, (4)

𝛼 = 1− 𝛾, 𝛾 =
𝑚⊥

𝑚‖
, (5)

де 𝛼 – фактор анiзотропiї. Гамiльтонiан (4) у сфе-
ричнiй системi координат можна представити так:

�̂�1 = − ~2

2𝑚⊥
∇2(𝑟, 𝜃, 𝜙)− 𝑍𝑞2

𝜀𝑟
𝑓(𝛼, 𝜃), (6)
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де

𝑓(𝛼, 𝜃) =
1√

1− 𝛼 cos2 𝜃
. (7)

Пробну функцiю для основного стану електрона
будемо шукати у виглядi

𝜓1𝑠 = 𝑐𝑒−
√︁

𝑥2+𝑦2

𝑎2 + 𝑧2

𝑏2 . (8)

У сферичнiй системi координат

𝜓1𝑠 = 𝑐𝑒
−𝑟

√︁
sin2 𝜃
𝑎2 + cos2 𝜃

𝑏2 , (9)

де 𝑐, 𝑎, 𝑏 – невiдомi варiацiйнi параметри. Тодi ви-
раз для середнього значення енергiї системи в ста-
нi, який задається пробною функцiєю (9),

𝐸(𝑐, 𝑎, 𝑏) =

∫︀
𝑉

𝜓*
1𝑠𝐻1𝜓1𝑠𝑑𝑉∫︀

𝑉

|𝜓1𝑠|2 𝑑𝑉
. (10)

В результатi обчислень iнтегралiв чисельника i
знаменника (10) отримає таку залежнiсть сере-
днього значення енергiї основного стану вiд варiа-
цiйних параметрiв:

𝐸(𝑎, 𝑏) = − ~2

𝑚⊥

1

𝑎2𝑏

⎛⎝(︂−3𝑎𝑏

8

)︂ ln 𝑎+
√
𝑎2+𝑏2

𝑎−
√
𝑎2+𝑏2√

𝑎2 − 𝑏2
+

+
𝑏2 − 𝑎2

2𝑏
+
𝑚⊥𝑍𝑞

2

𝜀~2
𝑎2𝑏2√︀

𝑏2 (𝛼𝑏2 + 𝑎2 − 𝑏2)
×

× arctg

(︃√
𝛼𝑏2 + 𝑎2 − 𝑏2

𝑏
√
1− 𝛼

)︃)︃
. (11)

Варiацiйнi параметри знаходимо, розв’язавши
таку систему рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕𝐸(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑎
= 0,

𝜕𝐸(𝑎, 𝑏)

𝜕𝑏
= 0.

(12)

Пiдставляючи знайденi параметри у вираз (11),
можна обчислити енергiю iонiзацiї основного стану
домiшки 𝐸1𝑠.

3.2. Врахування хiмiчного зсуву

Величина хiмiчного зсуву залежить вiд природи
самої домiшки. Тому для даного випадку необхi-
дно побудувати такий потенцiал, який враховує
конкретну природу домiшкового iона. Деякi аспе-
кти даної проблеми на прикладi невеликих донорiв
у кремнiї вперше були розглянутi в роботi [21]. Ав-
торами роботи [22] було запропоновано такий ви-
гляд для потенцiалу iона домiшки з врахуванням
його “серцевини”:

𝑈(𝑟) = −𝑞
2

𝜀𝑟

(︁
1 +𝐴𝑒−

𝑟
𝑟0

)︁
𝑒−

𝑟
𝑅, (13)

де 𝐴 – параметр, який характеризує ефективнiсть
“серцевини” iона домiшки, 𝑟0 – половина вiдстанi
мiж двома найближчими сусiднiми атомами кри-
сталу (для германiю 𝑟0 = 1,225 ·10−10 м); 𝑅 – радi-
ус екранування. Для найбiльш загального випадку
радiус екранування має вигляд [23]:

𝑅2
0 =

ℎ3𝜀

16𝜋2𝑞2(𝑚*)3/2(2𝑘𝑇 )1/2Φ−1/2(𝐸
*
F)
, (14)

де 𝑚* – ефективна маса, Φ−1/2 = =
∫︀∞
0

𝑥−1/2𝑑𝑥

𝑒𝑥−𝐸*
F+1

–
iнтеграл Фермi iндексу −1/2. Для обчислення да-
ного iнтеграла необхiдно знати зведене значення
енергiї Фермi 𝐸*

F = 𝐸F

𝑘𝑇 . Концентрацiя електронiв
в зонi провiдностi [24]:

𝑛 =
2𝑁𝐶√
𝜋

Φ1/2, (15)

де

𝑁𝐶 = 2

(︂
2𝜋𝑚*𝑘𝑇

ℎ2

)︂3/2
,

𝑚* = 𝑁2/3
(︀
𝑚‖𝑚

2
⊥
)︀1/3

,

(16)

де 𝑁 – число еквiвалентних долин. Знаючи ефе-
ктивну густину станiв зони провiдностi 𝑁𝐶 , легко
з виразу (15) знайти iнтеграл Фермi iндексу 1/2:

Φ1/2 =

∞∫︁
0

𝑥1/2𝑑𝑥

𝑒𝑥−𝐸*
F + 1

, (17)

де 𝑥 = 𝐸
𝑘𝑇 – зведене значення енергiї електрона.

Отримане з (17) значення енергiї Фермi 𝐸*
F, до-

зволяє визначити iнтеграл Фермi iндексу −1/2, а,
отже, i радiус екранування (14).
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Враховуючи значення поздовжньої та попере-
чної компонент тензора ефективної маси для 𝐿1

мiнiмуму зони провiдностi 𝑛-Ge, експерименталь-
нi значення енергiї iонiзацiї основного стану до-
мiшок Sb, P, As в германiї (𝐸1𝑠(Sb) = 9,6 меВ,
𝐸1𝑠(P) = 12 меВ, 𝐸1𝑠(As) = 12,7 меВ [25]), в роботi
[22] було знайдено параметр 𝐴 для даних домiшок:
𝐴(Sb) = 11,29, 𝐴(P) = 32,34, 𝐴(As) = 34,67. Тодi
гамiльтонiан для електрона, який знаходиться в
полi (13), у випадку елiпсоподiбної iзоенергетичної
поверхнi, з врахуванням перетворень (2), матиме
вигляд

�̂�2 = − ~2

2𝑚⊥
∇2(𝑟, 𝜃, 𝜑)−

− 𝑞2

𝜀𝑟
𝑓(𝛼, 𝜃)

(︁
1 +𝐴𝑒

− 𝑟
𝑟0·𝑓(𝛼,𝜃)

)︁
𝑒−

𝑟
𝑅·𝑓(𝛼,𝜃) . (18)

Середнє значення енергiї для електрона, стан яко-
го задається пробною функцiєю (9), на основi ва-
рiацiйного методу

𝐸(𝑎, 𝑏) =

∫︀
𝑉

𝜓*
1𝑠�̂�2𝜓1𝑠𝑑𝑉∫︀

𝑉

|𝜓1𝑠|2 𝑑𝑉
=

= − ~2

𝑚⊥

1

𝑎2𝑏

⎛⎝(︂−3𝑎𝑏

8

)︂ ln 𝑎+
√
𝑎2+𝑏2

𝑎−
√
𝑎2+𝑏2√

𝑎2 − 𝑏2
+
𝑏2 − 𝑎2

2𝑏
+

+
2𝑚⊥𝑞

2

𝜀~2

𝜋∫︁
0

𝑑𝜃 𝑓(𝛼, 𝜃)𝜑(𝛼, 𝜃, 𝑎, 𝑏, 𝑅, 𝑟0, 𝐴)

⎞⎠, (19)

де

𝜑(𝛼, 𝜃, 𝑎, 𝑏, 𝑅, 𝑟0, 𝐴) =

=
1(︂

2
(︁
sin2 𝜃
𝑎2 + cos2 𝜃

𝑏2

)︁1/2
+ 1

𝑅𝑓(𝛼,𝜃)

)︂2 +

+
𝐴(︂

2
(︁
sin2 𝜃
𝑎2 + cos2 𝜃

𝑏2

)︁1/2
+

1
𝑅+ 1

𝑟0

𝑓(𝛼,𝜃)

)︂2 . (20)

Розв’язавши систему рiвнянь (12) вiдносно невiдо-
мих варiацiйних параметрiв, можна обчислити на
основi виразу (19) енергiю iонiзацiї основного ста-
ну для рiзних невеликих домiшок.

4. Результати чисельних
розрахункiв та висновки

Для розрахунку енергiї iонiзацiї невеликих до-
норiв в Δ1-моделi зони провiдностi монокриста-
лiв 𝑛-Ge необхiдно мати компоненти тензора ефе-
ктивної маси для вiдповiдного мiнiмуму та дiеле-
ктричну проникнiсть матерiалу. Для Δ1-мiнiмуму
𝑚‖ = 1,65𝑚0 та 𝑚⊥ = 0,32𝑚0 (𝑚0 – маса вiль-
ного електрона) були знайденi нами, як зазнача-
лось вище, в роботi [13]. Дiелектрична проникнiсть
𝜀 = 16 для германiю є вiдомою величиною [25].
В роботi [26] з аналiзу залежностей поля ударної
iонiзацiї вiд одновiсного тиску вздовж кристало-
графiчного напрямку [100] для монокристалiв 𝑛-
Ge, легованих домiшками Sb та As концентрацiєю
𝑛 = 𝑁𝑑 = 1,8 · 1014 см−3, було визначено енергiю
iонiзацiї основного стану цих домiшок при реалiза-
цiї iнверсiї типу (𝐿1 − Δ1) абсолютного мiнiмуму.
На основi методу, який був використаний в [26],
авторами роботи [27] було знайдено енергiю iонi-
зацiї основного стану домiшки P з концентрацiєю
𝑛 = 𝑁𝑑 = 1,15 ·1014 см−3, зв’язаної з Δ1-долинами.
В таблицi наведено результати розрахункiв енер-
гiї iонiзацiї основного стану невеликих донорiв в
монокристалах 𝑛-Ge без врахування та з врахува-
нням хiмiчного зсуву для цих домiшок. Для порiв-
няння одержаних нами теоретичних результатiв з
експериментальними даними робiт [26,27] обчисле-
ння проводились, вiдповiдно, для концентрацiй до-
мiшок Sb, P, As, якi використовувались в даних
роботах.

Як показують результати розрахункiв, при пе-
реходi вiд 𝐿1 до Δ1-моделi зони провiдностi мо-
нокристалiв 𝑛-Ge енергiя iонiзацiї основного стану
домiшок Sb, P, As суттєво збiльшується. Модель
кулонiвського потенцiалу домiшкового iона може

Енергiя iонiзацiї основного стану
мiлких донорiв в 𝑛-Ge, зв’язаних з Δ1-долинами

Енергiя iонiзацiї основного стану
мiлких донорiв 𝐸Δ1

1𝑠 , меВ

Без врахування З врахуванням Експериментальнi
хiмiчного зсуву хiмiчного зсуву результати [26, 27]

Sb : 32,6 Sb : (35± 2)

30,4 As : 42,5 As : (45± 2)

P : 39 P : (41± 2)
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бути використана в грубому наближеннi лише для
домiшки Sb в Ge. Для домiшок P та As розрахун-
ки необхiдно проводити з врахуванням хiмiчного
зсуву, тобто, коли проявляється “iндивiдуальнiсть”
потенцiалу поля iона домiшки, який не є куло-
нiвським.
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РАСЧЕТ ЭНЕРГИИ ИОНИЗАЦИИ ОСНОВНОГО
СОСТОЯНИЯ МЕЛКИХ ДОНОРОВ В Δ1-МОДЕЛИ
ЗОНЫ ПРОВОДИМОСТИ МОНОКРИСТАЛЛОВ 𝑛-Ge

Р е з ю м е

На основе вариационного метода Ритца рассчитана энер-
гия ионизации основного состояния доноров Sb, P, As для
Δ1-модели зоны проводимости монокристаллов 𝑛-Ge с уче-
том анизотропии закона дисперсии и химического сдвига.
Сравнение полученных теоретических результатов с соо-
тветствующими экспериментальными данными показыва-
ет, что модель кулоновского потенциала примеси может
быть использована в грубом приближении только для при-
меси Sb в Ge без учета химического сдвига. Для примесей
P и As расчеты необходимо проводить уже с учетом хими-
ческого сдвига, то есть, когда потенциал поля иона примеси
не является кулоновским.

S.V. Luniov, O.V.Burban, P.F.Nazarchuk

CALCULATION OF THE GROUND-STATE
IONIZATION ENERGY FOR SHALLOW DONORS
IN 𝑛-Ge SINGLE CRYSTALS WITHIN THE Δ1-MODEL
FOR THE CONDUCTION BAND

S u m m a r y

On the basis of the Ritz variational method, the ionization en-

ergies for the ground states of Sb, P, and As donors in 𝑛-Ge sin-

gle crystals are calculated in the framework of the Δ1-model for

the conduction band and taking the dispersion law anisotropy

and the chemical shift into account. A comparison of theoret-

ical results with corresponding experimental data shows that

the model of impurity’s Coulomb potential can be used as a

rough approximation only for Sb impurities in Ge, making no

allowance for the chemical shift. For the P and As impurities,

when the potential field of an impurity ion is not Coulombic,

the calculations have to be carried out with regard for a chem-

ical shift.
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