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СТРУКТУРНI ФУНКЦIЇ БАГАТОБОЗОННОЇ
СИСТЕМИ IЗ ВРАХУВАННЯМ ПРЯМИХ ТРИ-
ТА ЧОТИРИЧАСТИНКОВИХ КОРЕЛЯЦIЙУДК 538.941

На основi виразу для матрицi густини взаємодiючих бозе-частинок в координатному
зображеннi iз врахуванням прямих три- i чотиричастинкових кореляцiй [I.О. Вакар-
чук, О.I. Григорчак, Журн. фiз. досл. 3, 3005 (2009)] були розрахованi дво-, три- i чоти-
ричастинковi структурнi фактори рiдкого 4He в наближеннi “однiєї суми за хвильовим
вектором” для широкого iнтервалу температур. В границi низьких температур отри-
маний вираз для двочастинкового структурного фактора переходить в уже вiдомий. В
границi високих температур вирази для дво-, три- i чотиричастинкових структурних
факторiв редукуються до структурних факторiв iдеального бозе-газу. Результати ро-
боти можуть бути застосованi для розрахунку термодинамiчних функцiй рiдкого 4He
i знаходження температурної залежностi швидкостi першого звуку в багатобозоннiй
системi.
К люч о в i с л о в а: рiдкий 4He, структурний фактор.

1. Вступ

Дослiдження структурних функцiй вiдiграє ва-
жливу роль у вивченнi як бозе-, так i фермi-
систем, оскiльки теоретично отриманi результати
можна безпосередньо порiвняти з експерименталь-
ними даними. Центральну роль у структурних до-
слiдженнях згаданих систем займає повний пере-
рiз розсiяння, який називається динамiчний стру-
ктурний фактор. Вiн дає можливiсть визначити
просторову структуру речовини, а також структу-
ру її енергетичного спектра [1, 2]. З його допомо-
гою, а також за допомогою похiдних вiд нього ве-
личин, сьогоднi вивчають багато рiзних систем, на-
приклад: бозе-газ в пастцi [3], рiдкий 4He [4] i 3He
[5] у двох вимiрах, твердий 3He [6], тонкi плiвки [7],
розрiджений газ Ленарда-Джонса [8], надплинний
гелiй [9], парагiдроген [10], моделi з турбулентнi-
стю [11] тощо.

Окрiм динамiчного структурного фактора не
менш вагоме значення має його нульовий момент
або статичний структурний фактор, для якого в
рiзний час було проведено чимало вимiрювань в
широкiй областi температур. Дослiдження прово-
дилися при тиску насиченої пари як методом ней-
тронної дифракцiї [12], так i з допомогою дифра-
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кцiї рентгенiвських променiв [13]. Аналiз експе-
риментальних робiт по вимiрюванню структурно-
го фактора було проведено, наприклад, у робо-
тi [14]; у нiй також були запропонованi поправки,
якi допомагають узгодити результати рiзних авто-
рiв. Методом Монте-Карло було проведено дослi-
дження областi пiка структурного фактора бозе-
конденсату i показано, що вiн знаходиться вище,
нiж отримане теоретичне значення у наближеннi
малої густини [15]. В роботi [16] знайдено внесок
тричастинкових кореляцiй у значення структур-
ного фактора рiдкого 4He, а в [17] запропонова-
но процедуру розрахунку ефективного парного по-
тенцiалу на основi експериментальних даних для
структурного фактора за допомогою схеми Монте-
Карло симуляцiї. Серед структурних функцiй вар-
то згадати також парну кореляцiйну функцiю, яка
є однiєю з базових величин, що характеризують
когерентнi властивостi бозе-конденсату [18].

У цiй роботi ми маємо на метi знайти не лише
парний структурний фактор, а також вирази для
три- i чотиричастинкового структурних факторiв
в наближеннi “однiєї суми за хвильовим вектором”.
Це, в свою чергу, допоможе спростити розрахунки
термодинамiчних функцiй бозе-системи в набли-
женнi “двох сум за хвильовим вектором” i сприя-
тиме розв’язанню ще не до кiнця вирiшеної про-
блеми опису такої системи, як рiдкий 4He в широ-
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котемпературному дiапазонi, особливо в околi 𝜆-
переходу.

Структурнi властивостi рiдкого 4He при низьких
температурах в пiдходi колективних змiнних обго-
ворюються вже здавна [19–23]. Однак теоретичний
розрахунок парного структурного фактора в ши-
рокотемпературнiй областi був здiйснений щойно
в роботi [24] за допомогою уcереднення з матри-
цею густини взаємодiючих бозе-частинок. Згодом
з’явилися iншi роботи, якi описували структурнi
функцiї в широкiй областi температур [25]. Однак,
оскiльки для розрахунку середнiх у цих роботах
автори опиралися на матрицю густини в набли-
женнi парних кореляцiй, то i значення парного
структурного фактора отримано у тому ж набли-
женнi. I хоча у вказаному випадку узгодження iз
експериментальними даними [12,13,26] для парно-
го структурного фактора є добрим, однак непов-
ним, адже, як вiдомо, внесок вiд багаточастинко-
вих кореляцiй в спостережуванi величини багато-
бозонної системи може виявитися досить значним
[22, 27, 28].

У роботi [25] проведено розрахунок незвiдних
дво-, три- i чотиричастинкових структурних фа-
кторiв, а також парної функцiї розподiлу в ши-
рокому iнтервалi температур iз врахуванням ли-
ше непрямих три- i чотиричастинкових кореляцiй.
Щоб покращити отриманi теоретичнi результати
потрiбно врахувати i прямi кореляцiї, а для цього
розрахунок названих величин необхiдно проводи-
ти з матрицею густини, яка б мiстила не лише пар-
нi, а й три- та чотиричастинковi прямi кореляцiї.
Це завдання i є предметом даної роботи. В наших
обчисленнях ми опиратимемося на запропонованi
в попереднiх статтях [29,30] пiдходи i отриманi там
результати, зокрема, на вирази i методи розрахун-
ку матрицi густини i статистичної сума багатобо-
зонної системи в широкому iнтервалi температур
в наближеннi “двох сум за хвильовим вектором” .

Важливим аспектом нашої роботи є представле-
ння отриманих результатiв у графiчному виглядi,
якому, звичайно, передують чисельнi розрахунки.
Вхiдними даними в таких обчисленнях є екстрапо-
льованi до температури абсолютного нуля експе-
риментальнi результати для структурного факто-
ра. Загальна схема мiркувань на цю тему i вiдпо-
вiднi результати наведенi в роботi [31]. Продовжу-
ючи тему чисельних розрахункiв, варто звернути
увагу на роботу [32], де проводиться вiдновлення

потенцiалiв мiжатомних взаємодiй за експеримен-
тальними даними (так само як i у роботi [31]), а
також дослiдження термодинамiчних та структур-
них властивостей 4He.

Чисельний розрахунок парного структурного
фактора проводився з урахуванням ефективної
маси, вираз для якої наведений в роботi [33]. Об-
ґрунтування необхiдностi її введення можна зна-
йти в [25].

Отриманий вираз для двочастинкового струк-
турного фактора в границi низьких температур
переходить у вже знайдений ранiше [21], а в гра-
ницi високих температур вирази для дво-, три-
i чотиричастинкових структурних факторiв ре-
дукуються до структурних факторiв iдеального
бозе-газу.

Знайдений двочастинковий структурний фа-
ктор в наближеннi “однiєї суми за хвильовим ве-
ктором” вiдкриває також шлях для знаходження
температурної залежностi швидкостi першого зву-
ку в рiдкому 4He i проведення порiвняння з експе-
риментальними даними.

2. n-частинковi структурнi
фактори багатобозонної системи

Згiдно з означенням 𝑛-частинковий структурний
фактор 𝑆(𝑛)(𝜌q1

, ..., 𝜌q𝑛
) = 𝑁𝑛/2−1⟨𝜌q1

...𝜌q𝑛
⟩, де

𝑁 – кiлькiсть частинок, 𝜌𝑞 = 1√
𝑁

∑︀𝑁
𝑗=1 𝑒

−𝑖qrj –
колективнi змiннi, а позначення ⟨...⟩ означає усе-
реднення з матрицею густини взаємодiючих бозе-
частинок. В наших подальших обчисленнях ми ви-
користовуватимемо матрицю густини в наближен-
нi “двох сум за хвильовим вектором” iз видiленою
матрицею густини iдеального бозе-газу. Це набли-
ження враховує прямi три- i чотиричастинковi ко-
реляцiї, а сама матриця має такий вигляд:

𝑅(𝜌|𝜌′) = 𝑅0
𝑁 (𝑟|𝑟′)𝑃𝑝𝑟(𝜌|𝜌′)𝑃 (𝜌|𝜌′),

𝑅0
𝑁 (𝑟|𝑟′) – матриця густини невзаємодiючих бозе-

частинок, 𝑃𝑝𝑟(𝜌|𝜌′) – фактор, який фраховує парнi
кореляцiї, а 𝑃 (𝜌|𝜌′) – фактор, який враховує прямi
три- i чотиричастинковi кореляцiї:

𝑅0
𝑁 (𝑟′|𝑟) = 1

𝑁 !

(︂
𝑚

2𝜋𝛽~2

)︂3𝑁/2

×

×
∑︁
𝑄

exp

⎡⎣− 𝑚

2𝛽~2
𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑟′𝑗 − 𝑟𝑄𝑗
)2

⎤⎦,
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де пiдсумовування за 𝑄 означає пiдсумовування
за всiма перестановками координат частинок. Фа-
ктор, який враховує парнi кореляцiї, має такий ви-
гляд [34]:

𝑃𝑝𝑟(𝜌|𝜌′) = exp

[︂
𝑏0 +

∑︁
q ̸=0

𝑏1(𝑞)𝜌q
′𝜌−q −

− 1

2

∑︁
q̸=0

𝑏2(𝑞)𝜌q𝜌−q

]︂
,

де

𝑏0 = −𝛽𝐸0 +
1

2

∑︁
q̸=0

ln

⎡⎣𝛼𝑞 tanh
(︁
𝛽𝐸𝑞

2

)︁
tanh

(︁
𝛽𝜀𝑞
2

)︁
⎤⎦+

+
∑︁
q ̸=0

ln

(︂
1− 𝑒−𝛽𝜀𝑞

1− 𝑒−𝛽𝐸𝑞

)︂
,

𝑏1(𝑞) =
1

2

(︂
𝛼𝑞

sinh(𝛽𝐸𝑞)
− 1

sinh(𝛽𝜀𝑞)

)︂
,

𝑏2(𝑞) =
1

2
(𝛼𝑞 coth(𝛽𝐸𝑞)− coth(𝛽𝜀𝑞)),

𝛼𝑞 =

√︃
1 +

2𝑁

𝑉
𝜈𝑞

⧸︂
~2𝑞2
2𝑚

,

𝐸𝑞 = 𝜀𝑞𝛼𝑞 =
~2𝑞2

2𝑚
𝛼𝑞,

𝜈𝑞 =
∫︀
𝑒−𝑖qrΦ(𝑟)𝑑r – коефiцiєнт Фур’є енергiї пар-

ної взаємодiї мiж частинками, 𝛽 = 1/𝑇 – обернена
температура.

Вираз для величини 𝑃 (𝜌|𝜌′) – наведений в роботi
[29]. В бiльш простому виглядi його можна знайти
в Додатку 1. Отже,

⟨𝜌q1
...𝜌q𝑛

⟩ = 1

𝑍

∫︁
𝑑r1...

∫︁
𝑑r𝑁 ×

×𝑅0
𝑁 (𝑟|𝑟)𝑃𝑝𝑟(𝜌|𝜌)𝑃 (𝜌|𝜌)𝜌q1 ...𝜌q𝑛 =

=
1

𝑍

∫︁
𝑑r1...

∫︁
𝑑r𝑁𝑅0

𝑁 (𝑟|𝑟)𝜌q1
...𝜌q𝑛

×

× exp

[︃
𝑏0−

1

2

∑︁
q̸=0

𝜆𝑞𝜌q𝜌−q+𝐶0+2
∑︁
q̸=0

𝐶2(q)𝜌q𝜌−q +

+
2√
𝑁

∑︁
q1 ̸=0

∑︁
q2 ̸=0

∑︁
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

𝐶3(q1,q2,q3)𝜌q1
𝜌q2

𝜌q3
+

+
2

𝑁

∑︁
q1 ̸=0

∑︁
q2 ̸=0

𝐶4(q1,q2)𝜌q1
𝜌−q1

𝜌q2
𝜌−q2

]︃
, (1)

де

𝜆𝑞 = 2𝑏2(𝑞)− 𝑏1(𝑞) =

= 𝛼𝑞 tanh

(︂
𝛽

2
𝐸𝑞

)︂
− tanh

(︂
𝛽

2
𝜀𝑞

)︂
.

Явнi вирази для величин такi, як 𝐶0, 𝐶2(q1),
𝐶3(q1,q2,q3), 𝐶4(q1,q2) – поданi у Додатку 2. Їх
можна отримати, користуючись даними, наведе-
ними у Додатку 1.

3. Парний структурний фактор

Для парного структурного фактора (𝑛 = 2) напи-
саний вище вираз (1) можна зобразити у виглядi
похiдної за параметром 𝜆𝑞:

⟨𝜌q𝜌−q⟩ =
𝑑

𝑑𝜆𝑞
ln

{︃∫︁
𝑑r1...

∫︁
𝑑r𝑁𝑅0

𝑁 (𝑟|𝑟)×

× exp

[︃
𝑏0 −

1

2

∑︁
q̸=0

𝜆𝑞𝜌q𝜌−q

]︃
𝑃 (𝜌|𝜌)

}︃
.

У прийнятому нами наближеннi “двох сум за хви-
льовим вектором” цей вираз запишемо так:

⟨𝜌q𝜌−q⟩ =
𝑑

𝑑𝜆𝑞
ln

{︃∫︁
𝑑r1...

∫︁
𝑑r𝑁𝑅0

𝑁 (𝑟|𝑟)×

× exp

[︃
𝑏0 −

1

2

∑︁
q̸=0

𝜆𝑞𝜌q𝜌−q

]︃}︃
+

𝑑

𝑑𝜆𝑞
ln {⟨𝑃 (𝜌|𝜌)⟩}.

Перший доданок наведений в роботах [25], а сере-
днє ⟨𝑃 (𝜌|𝜌)⟩ має такий змiст:

⟨𝑃 (𝜌|𝜌)⟩ =

=

∫︀
𝑑r1...

∫︀
𝑑r𝑁𝑅0

𝑁 (r1, ..., r𝑁 |r1, ..., r𝑁 )𝑃𝑝𝑟(𝜌|𝜌)𝑃 (𝜌|𝜌)∫︀
𝑑r1...

∫︀
𝑑r𝑁𝑅0

𝑁 (r1, ..., r𝑁 |r1, ..., r𝑁 )𝑃𝑝𝑟(𝜌|𝜌)
.

Це середнє можна отримати на основi роботи [30]:

⟨𝑃 (𝜌|𝜌)⟩ = exp

{︂
𝐶0 + 2

∑︁
q1 ̸=0

𝐶2(q1)
𝑆0(𝑞1)

1 + 𝜆𝑞1𝑆0(𝑞1)
+

+
2

𝑁

∑︁
q1 ̸=0

∑︁
q2 ̸=0

𝐶4(q1,q2)
𝑆0(𝑞1)

1+𝜆𝑞1𝑆0(𝑞1)

𝑆0(𝑞2)

1+𝜆𝑞2𝑆0(𝑞2)
+
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+
2

𝑁

∑︁
q1 ̸=0

∑︁
q2 ̸=0

∑︁
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

𝐶3(q1,q2,q3)𝑆
(3)
0 (q1,q2,q3)

3∏︀
𝑖=1

[1 + 𝜆𝑞𝑖𝑆0(𝑞𝑖)]

+

+
12

𝑁

∑︁
q1 ̸=0

∑︁
q2 ̸=0

∑︁
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

𝐶2
3 (q1,q2,q3)

3∏︁
𝑖=1

𝑆0(𝑞𝑖)

[1+𝜆𝑞𝑖𝑆0(𝑞𝑖)]

}︂
.

Отож, користуючись явним виглядом величини
⟨𝑃 (𝜌|𝜌)⟩ i результатами робiт [25], знайдемо:

𝑆(𝑞1) = ⟨𝜌q1
𝜌−q1

⟩ =

=
𝑆0(𝑞1)

1 + 𝜆𝑞1𝑆0(𝑞1)
− 1

[1 + 𝜆𝑞1𝑆0(𝑞1)]2
×

×
(︂

1

2𝑁

∑︁
k2 ̸=0

𝜆𝑘2
𝑆
(4)
0 (q1,−q1,k2,−k2)

1 + 𝜆𝑘2
𝑆0(𝑘2)

+

+
1

2𝑁

∑︁
k2 ̸=0

∑︁
k3 ̸=0

q1+k2+k3=0

𝜆𝑘2

1 + 𝜆𝑘2
𝑆0(𝑘2)

𝜆𝑘3

1 + 𝜆𝑘3
𝑆0(𝑞3)

×

×
[︁
𝑆
(3)
0 (q1,k2,k3)

]︁2
+ 4𝐶2(q1)𝑆

2
0(𝑞1)+

+
∑︁
k2 ̸=0

∑︁
k3 ̸=0

q1+k2+k3=0

𝐶3(q1,k2,k3)𝑆
(3)
0 (q1,k2,k3)

[1 + 𝜆𝑘2
𝑆0(𝑘2)][1 + 𝜆𝑘3

𝑆0(𝑘3)]
+

+
8

𝑁
𝑆2
0(𝑞1)

∑︁
k2 ̸=0

𝐶4(q1,k2)
𝑆0(𝑘2)

1 + 𝜆𝑘2
𝑆0(𝑘2)

+

+
72

𝑁
𝑆2
0(𝑞1)

∑︁
k2 ̸=0

∑︁
k3 ̸=0

q1+k2+k3=0

𝐶2
3 (q1,k2,k3)𝑆0(𝑘2)𝑆0(𝑘3)

[1+𝜆𝑘2
𝑆0(𝑘2)][1+𝜆𝑘3

𝑆0(𝑘3)]

)︂
.

(2)

Вважаючи доданки з однiєю сумою малими в по-
рiвняннi в величиною, яка вiдтворює наближен-
ня парних кореляцiй, двочастинковий структур-
ний фактор можна подати у такому виглядi:

𝑆(𝑞1) =
𝑆0(𝑞1)

1 + (𝜆𝑞1 +Π𝑞1)𝑆0(𝑞1)
, Π𝑞1 = Π𝑛𝑝

𝑞1 +Π𝑝
𝑞1,

де Π𝑛𝑝
𝑞1 – внесок непрямих три- i чотиричастинко-

вих кореляцiй, Π𝑝
𝑞1 – внесок прямих три- i чотири-

частинкових кореляцiй:

Π𝑛𝑝
𝑞1 =

1

2𝑁𝑆2
0(𝑞1)

∑︁
k2 ̸=0

𝜆𝑘2
𝑆
(4)
0 (q1,−q1,k2,−k2)

1 + 𝜆𝑘2
𝑆0(𝑘2)

−

− 1

2𝑁𝑆2
0(𝑞1)

∑︁
k2 ̸=0

∑︁
k3 ̸=0

q1+k2+k3=0

𝜆𝑘2𝜆𝑘3

[︁
𝑆
(3)
0 (q1,k2,k3)

]︁2
[1+𝜆𝑘2𝑆0(𝑘2)][1+𝜆𝑘3𝑆0(𝑞3)]

,

Π𝑝
𝑞1 = −4𝐶2(q1)−

8

𝑁

∑︁
k2 ̸=0

𝐶4(q1,k2)𝑆0(𝑘2)

1 + 𝜆𝑘2
𝑆0(𝑘2)

−

− 12

𝑁𝑆0(𝑞1)

∑︁
k2 ̸=0

∑︁
k3 ̸=0

q1+k2+k3=0

𝐶3(q1,k2,k3)𝑆
(3)
0 (q1,k2,k3)

[1+𝜆𝑘2
𝑆0(𝑘2)][1+𝜆𝑘3

𝑆0(𝑘3)]
−

− 72

𝑁

∑︁
k2 ̸=0

∑︁
k3 ̸=0

q1+k2+k3=0

𝐶2
3 (q1,k2,k3)𝑆0(𝑘2)𝑆0(𝑘3)

[1 + 𝜆𝑘2
𝑆0(𝑘2)][1 + 𝜆𝑘3

𝑆0(𝑘3)]
.

Для тричастинкового структурного фактора ви-
раз (1) можна подати у виглядi

⟨𝜌q1𝜌q2𝜌q3⟩ = −
√
𝑁

2

𝛿 ln ⟨𝑃 (𝜌|𝜌)⟩
𝛿𝐶3(q1,q2,q3)

.

Безпосереднiй розрахунок на основi попередньої
формули дає нам такий результат:

𝑆(3)(q1,q2,q3) =
√
𝑁 ⟨𝜌q1𝜌q2𝜌q3⟩ =

=

{︂
𝑆
(3)
0 (q1,q2,q3)

[1 + 𝜆𝑞1𝑆0(𝑞1)][1 + 𝜆𝑞2𝑆0(𝑞2)][1 + 𝜆𝑞3𝑆0(𝑞3)]
+

+
12𝐶3(q1,q2,q3)𝑆0(𝑞1)𝑆0(𝑞2)𝑆0(𝑞3)

[1 + 𝜆𝑞1𝑆0(𝑞1)][1 + 𝜆𝑞2𝑆0(𝑞2)][1 + 𝜆𝑞3𝑆0(𝑞3)]

}︂
.

Незвiдний чотиричастинковий структурний фа-
ктор записується в такий спосiб:

𝑆(4)(q1,−q1,q2,−q2) =

= 𝑁 [⟨𝜌q1
𝜌−q1

𝜌q2
𝜌−q2

⟩ − ⟨𝜌q1
𝜌−q1

⟩ ⟨𝜌q2
𝜌−q2

⟩].

Середнє ⟨𝜌q1
𝜌−q1

⟩ ми знайшли ранiше, залишає-
ться розрахувати ⟨𝜌q1𝜌−q1𝜌q2𝜌−q2⟩. Знову ж таки,
на основi формули (1) можна показати, що

⟨𝜌q1
𝜌−q1

𝜌q2
𝜌−q2

⟩ = 1

𝐼𝜆

𝑑2𝐼𝜆
𝑑𝜆𝑞1𝑑𝜆𝑞2

,

де

𝐼𝜆 =

∫︁
𝑑r1...

∫︁
𝑑r𝑁𝑅0

𝑁 (𝑟|𝑟)×

× exp

⎡⎣𝑏0 − 1

2

∑︁
q ̸=0

𝜆𝑞𝜌q𝜌−q

⎤⎦𝑃 (𝜌|𝜌).
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Тодi

⟨𝜌q1
𝜌−q1

𝜌q2
𝜌−q2

⟩ − ⟨𝜌q1
𝜌−q1

⟩ ⟨𝜌q2
𝜌−q2

⟩ =

=
𝑑2

𝑑𝜆𝑞1𝑑𝜆𝑞2

ln

{︃∫︁
𝑑r1...

∫︁
𝑑r𝑁𝑅0

𝑁 (𝑟|𝑟)×

× exp

[︃
𝑏0 −

1

2

∑︁
q̸=0

𝜆𝑞𝜌q𝜌−q

]︃}︃
+

𝑑2 ln ⟨𝑃 (𝜌|𝜌)⟩
𝑑𝜆𝑞1𝑑𝜆𝑞2

.

Перший доданок у написаному вище виразi теж
знайдений ранiше [25], а другий легко розраху-
вати, беручи до уваги явний вираз для величини
⟨𝑃 (𝜌|𝜌)⟩. В результатi отримаємо

𝑆(4)(q1,−q1,q2,−q2) =
1

[1 + 𝜆𝑞1𝑆0(𝑞1)]2
×

× 1

[1 + 𝜆𝑞2𝑆0(𝑞2)]2

{︃
𝑆
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)−

−
2𝜆|q1+q2|

[︁
𝑆
(3)
0 (q1,q2,−q1 − q2)

]︁2
1 + 𝜆|q1+q2|𝑆0(|q1 + q2|)

+

+48𝑆0(𝑞1)𝑆0(𝑞2)𝑆
(3)
0 (q1,q2,−q1 − q2)×

× 𝐶3(q1,q2,−q1 − q2)

1 + 𝜆|q1+q2|𝑆0(|q1 + q2|)
+

+16𝑆2
0(𝑞1)𝑆

2
0(𝑞2)

[︃
𝐶4(q1,q2)+

+18
𝐶2

3 (q1,q2,−q1 − q2)𝑆0(|q1 + q2|)
1 + 𝜆|q1+q2|𝑆0(|q1 + q2|)

]︃}︃
.

4. Дво-, три- та чотиричастинковий
структурнi фактори в границi низьких
температур

У границi низьких температур парний i трича-
стинковий структурнi фактори рiвнi одиницi, а не-
звiдний чотиричастинковий – нулю. Їхнi похiднi по
оберненiй температурi в цiй границi дають нуль. В
цьому можна переконатися безпосередньо проана-
лiзувавши їх вирази.

𝑆0(𝑞) = 1,
𝜕𝑆0(𝑞)

𝜕𝛽
= 0,

𝑆
(3)
0 (q1,q2,q3) = 1,

𝜕𝑆
(3)
0 (q1,q2,q3)

𝜕𝛽
= 0,

𝑆
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2) = 0,

𝜕𝑆
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2)

𝜕𝛽
= 0.

Безпосередньою перевiркою можна також впевни-
тися, що

lim
𝛽→∞

𝐶2(q1) =
1

2
𝑎2(q1),

lim
𝛽→∞

𝐶3(q1,q2,q3) =
1

6
𝑎3(q1,q2,q3),

lim
𝛽→∞

𝐶4(q1,q2) =
1

8
𝑎4(q1,−q1,q2,−q2),

де величини 𝑎2(q1), 𝑎3(q1,q2,q3),
𝑎4(q1,−q1,q2,−q2) – вiдомi вирази [19]. Вони
мають такий вигляд:

𝑎2(q1) =
1

𝑁

∑︁
q2 ̸=0

[︂
𝑞22

2𝑞21𝛼𝑞1

𝑎4(q1,−q1,q2,−q2)+

+
(q2,q1 + q2)

𝑞21𝛼𝑞1

𝑎3(q1,q2,−q1 − q2)

]︂
,

𝑎3(q1,q2,q3) = −

∑︀
1≤𝑖<𝑗≤3

(q𝑖q𝑗)(𝛼𝑞𝑖 − 1)(𝛼𝑞𝑗 − 1)

2
3∑︀

𝑗=1

q2
𝑗𝛼𝑞𝑗

,

𝑎4(q1,−q1,q2,−q2) =
1

𝑞21𝛼𝑞1 + 𝑞22𝛼𝑞2

×

×
{︀
(q1 + q2)

2𝑎23(q1 + q2,−q1,−q2)+

+ (q1 − q2)
2𝑎23(q1 − q2,−q1,q2)−

− [(q1,q2 + q1)(𝛼𝑞1 − 1) + (q2,q1 + q2)(𝛼𝑞2 − 1)]×

× 𝑎3(q1 + q2,−q1,−q2)−

− [(q1,q1 − q2)(𝛼𝑞1 − 1) + (q2,q2 − q1)(𝛼𝑞2 − 1)]×

× 𝑎3(q1 − q2,−q1,q2)
}︀
.

Враховуючи все сказане вище, для парного стру-
ктурного фактора в границi низьких температур
здобудемо такий результат:

𝑆(𝑞1) =
1

𝛼2
𝑞1

[︃
𝛼𝑞1 +

1

2𝑁

∑︁
k2 ̸=0

∑︁
k3 ̸=0

q1+k2+k3=0

𝛼𝑘2
− 1

𝛼𝑘2

×

× 𝛼𝑘3 − 1

𝛼𝑘3

+2𝑎2(q1)+
2

𝑁

∑︁
k2 ̸=0

∑︁
k3 ̸=0

q1+k2+k3=0

𝑎3(q1,k2,k3)

𝛼𝑘2
𝛼𝑘3

+

+
1

𝑁

∑︁
k2 ̸=0

𝑎4(q1,k2)

𝛼𝑘2

+
2

𝑁

∑︁
k2 ̸=0

∑︁
k3 ̸=0

q1+k2+k3=0

𝑎23(q1,k2,k3)

𝛼𝑘2
𝛼𝑘3

]︃
, (3)
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де 𝑎4(q1,k2) – скорочений запис величини
𝑎4(q1,−q1,k2,−k2).

У прийнятому нами наближеннi “двох сум за
хвильовим вектором” вiн може бути записаний в
той же спосiб, як i у роботi [21]:

𝑆(𝑞) = 1/[1− 2𝑎2(𝑞)− Σ(𝑞)],

де

Σ(𝑞) =
1

𝑁

∑︁
k̸=0

𝑎4(k,−k,q,−q)

1− 2�̃�2(𝑘)
+

2

𝑁
×

×
∑︁
k1 ̸=0

∑︁
k2 ̸=0

q+k1+k2=0

{̃𝑎2(𝑘1)�̃�2(𝑘2)+𝑎3(q,k1,k2)[1+𝑎3(q,k1,k2)]}
(1− 2�̃�2(𝑘1))(1− 2�̃�2(𝑘2))

,

�̃�2(𝑞1) = −1

2
(𝛼𝑞1 − 1)+

+
1

𝑁

∑︁
q2 ̸=0

[︂
𝑞22

2𝑞21𝛼𝑞1

𝑎4(q1,−q1,q2,−q2)+

+
(q2,q1 + q2)

𝑞21𝛼𝑞1

𝑎3(q1,q2,−q1 − q2)

]︂
.

Аналогiчно для тричастинкового i чотирича-
стинкового структурних факторiв в границi низь-
ких температур матимемо такi вирази:

𝑆(3)(q1,q2,q3) =
1

𝛼𝑞1𝛼𝑞2𝛼𝑞3

{1 + 2𝑎3(q1,q2,q3)},

𝑆(4)(q1,−q1,q2,−q2) =
2

𝛼2
𝑞1𝛼

2
𝑞2

[︂
−
𝛼|q1+q2| − 1

𝛼|q1+q2|
+

+
4

𝛼|q1+q2|
𝑎3(q1,q2,−q1 − q2)+

+ 𝑎4(q1,q2) +
4

𝛼|q1+q2|
𝑎23(q1,q2,−q1 − q2)

]︂
.

5. Дво, три- та чотиричастинковий
структурнi фактори в границi високих
температур

Користуючись явним виглядом виразiв для вели-
чин 𝐶2(q1), 𝐶

0

2(q1), 𝐶3(q1,q2,q3), 𝐶
0

3(q1,q2,q3),
𝐶4(q1,q2), 𝐶

0

4(q1,q2) (Додаток 2), легко може-
мо отримати, що в границi високих температур
(𝑇 → ∞ або 𝛽 → 0):

lim
𝛽→0

𝐶2(q1) = lim
𝛽→0

𝐶
0

2(q1) =
1

16𝑁

∑︁
q2 ̸=0

∑︁
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

𝑞21(q2q3)

𝑞22𝑞
2
3

,

lim
𝛽→0

𝐶3(q1,q2,q3) = lim
𝛽→0

𝐶
0

3(q1,q2,q3) =
1

12
,

lim
𝛽→0

𝐶4(q1,q2) = lim
𝛽→0

𝐶
0

4(q1,q2) =
1

8
,

lim
𝛽→0

𝐶2(q1)= lim
𝛽→0

𝐶3(q1,q2,q3)= lim
𝛽→0

𝐶4(q1,q2) = 0.

Тому в границi високих температур дво-, три- i
чотиричастинковий структурнi фактори багатобо-
зонної системи переходять у вiдповiднi вирази для
iдеального бозе-газу:

lim
𝛽→0

𝑆(𝑞) = 𝑆0(𝑞),

lim
𝛽→0

𝑆(3)(q1,q2,q3) = 𝑆
(3)
0 (q1,q2,q3),

lim
𝛽→0

𝑆(4)(q1,−q1,q2,−q2) = 𝑆
(4)
0 (q1,−q1,q2,−q2).

6. Чисельнi розрахунки

Чисельний розрахунок двочастинкового структур-
ного фактора (2) будемо проводити з урахуванням
ефективної маси [33]. Щоб не перевищувати то-
чнiсть розрахункiв ми використовуватимемо ефе-
ктивну масу лише в доданках, якi вiдтворюють на-
ближення парних кореляцiй, натомiсть у виразах,
якi мiстять суму за хвильовим вектором, стоїть
“гола” маса. Тут варто зробити ще таке зауважен-
ня: у структурних факторах iдеального бозе-газу,
якi входять у вирази з сумою за хвильовим векто-
ром, ефективна маса використана лише для того,
щоб змiстити критичну точку через перенормува-
ння активностi 𝑧0 = exp[𝛽𝜇], де 𝜇 – хiмiчний потен-
цiал. Введення ефективної маси дозволяє уникну-
ти iнфрачервоних розбiжностей, присутнiх у непе-
ренормованому чотиричастинковому структурно-
му факторi iдеального бозе-газу.

Для розрахунку величин з однiєю сумою за хви-
льовим вектором потрiбно вiд пiдсумовування пе-
рейти до iнтегрування за вiдомим [35] правилом:∑︁
k

=
𝑉

(2𝜋)3

∫︁
𝑑k.

Провiвши вiдповiднi перетворення i зробивши не-
обхiдну замiну змiнних, для нашого випадку ми
отримаємо таке правило переходу вiд пiдсумову-
вання до iнтегрування:

1

𝑁

∑︁
k2 ̸=0

∑︁
k3 ̸=0

q1+k2+k3=0

=
1

4𝜋2𝜌𝑞1

∞∫︁
0

𝑘2𝑑𝑘2

|𝑞1+𝑘2|∫︁
|𝑞1−𝑘2|

𝑘3𝑑𝑘3,
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Рис. 1. Структурний фактор рiдкого 4He при температурi
𝑇 = 1,0 K
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Рис. 2. Структурний фактор рiдкого 4He при температурi
𝑇 = 1,38 K
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Рис. 3. Структурний фактор рiдкого 4He при температурi
𝑇 = 1,67 K
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Рис. 4. Структурний фактор рiдкого 4He при температурi
𝑇 = 2,2 K
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Рис. 5. Структурний фактор рiдкого 4He при температурi
𝑇 = 2,5 K
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Рис. 6. Структурний фактор рiдкого 4He при температурi
𝑇 = 3,0 K
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Рис. 7. Структурний фактор рiдкого 4He при температурi
𝑇 = 3,5 K
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Рис. 8. Структурний фактор рiдкого 4He при температурi
𝑇 = 4,24 K

де 𝜌 – рiвноважна густина бозе-системи. Для та-
кої квантової рiдини, як 4He вона рiвна 𝜌 =
= 0,02185 Å−3 [36]. Наступний крок полягає у роз-
рахунку величин 𝛼𝑞 за допомогою екстрапольова-
ного на основi експериментальних даних значення
парного структурного фактора в нулi температур.
Цю iнформацiю беремо з роботи [31].

Звернiмося тепер до рiвняння (3), переписавши
його в такий спосiб:

1

𝛼𝑞1

= 𝑆exp(𝑞1)−

− 1

𝛼2
𝑞1

[︂
1

2𝑁

∑︁
k2 ̸=0

∑︁
k3 ̸=0

q1+k2+k3=0

𝛼𝑘2 − 1

𝛼𝑘2

𝛼𝑘3 − 1

𝛼𝑘3

+

+2𝑎2(q1) +
2

𝑁

∑︁
k2 ̸=0

∑︁
k3 ̸=0

q1+k2+k3=0

𝑎3(q1,k2,k3)

𝛼𝑘2
𝛼𝑘3

+

+
1

𝑁

∑︁
k2 ̸=0

𝑎4(q1,k2)

𝛼𝑘2

+
2

𝑁

∑︁
k2 ̸=0

∑︁
k3 ̸=0

q1+k2+k3=0

𝑎23(q1,k2,k3)

𝛼𝑘2
𝛼𝑘3

]︂
. (4)

Ми отримали iтерацiйне рiвняння стосовно 𝛼𝑞. В
нульовому наближеннi 𝛼𝑞 = 1/𝑆exp(𝑞). Пiдставля-
ючи це значення 𝛼𝑞 в праву частину рiвностi (4),
отримуємо значення 𝛼𝑞 в першому наближеннi i
т.д. Однак такий iтерацiйний процес не є збiжним,
що скорiш за все пов’язано з замалою кiлькiстю
членiв розкладу для структурного фактора (3).
Тому ми обмежимося лише нульовим наближен-
ням для 𝛼𝑞.

Результати чисельних розрахункiв для темпера-
тур 1,0 К, 1,38 К, 1,67 К, 2,2 К, 2,5 K, 3,0 К, 3,5 К,
4,24 К наведенi на рис. 1–8. Експериментальнi да-
нi для структурного фактора при згаданих вище
температурах були взятi з робiт [12, 13].

В усiх наведених рисунках вигляд графiкiв має
такий змiст: суцiльна лiнiя – обчислений структур-
ний фактор з урахуванням прямих три- i чотири-
частинкових кореляцiй, пунктирна лiнiя – набли-
ження парних кореляцiй, кружечки – експеримен-
тальний структурний фактор.

7. Висновок

У цiй роботi були знайденi вирази для дво-, три-
i чотиричастинкових структурних факторiв в на-
ближеннi “однiєї суми за хвильовим вектором” iз
врахуванням прямих три- i чотиричастинкових ко-
реляцiй в широкотемпературнiй дiлянцi. В грани-
цi низьких температур отриманий вираз для дво-
частинкового структурного фактора переходить в
уже вiдомий [21]. Цi самi слова будуть актуаль-
ними i по вiдношенню до границi високих тем-
ператур.

Знайденi вирази є доволi громiздкими. Для їх
аналiзу були застосованi чисельнi методи i в ре-
зультатi здобуто графiчне представлення для пар-
ного структурного фактора при рiзних значеннях
температури рiдкого 4He. На черзi є розрахунок
внутрiшньої енергiї i знаходження температурної
залежностi швидкостi першого звуку в багатобо-
зоннiй системi, що i буде предметом наших насту-
пних статей.
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ДОДАТОК 1

𝑃 (𝜌|𝜌′) = exp

[︂
𝑐0

𝑁
+
∑︁
q1 ̸=0

1∑︁
𝑖1=0

1∑︁
𝑗1=0

𝑐2
(︀
1𝑗1,−1𝑖1

)︀
×

×
(︁
𝜌𝑗1q1

𝜌𝑖1−q1
+ 𝜌1−𝑗1

q1
𝜌1−𝑖1
−q1

)︁
+

+
1

√
𝑁

∑︁
q1 ̸=0

∑︁
q2 ̸=0

∑︁
q3 ̸=0

q1+q2+q3 ̸=0

1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝑐3(1
𝑖1 , 2𝑖2 , 3𝑖3 )×

×
(︀
𝜌𝑖1q1

𝜌𝑖2q2
𝜌𝑖3q3

+ 𝜌1−𝑖1
q1

𝜌1−𝑖2
q2

𝜌1−𝑖3
q3

)︀
+

+
1

𝑁

∑︁
q1 ̸=0

∑︁
q2 ̸=0

1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

1∑︁
𝑗1,𝑗2=0

𝑐4(1
𝑗1 ,−1𝑖1 , 2𝑗2 ,−2𝑖2 )×

×
(︁
𝜌𝑗1q1

𝜌𝑖1−q1
𝜌𝑗2q2

𝜌𝑖2−q2
+ 𝜌1−𝑗1

q1
𝜌1−𝑖1
−q1

𝜌1−𝑗2
q2

𝜌1−𝑖2
−q2

)︁]︂
.

Iндекси 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑗1, 𝑗2, якi стоять бiля величин 𝜌q
можуть набирати значення 0 або 1, при цьому значення 0

означає вiдсутнiсть штриха, а 1 – присутнiсть. Позначен-
ня 𝑐2

(︀
1𝑗1,−1𝑖1

)︀
– це скорочений запис 𝑐2

(︁
𝜌𝑗1𝑞1 , 𝜌

𝑖1
−𝑞1

)︁
,

вiдповiдно 𝑐3(1𝑖1 , 2𝑖2 , 3𝑖3 ) – це 𝑐3(𝜌
𝑖1
𝑞1 , 𝜌

𝑖2
𝑞2 , 𝜌

𝑖3
𝑞3 ), а

𝑐4(1𝑗1 ,−1𝑖1 , 2𝑗2 ,−2𝑖2 ) – це 𝑐4(𝜌
𝑗1
𝑞1 , 𝜌

𝑖1
−𝑞1

, 𝜌𝑗2𝑞2 , 𝜌
𝑖2
−𝑞2

). Далi

𝑐2
(︀
1𝑗1,−1𝑖1

)︀
= 𝑐2

(︀
1𝑗1,−1𝑖1

)︀
− 𝑐02

(︀
1𝑗1,−1𝑖1

)︀
,

𝑐3(1
𝑖1 , 2𝑖2 , 3𝑖3 ) = 𝑐3(1

𝑖1 , 2𝑖2 , 3𝑖3 )− 𝑐03(1
𝑖1 , 2𝑖2 , 3𝑖3 ),

𝑐4(1
𝑗1 ,−1𝑖1 , 2𝑗2 ,−2𝑖2 ) = 𝑐4(1

𝑗1 ,−1𝑖1 , 2𝑗2 ,−2𝑖2 )−
− 𝑐04(1

𝑗1 ,−1𝑖1 , 2𝑗2 ,−2𝑖2 ).

Величини 𝑐00, 𝑐
0
2, 𝑐

0
3, 𝑐

0
4 – це вiдповiднi величини 𝑐0, 𝑐2, 𝑐3,

𝑐4, в яких у виразах прийнято 𝛼𝑞1 = 𝛼𝑞2 = 𝛼𝑞3 = 1.
Величина 𝑐4(1𝑗1 ,−1𝑖1 , 2𝑗2 ,−2𝑖2 ) складається з двох до-

данкiв:

𝑐4(1
𝑗1 ,−1𝑖1 , 2𝑗2 ,−2𝑖2 ) = 𝑐

(1)
4 (1𝑗1 ,−1𝑖1 , 2𝑗2 ,−2𝑖2 )+

+ 𝑐
(2)
4 (1𝑗1 ,−1𝑖1 , 2𝑗2 ,−2𝑖2 ),

де

𝑐
(1)
4 (1𝑗1 ,−1𝑖1 , 2𝑗2 ,−2𝑖2 ) =

= −
1

64

~2

2𝑚

(−1)𝑖1+𝑖2+𝑗1+𝑗2 (𝑞21 + 𝑞22)

sh2(𝛽𝐸𝑞1 ) sh
2(𝛽𝐸𝑞2 )

×

×
∑︁
±1

∑︁
±2

∑︁
±3

±1±2±3

sh
[︁
𝛽
2
(𝐸𝑞1±1𝐸𝑞1±2𝐸𝑞2±3𝐸𝑞2 )

]︁
𝐸𝑞1 ±1 𝐸𝑞1 ±2 𝐸𝑞2 ±3 𝐸𝑞2

×

× ch

[︂
𝛽

2

(︂
(−1)𝑖1𝐸𝑞1 ±1 (−1)𝑗1𝐸𝑞1±2

±2(−1)𝑖2𝐸𝑞2 ±3 (−1)𝑗2𝐸𝑞2

)︂]︂
.

𝑐
(2)
4 (1𝑗1 ,−1𝑖1 , 2𝑗2 ,−2𝑖2 ) =

(−1)𝑖1+𝑖2+𝑗1+𝑗2

128𝛼𝑞3

(︂
~2

2𝑚

)︂2
×

×
𝑄(�̃�𝑞1 , �̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )

sh2(𝛽𝐸𝑞1) sh
2(𝛽𝐸𝑞2) sh(𝛽𝐸𝑞3)

sh

[︂
𝛽

2
(�̃�𝑞1+�̃�𝑞2+𝐸𝑞3 )

]︂
×

×
{︂
𝛽

�̃�
sh

[︂
𝛽

2

(︁
(−1)𝑖1 �̃�𝑞1 + (−1)𝑖2 �̃�𝑞2 − 𝐸𝑞3

)︁]︂
×

×𝑄(�̃�𝑞1 , �̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )−
2 sh

[︁
𝛽
2
�̃�
]︁

�̃�2
𝑄(�̃�𝑞1 , �̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )×

× ch
[︁
𝛽
(︁
(𝑖1 − 1)�̃�𝑞1 + (𝑖2 − 1)�̃�𝑞2

)︁]︁
−

−
2 sh

[︁
𝛽
2
�̃�𝑞2

]︁
�̃��̃�𝑞2

𝑄(�̃�𝑞1 ,−�̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )×

× ch

[︂
𝛽

2

(︁
(−1)𝑖1 �̃�𝑞1 + 2(𝑖2 − 1)�̃�𝑞2 − 𝐸𝑞3

)︁]︂
+

+
2 sh

[︁
𝛽
2
(�̃�𝑞1 + 𝐸𝑞3 )

]︁
�̃�(�̃�𝑞1 + 𝐸𝑞3 )

𝑄(�̃�𝑞1 ,−�̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )×

× ch

[︂
𝛽

2

(︁
2(𝑖1 − 1)�̃�𝑞1 + (−1)𝑖2 �̃�𝑞2

)︁]︂
−

−
2 sh

[︁
𝛽
2
�̃�𝑞1

]︁
�̃��̃�𝑞1

𝑄(−�̃�𝑞1 , �̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )×

× ch

[︂
𝛽

2

(︁
(−1)𝑖2 �̃�𝑞2 + 2(𝑖1 − 1)�̃�𝑞1 − 𝐸𝑞3

)︁]︂
+

+
2 sh

[︁
𝛽
2
(�̃�𝑞2 + 𝐸𝑞3 )

]︁
�̃�(�̃�𝑞2 + 𝐸𝑞3 )

𝑄(−�̃�𝑞1 , �̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )×

× ch

[︂
𝛽

2

(︁
2(𝑖2 − 1)�̃�𝑞2 + (−1)𝑖1 �̃�𝑞1

)︁]︂
−

−
2 sh

[︁
𝛽
2
𝐸𝑞3

]︁
�̃�𝐸𝑞3

𝑄(−�̃�𝑞1 ,−�̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )×

× ch

[︂
𝛽

2

(︁
(−1)𝑖2 �̃�𝑞2 + (−1)𝑖1 �̃�𝑞1

)︁]︂
+

+
2 sh

[︁
𝛽
2
(�̃�𝑞1 + 𝐸𝑞2 )

]︁
�̃�(�̃�𝑞1 + 𝐸𝑞2 )

𝑄(−�̃�𝑞1 ,−�̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )×

× ch

[︂
𝛽

2

(︁
2(𝑖2 − 1)�̃�𝑞2 + 2(𝑖1 − 1)�̃�𝑞1 − 𝐸𝑞3

)︁]︂}︂
.

Коефiцiєнти 𝑐2(1𝑗1 ,−1𝑖1 ) i 𝑐0 можна виразити через ве-
личини 𝑐

(1)
4 (1𝑗1 ,−1𝑖1 , 2𝑗2 ,−2𝑖2 ) i 𝑐(2)4 (1𝑗1 ,−1𝑖1 , 2𝑗2 ,−2𝑖2 ):

𝑐2(1
𝑗1 ,−1𝑖1 ) = 2𝛼𝑞2 sh [𝛽𝐸𝑞2 ]×

×
(︁
2𝑐

(1)
4 (1𝑗1 ,−1𝑖1 , 2,−2′) + 𝑐

(2)
4 (1𝑗1 ,−1𝑖1 , 2,−2′)

)︁
,

𝑐0 = 4𝛼𝑞1𝛼𝑞2 sh [𝛽𝐸𝑞1 ] sh [𝛽𝐸𝑞2 ]×

×
(︃
2𝑐

(1)
4 (1,−1′, 2,−2′) +

𝑐
(2)
4 (1,−1′, 2,−2′)

3

)︃
.

Величина 𝑐3(1𝑖1 , 2𝑖2 , 3𝑖3 ) має такий вигляд:

𝑐3(1
𝑖1 , 2𝑖2 , 3𝑖3 )=−

1

16

~2

2𝑚

(−1)𝑖1+𝑖2 (q1q2)

sh[𝛽𝐸𝑞1 ] sh[𝛽𝐸𝑞2 ] sh[𝛽𝐸𝑞3 ]
×

×
∑︁
±1

∑︁
±2

(𝛼𝑞1𝛼𝑞2 ±1 ±21)
sh
[︁
𝛽
2

(︁
�̃�𝑞1 + �̃�𝑞2 + 𝐸𝑞3

)︁]︁
�̃�𝑞1 + �̃�𝑞2 + 𝐸𝑞3

×

× sh

[︂
𝛽

2

(︁
(−1)𝑖1 �̃�𝑞1 + (−1)𝑖2 �̃�𝑞2 + (−1)𝑖3𝐸𝑞3

)︁]︂
.

В написаних вище виразах введенi такi позначення:
�̃�𝑞1 = ±1𝐸𝑞1 ; �̃�𝑞2 = ±2𝐸𝑞1 ;

�̃�𝑞1 = ±1𝛼𝑞1 ; �̃�𝑞2 = ±1𝛼𝑞2 ;

�̃� = ±1𝐸𝑞1 ±2 𝐸𝑞2 + 𝐸𝑞3 ;

𝑄(�̃�𝑞1 , �̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 ) = (±1 ±2 𝛼𝑞1𝛼𝑞2 + 1)(q1q2)+

+ (±1𝛼𝑞1𝛼𝑞3 + 1)(q1q3) + (±2𝛼𝑞2𝛼𝑞3 + 1)(q2q3).
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ДОДАТОК 2

𝐶2(q1) = 𝐶2(q1)− 𝐶
0
2(q1),

𝐶3(q1,q2,q3) = 𝐶3(q1,q2,q3)− 𝐶
0
3(q1,q2,q3),

𝐶4(q1,q2) = 𝐶4(q1,q2)− 𝐶
0
4(q1,q2),

де

𝐶2(q1) =
1

2

1∑︁
𝑖1=0

1∑︁
𝑗1=0

𝑐2(1
𝑗1,−1𝑖1 );

𝐶3(q1,q2,q3)=
1

2

1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝑐3(1
𝑖1 , 2𝑖2 , 3𝑖3 );

𝐶4(q1,q2)=
1

2

1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

1∑︁
𝑗1,𝑗2=0

𝑐4(1
𝑗1 ,−1𝑖1 , 2𝑗2 ,−2𝑖2 ).

Позначення 𝐶
0
2(q1), 𝐶

0
3(q1,q2,q3), 𝐶

0
4(q1,q2) означають

величини 𝐶2(q1), 𝐶3(q1,q2,q3), 𝐶4(q1,q2), у виразах для
яких Боголюбiвський фактор рiвний одиницi: 𝛼𝑞1 = 𝛼𝑞2 =

𝛼𝑞3 = 1. Самi ж величини 𝐶2(q1), 𝐶3(q1,q2,q3), 𝐶4(q1,q2)

мають такий вигляд:

𝐶2(q1) = −
1

4

∑︁
q2 ̸=0

~2

2𝑚

𝑞21 + 𝑞22

𝛼𝑞2 ch2
[︁
𝛽
2
𝐸𝑞1

]︁
sh[𝛽𝐸𝑞2 ]

×

×
{︂
𝛽

4
ch[𝛽𝐸𝑞2 ]−

sh[𝛽𝐸𝑞2 ]

4𝐸𝑞2

+
sh[𝛽𝐸𝑞1 ] ch[𝛽𝐸𝑞2 ]

4𝐸𝑞1

−

−
sh[𝛽(𝐸𝑞1 + 𝐸𝑞2 )]

8(𝐸𝑞1 + 𝐸𝑞2 )
−

sh[𝛽(𝐸𝑞1 − 𝐸𝑞2 )]

8(𝐸𝑞1 − 𝐸𝑞2 )

}︂
+

1

16

(︂
~2

2𝑚

)︂2
×

×
∑︁
q2 ̸=0

∑︁
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

𝑄(�̃�𝑞1 , �̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 ) ch
[︁
𝛽
2
(�̃�𝑞2 + 𝐸𝑞3 )

]︁
𝛼𝑞2𝛼𝑞3 �̃� ch2

[︁
𝛽
2
𝐸𝑞1

]︁
sh [𝛽𝐸𝑞2 ] sh [𝛽𝐸𝑞3 ]

×

×
{︃
𝛽

4
sh

[︂
𝛽

2
(�̃�𝑞2 + 𝐸𝑞3 )

]︂
𝑄(�̃�𝑞1 , �̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )+

+
1

2
sh

[︂
𝛽

2
�̃�

]︂
sh

[︂
𝛽

2
�̃�𝑞1

]︂
×

×
(︃
𝑄(−�̃�𝑞1 , �̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )

�̃�
+

𝑄(�̃�𝑞1 , �̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )

�̃�𝑞1

)︃
−

−
1

2
sh

[︂
𝛽

2
(�̃�𝑞1 + �̃�𝑞2 )

]︂
sh

[︂
𝛽

2
(�̃�𝑞1 + 𝐸𝑞3 )

]︂
×

×
(︃
𝑄(−�̃�𝑞1 ,−�̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )

�̃�𝑞1 + �̃�𝑞2

+
𝑄(�̃�𝑞1 , �̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )

�̃�𝑞1 + 𝐸𝑞3

)︃
−

−
1

2
sh

[︂
𝛽

2
�̃�𝑞2

]︂
sh

[︂
𝛽

2
𝐸𝑞3

]︂
×

×
(︃
𝑄(�̃�𝑞1 ,−�̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )

�̃�𝑞2

+
𝑄(−�̃�𝑞1 ,−�̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )

𝐸𝑞3

)︃}︃
.

𝐶3(q1,q2,q3) = −
1

48

~2

2𝑚

sh
[︁
𝛽
2
�̃�
]︁

�̃�
3∏︀

𝑗=1
ch
[︁
𝛽
2
𝐸𝑞𝑗

]︁ ×
×𝑄(�̃�𝑞1 , �̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 ). (5)

𝐶4(q1,q2) = −
1

16

∑︁
q1 ̸=0

∑︁
q2 ̸=0

~2

2𝑚

(𝑞21 + 𝑞22)

ch2
[︁
𝛽
2
𝐸𝑞1

]︁ ×
×

1

ch2
[︁
𝛽
2
𝐸𝑞2

]︁{︃𝛽
4
+

sh[𝛽𝐸𝑞2 ]

4𝐸𝑞2

+
sh[𝛽𝐸𝑞1 ] ch[𝛽𝐸𝑞2 ]

4𝐸𝑞1

+

+
sh[𝛽(𝐸𝑞1 + 𝐸𝑞2 )]

8(𝐸𝑞1 + 𝐸𝑞2 )
+

sh[𝛽(𝐸𝑞1 − 𝐸𝑞2 )]

8(𝐸𝑞1 − 𝐸𝑞2 )

}︂
+

1

64

(︂
~2

2𝑚

)︂2
×

×
∑︁
q3 ̸=0

q1+q2+q3=0

𝑄(�̃�𝑞1 , �̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )

𝛼𝑞3 �̃� ch2
[︁
𝛽
2
𝐸𝑞1

]︁
ch2

[︁
𝛽
2
𝐸𝑞2

]︁
ch
[︁
𝛽
2
𝐸𝑞3

]︁×

×
{︃(︃

𝛽

4
ch

[︂
𝛽

2
𝐸𝑞3

]︂
−

sh
[︁
𝛽
2
�̃�
]︁

2�̃�
ch

[︂
𝛽

2
(�̃�𝑞1+�̃�𝑞2 )

]︂)︃
×

×𝑄(̃𝛼𝑞1, �̃�𝑞2, 𝛼𝑞3)+

(︃
sh
[︁
𝛽
2
�̃�𝑞2

]︁
2�̃�𝑞2

ch

[︂
𝛽

2
(�̃�𝑞2+𝐸𝑞3 )

]︂
−

−
sh
[︁
𝛽
2
(�̃�𝑞1+𝐸𝑞3 )

]︁
2(�̃�𝑞1 + 𝐸𝑞3 )

ch

[︂
𝛽

2
�̃�𝑞2

]︂)︃
𝑄(�̃�𝑞1 ,−�̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )+

+

(︃
sh
[︁
𝛽
2
�̃�𝑞1

]︁
2�̃�𝑞1

ch

[︂
𝛽

2
(�̃�𝑞1 + 𝐸𝑞3 )

]︂
−

−
sh
[︁
𝛽
2
(�̃�𝑞2+𝐸𝑞3 )

]︁
2(�̃�𝑞2 + 𝐸𝑞3 )

ch

[︂
𝛽

2
�̃�𝑞1

]︂)︃
𝑄(−�̃�𝑞1 , �̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )+

+

(︃
−

sh
[︁
𝛽
2
𝐸𝑞3

]︁
2𝐸𝑞3

+
sh
[︁
𝛽
2
(�̃�𝑞1+�̃�𝑞2 )

]︁
2(�̃�𝑞1 + �̃�𝑞2 )

ch

[︂
𝛽

2
�̃�

]︂)︃
×

×𝑄(−�̃�𝑞1 ,−�̃�𝑞2 , 𝛼𝑞3 )

}︃
.
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И.А.Вакарчук, О.И. Григорчак

СТРУКТУРНЫЕ ФУНКЦИИ
МНОГОБОЗОННОЙ СИСТЕМЫ С УЧЕТОМ ПРЯМЫХ
ТРЕХ- И ЧЕТЫРЕХЧАСТИЧНЫХ КОРРЕЛЯЦИЙ

Р е з ю м е

На основании выражения для матрицы плотности взаимо-
действующих бозе-частиц в координатном представлении
для широкого интервала температур с учетом прямых трех-
и четырехчастичных корреляций [I.О. Вакарчук, О.I. Гри-
горчак, Журн. физ. досл. 3, 3005 (2009)] были рассчита-
ны двух-, трех- и четырехчастичные структурные факторы
жидкого 4He в приближении “одной суммы по волновому
вектору”. В пределе низких температур полученное выра-
жение для двухчастичного структурного фактора перехо-
дит в уже известное. В пределе высоких температур выра-
жения для двух-, трех- и четырехчастичных структурных
факторов редуцируются к структурным факторам идеаль-
ного бозе-газа. Результаты работы могут быть применены
для расчета термодинамических функций жидкого 4He и
нахождения температурной зависимости скорости первого
звука в многобозонной системе.

I.O.Vakarchuk, O.I. Hryhorchak

STRUCTURE FUNCTIONS OF MANY-BOSON
SYSTEM WITH REGARD FOR DIRECT THREE-
AND FOUR-PARTICLE CORRELATIONS

S u m m a r y

On the basis of the expression for the density matrix of

interacting Bose particles in the coordinate representation

with regard for the direct three- and four-particle correlations

[I.O. Vakarchuk and O.I. Hryhorchak, J. Phys. Stud. 3, 3005

(2009)], the two-, three-, and four-particle structure factors

of liquid 4He in a wide temperature interval were calculated

in the approximation “one sum over the wave vector”. In the

low-temperature limit, the expression obtained for the two-

particle structure factor transforms into the well-known one. In

the high-temperature limit, the expressions for the two-, three-,

and four-particle structure factors are reduced to those for the

ideal Bose gas. The results obtained can be applied to calcu-

lations of the thermodynamic functions of liquid 4He and to

the determination of the temperature dependence of the first-

sound velocity in a many-boson system.
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