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ВПЛИВ АНIЗОТРОПIЇ ОБМIННОЇ
ВЗАЄМОДIЇ ГЕЙЗЕНБЕРГА НА ПРОЦЕС
НАМАГНIЧЕННЯ ФРУСТРОВАНОГО РОМБIЧНОГО
ЛАНЦЮЖКА У СИЛЬНОМУ МАГНIТНОМУ ПОЛIУДК 538.955

Розглядається спiн- 1
2

антиферомагнiтна 𝑋𝑋𝑍 модель Гейзенберга на фрустровано-
му ромбiчному ланцюжку в зовнiшньому магнiтному полi, прикладеному вздовж осi
𝑥 або вздовж осi 𝑧. Використовуючи ефективнi моделi, знайденi в наближеннi силь-
ного зв’язку для випадку взаємодiї Гейзенберга з параметром анiзотропiї Δ > 1, до-
слiджено процес намагнiчення фрустрованого ромбiчного спiнового ланцюжка. Теорiя
застосована до пояснення експериментальних даних для природного мiнералу азуриту.
Cu3(CO3)2(OH)2.

К люч о в i с л о в а: квантовий антиферомагнетик Гейзенберга, фрустрований ромбiчний
ланцюжок, азурит.

1. Вступ

В останнi роки багато уваги звертається на те-
оретичне i експериментальне вивчення властиво-
стей фрустрованих квантових антиферомагнети-
кiв Гейзенберга [1]. На вiдмiну вiд феромагнетикiв,
в антиферомагнiтних спiнових системах можлива
конкуренцiя взаємодiй (фрустрацiї). Це може бути
конкуренцiя обмiнних взаємодiй мiж сусiднiми спi-
нами i наступними пiсля сусiднiх спiнами на про-
стих ґратках (наприклад, 𝐽1 − 𝐽2 модель на ква-
дратнiй ґратцi) чи взаємодiя найближчих спiнiв
на ґратках зi складною геометрiєю (наприклад, на
ґратцi кагоме).

Iснує широкий клас одно-, дво- i тривимiрних
квантових антиферомагнетикiв Гейзенберга, якi
можуть бути дослiдженi детально спецiальними
методами. Це так званi фрустрованi квантовi ан-
тиферомагнетики Гейзенберга з бездисперсiйни-
ми (плоскими) магнонними станами з найменшою
енергiєю. Дослiдження властивостей таких спiно-
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вих систем у сильних магнiтних полях та при низь-
ких температурах ґрунтується на концепцiї лока-
лiзованих магнонiв [2–6], яка дозволяє звести за-
дачу до певного класичного ґраткового газу жорс-
тких об’єктiв. Характерними особливостями спiно-
вих систем, що допускають iснування локалiзова-
них магнонiв, при 𝑇 = 0 (в основному станi) є пла-
то та стрибок у кривiй намагнiченостi при полi на-
сичення, нестiйкiсть Пайєрлса, а також залишко-
ва ентропiя при полi насичення. Теорiя, розвине-
на в роботах [2–5], стосується так званої iдеальної
геометрiї, коли одномагноннi стани строго лока-
лiзованi (одномагнонна зона строго бездисперсiй-
на). Ця теорiя також передбачає iзотропiю обмiн-
них взаємодiй Гейзенберга (параметр анiзотропiї
Δ = 1), коли напрямок прикладеного магнiтного
поля не є iстотним. В реальних системах можли-
ве вiдхилення вiд умов, якi забезпечують строгу
локалiзацiю магнонiв, а обмiннi взаємодiї Гейзен-
берга можуть бути анiзотропними (Δ ̸= 1). Постає
важливе питання: якi є наслiдки для спостережу-
ваних властивостей через вiдхилення вiд iдеальної
геометрiї чи через довiльнiсть напрямку прикладе-
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Рис. 1. Фрустрований ромбiчний спiновий ланцюжок. Зру-
чно нумерувати вузли ґратки парою iндексiв, де перший
iндекс нумерує комiрки ґратки 𝑚 = 1, ...,𝒩 , 𝒩 = 𝑁

3
, 𝑁 –

число вузлiв у ґратцi, а другий – позначає положення вузла
в комiрцi

ного магнiтного поля, якщо взаємодiя Гейзенберга
не є iзотропною? Iншими словами, як виглядатиме
теорiя таких фрустрованих квантових антиферо-
магнетикiв поблизу парадигми локалiзованих ма-
гнонiв?

Випадок вiдхилення вiд iдеальної геометрiї до-
слiджено у роботах [7–9]. У роботi [7] для дослi-
дження властивостей деформованого ромбiчного
спiнового ланцюжка збудованi ефективнi гамiль-
тонiани в наближеннi сильного зв’язку. Дане на-
ближення було вдосконалене у [8]. У статтi [9] бу-
ло запропоновано евристичний анзац для стати-
стичної суми деформованого ромбiчного спiнового
ланцюжка. Цi дослiдження стосувалися випадку
iзотропної взаємодiї Гейзенберга (Δ = 1).

Останнi десять рокiв багато уваги до себе при-
вертає природний мiнерал азуритCu3(CO3)2(OH)2,
магнiтнi властивостi якого можуть бути описанi
моделлю фрустрованого ромбiчного спiнового
ланцюжка Гейзенберга [10–13]. Модель азуриту
вiдповiдає набору параметрiв поблизу iдеальної
геометрiї, яка передбачає iснування локалiзованих
магнонiв [14]. У роботi [11] приведенi результати
експериментальних дослiджень магнiтних вла-
стивостей азуриту при температурi 𝑇 < 4,2 K
та магнiтному полi 𝐻 = 0–50 T. Зокрема, були
отриманi кривi намагнiченостi у магнiтному полi,
прикладеному вздовж кристалографiчної осi 𝑏 та
перпендикулярно до неї. Цi кривi не збiгаються,
що може бути спричинене анiзотропiєю обмiнних
взаємодiй Гейзенберга у азуритi (див. [12]).

Питання про намагнiчення фрустрованого ром-
бiчного ланцюжка з 𝑋𝑋𝑍 взаємодiєю Гейзенберга
у довiльно орiєнтованому полi поставлено у робо-
тi [15], але аналiз обмежений випадком, коли па-
раметр анiзотропiї обмiнної взаємодiї 0 6 Δ < 1.
Зокрема, у роботi [15] представленi результати до-
слiдження кривих намагнiченостi фрустрованого
ромбiчного анiзотропного ланцюжка Гейзенберга

в магнiтному полi, прикладеному вздовж осi 𝑥
i вздовж осi 𝑧. Для опису системи при низьких
температурах були побудованi ефективнi гамiль-
тонiани в наближеннi сильного зв’язку, якi вияви-
лись точно розв’язними моделями, а саме спiн- 12
𝑋𝑌 ланцюжками у зовнiшньому поперечному по-
лi. Для таких спiнових ланцюжкiв застосовний ме-
тод фермiонiзацiї Йордана–Вiгнера [16].

У теперiшнiй роботi розглядатимемо фрустро-
ваний ромбiчний 𝑋𝑋𝑍 ланцюжок Гейзенберга у
магнiтному полi, орiєнтованому вздовж осi 𝑥 чи 𝑧,
але тепер вважатимемо, що параметр анiзотропiї
обмiнної взаємодiї Гейзенберга Δ > 1. Ми знову по-
будуємо ефективнi моделi для цього спiнового лан-
цюжка в наближеннi сильного зв’язку, отримаємо
кривi намагнiченостi при низьких температурах i
дослiдимо їх характернi собливостi в залежностi
вiд параметра анiзотропiї Δ. Ми також застосує-
мо розвинену теорiю до визначення параметра Δ
для азуриту на основi експериментальних даних,
приведених у роботах [10–12].

2. Ефективна теорiя

Розгляньмо спiн- 12 антиферомагнiтну модель з анi-
зотропною взаємодiєю Гейзенберга на фрустрова-
ному ромбiчному ланцюжку (див. рис. 1). Гамiль-
тонiан моделi має вигляд:

𝐻 =
∑︁
(𝑖𝑗)

𝐽𝑖𝑗
(︀
𝑠𝑥𝑖 𝑠

𝑥
𝑗 + 𝑠𝑦𝑖 𝑠

𝑦
𝑗 +Δ𝑠𝑧𝑖 𝑠

𝑧
𝑗

)︀
− ℎ

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑠𝛼𝑖 ,

𝛼 = 𝑥, 𝑧,

(1)

де перша сума береться за всiма сусiднiми вузла-
ми ґратки, тодi як друга сума пробiгає всi 𝑁 ву-
злiв ґратки, див. рис. 1. Крiм того, 𝐽𝑖𝑗 > 0 та
Δ ≥ 1. Якщо 𝐽2 > 0 є найбiльшою антиферома-
гнiтною обмiнною взаємодiєю, то можна очiкува-
ти, що у сильному магнiтному полi лише два стани
на вертикальному 𝐽2-зв’язку вiдiграватимуть роль
у низькотемпературних властивостях. Це дає мо-
жливiсть ефективно описати вихiдну фрустрова-
ну квантову спiнову систему за допомогою простi-
шої двостанової моделi. Практично збудувати та-
кi ефективнi теорiї можна, використовуючи набли-
ження сильного зв’язку [7, 17].

Розглядатимемо два випадки: 1) зовнiшнє ма-
гнiтне поле спрямоване вздовж осi 𝑧 i 2) зовнiшнє
магнiтне поле спрямоване вздовж осi 𝑥. У першо-
му випадку виходитимемо з гамiльтонiана (1) з
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𝛼 = 𝑧. Для випадку, коли магнiтне поле прикла-
дене вздовж осi 𝑥, зробимо унiтарне перетворення
вихiдного гамiльтонiана (1) i прийдемо до гамiль-
тонiана з анiзотропною взаємодiєю в магнiтному
полi, спрямованому вздовж осi 𝑧:

𝐻 =
∑︁
(𝑖𝑗)

𝐽𝑖𝑗
[︀
s𝑖 · s𝑗 + (Δ− 1) 𝑠𝑥𝑖 𝑠

𝑥
𝑗

]︀
− ℎ

∑︁
𝑖

𝑠𝑧𝑖 . (2)

Наближення сильного зв’язку базується на при-
пущеннi, що взаємодiя 𝐽2 є домiнуючою, тобто
𝐽𝑖

𝐽2
≪ 1, 𝑖 ̸= 2. Тому гамiльтонiан 𝐻 розбиваємо на

“основну частину” 𝐻main (гамiльтонiан, який опи-
сує взаємодiю двох спiнiв на вертикальному зв’яз-
ку з константою 𝐽2 i взаємодiю Зеємана всiх спiнiв
з магнiтним полем ℎ0, див. нижче) i на “збурення”
𝑉 , 𝐻 = 𝐻main+𝑉 . В сильних магнiтних полях тiль-
ки два з чотирьох станiв на вертикальному зв’язку
беруться до уваги, а саме, |𝑢⟩ i |𝑑⟩ з енергiями 𝜀𝑢 та
𝜀𝑑 вiдповiдно. Далi 𝜀𝑢 = 𝜀𝑑 при ℎ = ℎ0. Основний
стан |𝜙0⟩ гамiльтонiана 𝐻main є 2𝒩 -кратно виро-
джений; тут 𝒩 = 𝑁

3 – число комiрок у ланцюжку.
Введемо оператор проектування 𝑃 на модельний
простiр, утворений 2𝒩 -кратно виродженим основ-
ним станом:

𝑃 = |𝜙0⟩⟨𝜙0| = ⊗𝒩
𝑚=1 [(|𝑢⟩⟨𝑢|+ |𝑑⟩⟨𝑑|)⊗ | ↑3⟩⟨↑3 |]𝑚.

(3)

Для 𝐽𝑖 ̸= 0, 𝑖 ̸= 2 i ℎ − ℎ0 ̸= 0 будуємо ефе-
ктивний гамiльтонiан, який дiє тiльки у модельно-
му просторi, але дає точну енергiю основного ста-
ну гамiльтонiана 𝐻. Використання теорiї збурень
дає [18]:

𝐻eff = 𝑃𝐻𝑃 + 𝑃𝑉
∑︁
𝛼 ̸=0

|𝜙𝛼⟩⟨𝜙𝛼|
𝜀0 − 𝜀𝛼

𝑉 𝑃 + ... . (4)

Для початку розглянемо випадок, коли магнiтне
поле прикладене вздовж осi 𝑧. В сильних магнi-
тних полях ми маємо справу з такими двома стана-
ми на вертикальному зв’язку: повнiстю поляризо-
ваним станом |𝑢⟩ = | ↑1↑2⟩ i одномагнонним станом
|𝑑⟩ = 1√

2
(| ↑1↓2⟩ − | ↓1↑2⟩) з енергiями 𝜀𝑢 = Δ𝐽2

4 −ℎ

та 𝜀𝑑 = −𝐽2

2 − Δ𝐽2

4 , вiдповiдно. Ефективний га-
мiльтонiан зручно буде записати, використовую-
чи (псевдо)спiн- 12 оператори 𝑇 , якi означенi так:
𝑇 𝑧 = 1

2 (|𝑢⟩⟨𝑢| − |𝑑⟩⟨𝑑|), 𝑇+ = |𝑢⟩⟨𝑑|, 𝑇− = |𝑑⟩⟨𝑢|.

Перший доданок у правiй сторонi рiвняння (4) на
мовi (псевдо)спiн- 12 операторiв має вигляд

𝑃𝐻𝑃 =

𝒩∑︁
𝑚=1

[︂
−𝐽2

4
− ℎ+Δ

𝐽

2
− (ℎ− ℎ1)𝑇

𝑧
𝑚

]︂
, (5)

де ℎ1 = ℎ0 + Δ𝐽 , ℎ0 = 𝐽2

√︁
1+Δ
2 , а 𝐽 = 𝐽1+𝐽3

2 .
Для знаходження другого доданка у правiй сторо-
нi формули (4) розглядаємо 𝒩2𝒩 збуджених ста-
нiв |𝜙𝛼⟩ – це стани з одним перевернутим спiном
на вузлi, який з’єднує двi сусiднi комiрки (див.
рис. 1), з енергiєю 𝜀𝛼 = 𝜀0 + ℎ0. Маємо

𝑃𝑉
∑︁
𝛼 ̸=0

|𝜙𝛼⟩⟨𝜙𝛼|
𝜀0 − 𝜀𝛼

𝑉 𝑃 = − (𝐽1 − 𝐽3)
2

4𝐽2(Δ + 1)
×

×
∑︁
𝑚

[︀
1− 2𝑇 𝑧

𝑚 − 2
(︀
𝑇 𝑥
𝑚𝑇 𝑥

𝑚+1 + 𝑇 𝑦
𝑚𝑇 𝑦

𝑚+1

)︀]︀
. (6)

Тому для ефективного гамiльтонiана 𝐻eff (4) в на-
ближеннi сильного зв’язку отримаємо такий ви-
раз:

𝐻eff =
∑︁
𝑚

[︀
C− h𝑇 𝑧

𝑚 + J
(︀
𝑇 𝑥
𝑚𝑇 𝑥

𝑚+1 + 𝑇 𝑦
𝑚𝑇 𝑦

𝑚+1

)︀]︀
, (7)

C = −ℎ− 𝐽2
4

+ Δ
𝐽

2
− (𝐽3 − 𝐽1)

2

4(1 + Δ)𝐽2
, 𝐽 =

𝐽3 + 𝐽1
2

,

h = ℎ− ℎ1 −
(𝐽3 − 𝐽1)

2

2(1 + Δ)𝐽2
, ℎ1 =

1 +Δ

2
𝐽2 +Δ𝐽,

J =
(𝐽3 − 𝐽1)

2

2(1 + Δ)𝐽2
.

В границi iзотропної взаємодiї Гейзенберга Δ = 1
отриманий ефективний гамiльтонiан (7) збiгається
з результатами робiт [7, 8]. Крiм того, у границi
Δ → ∞, але 𝐽𝑖Δ = 𝐼𝑖 < ∞, отримаємо: C → −ℎ+
+ 1

4 (𝐼1 + 𝐼3), h → ℎ − 1
2 (𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3), J ∝ 1

Δ2 → 0.
Таким чином, у цiй границi ефективна модель (7)
зводиться до моделi вiльних спiнiв у зовнiшному
магнiтному полi.

Розглянемо далi випадок, коли магнiтне поле
прикладене вздовж осi 𝑥. Виходитимемо з гамiль-
тонiана (2). У сильному магнiтному полi маємо
справу з наступними двома станами |𝑢⟩ та |𝑑⟩ на
кожному вертикальному зв’язку:

|𝑢⟩ = 𝛼| ↑1↑2⟩+ 𝛽| ↓1↓2⟩, (8)
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𝛼 =
1

𝐶

Δ− 1

4
𝐽2,

𝛽 =
1

𝐶

[︃
ℎ−

√︂
(Δ− 1)2

16
𝐽2
2 + ℎ2

]︃
,

𝐶 =
√
2

√︃
(Δ− 1)2

16
𝐽2
2 − ℎ

√︂
(Δ− 1)2

16
𝐽2
2 + ℎ2 + ℎ2

та

|𝑑⟩ = 1√
2
(| ↑1↓2⟩ − | ↓1↑2⟩) (9)

з енергiями 𝜀𝑢 = 1
4 [𝐽2 −

√︀
(Δ− 1)2𝐽2

2 + 16ℎ2] та
𝜀𝑑 = − 1

4 (2+Δ)𝐽2, вiдповiдно. Для першого додан-
ка в правiй сторонi формули (4) отримаємо

𝑃𝐻𝑃 =
∑︁
𝑚

[︂
−ℎ

2
− 2 + Δ

4
𝐽2 −

− (ℎ− ℎ0 − 𝐽)
(︀
𝛼2 − 𝛽2

)︀(︂1
2
+ 𝑇 𝑧

𝑚

)︂]︂
, (10)

де 𝐽 = 𝐽1+𝐽3

2 , ℎ0 = 𝐽2

√︁
1+Δ
2 , а константи 𝛼 i 𝛽

визначенi у формулi (8). Iснує два класи збудже-
них станiв, якi дають ненульовий внесок у другий
доданок у правiй сторонi рiвняння (4). Перший
з них складається з 𝒩2𝒩 станiв, якi мiстять один
перевернутий спiн на третьому вузлi, що з’єднує
двi сусiднi комiрки, див. рис. 1. Тому

𝑃𝑉
∑︁
𝛼1 ̸=0

|𝜙𝛼1
⟩⟨𝜙𝛼1

|
𝜀0 − 𝜀𝛼1

𝑉 𝑃 =

=
∑︁
𝑚

(︀
C1 − h1𝑇

𝑧
𝑚 + J𝑥𝑇 𝑥

𝑚𝑇 𝑥
𝑚+1 + J𝑦𝑇 𝑦

𝑚𝑇 𝑦
𝑚+1

)︀
, (11)

C1 = − (𝐽3 − 𝐽1)
2

16ℎ0

[︀
1 + 2𝛼𝛽(1−Δ2) + Δ2

]︀
,

h1 = − (𝐽3 − 𝐽1)
2

4ℎ0

(︀
𝛼2 − 𝛽2

)︀
Δ,

J𝑥 =
(𝐽3 − 𝐽1)

2

4ℎ0
(𝛼− 𝛽)

2
Δ2,

J𝑦 =
(𝐽3 − 𝐽1)

2

4ℎ0
(𝛼+ 𝛽)

2
.

Другий клас збуджених станiв складається з
𝒩2𝒩−1 станiв. Стан димеру комiрки 𝑚 в цьому ви-
падку визначається як −𝛽| ↑1↑2⟩+ 𝛼| ↓1↓2⟩ з енер-
гiєю 1

4 [𝐽2 +
√︀

(Δ− 1)2𝐽2
2 + 16ℎ2], а константи 𝛼 та

𝛽 означенi у формулi (8). Енергiя цих збуджених

станiв є 𝜀𝛼2
= 𝜀0+

1
2 (3+Δ)𝐽2. Легко переконатися,

що

𝑃𝑉
∑︁
𝛼2 ̸=0

|𝜙𝛼2
⟩⟨𝜙𝛼2

|
𝜀0 − 𝜀𝛼2

𝑉 𝑃 =

= −
∑︁
𝑚

8 (ℎ− ℎ0 − 𝐽)
2

(3 + Δ)𝐽2
𝛼2𝛽2

(︂
1

2
+ 𝑇 𝑧

𝑚

)︂
. (12)

Об’єднуючи формули (10), (11), (12), знаходимо
𝐻eff . Ефективний гамiльтонiан для фрустрованого
ромбiчного спiнового 𝑋𝑋𝑍 ланцюжка Гейзенберга
(Δ ≥ 1) в магнiтному полi, прикладеному вздовж
осi 𝑥, має вигляд

𝐻eff =
∑︁
𝑚

(︀
C− h𝑇 𝑧

𝑚+ J𝑥𝑇 𝑥
𝑚𝑇 𝑥

𝑚+1+ J𝑦𝑇 𝑦
𝑚𝑇 𝑦

𝑚+1

)︀
, (13)

де
C = −ℎ

2
− 2 + Δ

4
𝐽2 −

1

2
(ℎ− ℎ0 − 𝐽)

(︀
𝛼2 − 𝛽2

)︀
−

− (𝐽3 − 𝐽1)
2

16ℎ0

[︀
1 + 2𝛼𝛽(1−Δ2) + Δ2

]︀
−

− 4 (ℎ− ℎ0 − 𝐽)
2

(3 + Δ)𝐽2
𝛼2𝛽2,

h = (ℎ− ℎ0 − 𝐽)
(︀
𝛼2 − 𝛽2

)︀
−

− (𝐽3 − 𝐽1)
2

4ℎ0

(︀
𝛼2 − 𝛽2

)︀
Δ+

8 (ℎ− ℎ0 − 𝐽)
2

(3 + Δ)𝐽2
𝛼2𝛽2,

J𝑥 =
(𝐽3 − 𝐽1)

2

4ℎ0
(𝛼− 𝛽)

2
Δ2,

J𝑦 =
(𝐽3 − 𝐽1)

2

4ℎ0
(𝛼+ 𝛽)

2
.

В границi Δ → 1 отриманi ефективнi гамiльтонiа-
ни (7) i (13) збiгаються i вiдповiдають (нефрустро-
ваному) спiн-12 iзотропному 𝑋𝑌 ланцюжку в по-
перечному магнiтному полi. Для iдеального фру-
строваного ромбiчного ланцюжка (𝐽1 = 𝐽3) у гра-
ницi Δ → ∞, але 𝐽𝑖Δ = 𝐼𝑖 < ∞, ефективний га-
мiльтонiан (13) зводиться до моделi вiльних спiнiв
у зовнiшньому магнiтному полi: J𝑥 = 0, J𝑦 = 0.

Формально вирази для ефективних гамiльтонiа-
нiв (7) i (13) такi самi, як отриманi ранiше у роботi
[15] для 0 ≤ Δ < 1, але вони описують якiсно iн-
ший випадок, коли параметр анiзотропiї обмiнних
взаємодiй Гейзенберга Δ > 1. При цьому, у випад-
ку Δ > 1, вирази для констант 𝛼 i 𝛽 є iншими, нiж
у [15] (порiвняймо формулу (8) та вирази для кон-
стант 𝑎 i 𝑏 у формулi (5) з [15]). Отриманi моделi
(7) i (13) є точно розв’язними методами фермiонi-
зацiї Йордана–Вiгнера [16].
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3. Порiвняння вихiдних
та ефективних моделей

Для дослiдження отриманих ефективних моделей
(7) i (13) порiвняймо їх передбачення з даними
для вихiдних моделей. Для прикладу розгляда-
тимемо низькотемпературнi кривi намагнiченостi
фрустрованого ромбiчного спiнового ланцюжка у
магнiтному полi, прикладеному вздовж осi 𝑥 та
вздовж осi 𝑧, див. рис. 2 i 3. Такi кривi отримаємо
методом точної дiагоналiзацiї [19]. При точнiй дiа-
гоналiзацiї братимемо ланцюжок з 𝑁 = 15 вузлiв
з перiодичними граничними умовами i з параме-
трами 𝐽1 = 𝐽3 = 1 (iдеальна геометрiя), 𝐽1 = 0,85,
𝐽3 = 1,15 (неiдеальна геометрiя), 𝐽2 = 3, Δ = 1,5, 3
при низькiй температурi 𝑇 = 0,001.

Очевидно, що коли параметр анiзотропiї взає-
модiї Гейзенберга Δ = 1, то кривi намагнiченостi
ромбiчного ланцюжка у магнiтному полi, прикла-
деному вздовж осi 𝑥 та вздовж осi 𝑧, збiгаються.
Однак, коли Δ вiдрiзняється вiд одиницi, зокрема,
коли Δ = 1,5 чи Δ = 3, то кривi намагнiченостi
ромбiчного ланцюжка у магнiтному полi, прикла-
деному вздовж осi 𝑥 та вздовж осi 𝑧, вiдрiзняю-
ться. У випадку iдеальної геометрiї (див. рис. 2)
крива намагнiченостi має вертикальний стрибок
при характеристичному магнiтному полi ℎ*. Ко-
ли магнiтне поле прикладене вздовж осi 𝑧, то при
цьому характеристичному полi намагнiченiсть до-
сягає значення насичення, тобто, 𝑚(ℎ* +0) = 1

2 . У
магнiтному полi, прикладеному вздовж осi 𝑥, зна-
чення насичення намагнiченостi досягається лише
в границi ℎ → ∞, але при ℎ = ℎ* + 0 значення
намагнiченостi близьке до 1

2 . Вираз для характе-
ристичного поля ℎ* знаходимо з умови h(ℎ*) = 0
[15]. Коли магнiтне поле прикладене вздовж осi 𝑧,
то

ℎ𝑧
* =

1 +Δ

2
𝐽2 +Δ𝐽 +

(𝐽3 − 𝐽1)
2

2(1 + Δ)𝐽2
. (14)

Вiдповiдно, для поля, прикладеного вздовж осi 𝑥,
маємо

ℎ𝑥
* ≈

√︂
1 + Δ

2
𝐽2 + 𝐽 +

(𝐽3 − 𝐽1)
2

4
√︁

1+Δ
2 𝐽2

Δ. (15)

Цi формули, приведенi у [15] при розглядi випадку
0 ≤ Δ < 1, справедливi також i для Δ > 1.

На рис. 4 наведена залежнiсть величини стриб-
ка кривої намагнiченостi Δ𝑚𝑥 = 𝑚𝑥(ℎ𝑥

* + 0)−
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Рис. 2. Кривi намагнiченостi фрустрованого ромбiчного
спiнового ланцюжка Гейзенберга з параметрами 𝐽1 = 𝐽3 =

= 1, 𝐽2 = 3, Δ = 1,5 (верхня панель) i Δ = 3 (нижня
панель) в магнiтному полi, прикладеному вздовж осей 𝑧

та 𝑥 (пунктирнi кривi). Данi точної дiагоналiзацiї отриманi
для скiнченного перiодичного ланцюжка з 𝑁 = 15. Тонкi
чорнi кривi – результати на основi ефективної теорiї з ви-
користанням фермiонiзацiї Йордана–Вiгнера для безмежно
великих систем

−𝑚𝑥(ℎ𝑥
* − 0) вiд параметра Δ в магнiтному по-

лi, прикладеному вздовж осi 𝑥, для 𝐽2 = 3, 𝐽1 =
= 𝐽3 = 1 та 𝐽1 = 𝐽3 = 0. Розглянемо випадок,
коли 𝐽1 = 𝐽3 = 0 (тодi ℎ𝑥

* = ℎ0). Тодi для виразу
для намагнiченостi для сукупностi вертикальних
димерiв iз взаємодiєю 𝐽2 i вiльних спiнiв у вузлах
𝑚, 3, можна отримати просту формулу. Справдi,
для магнiтного моменту комiрки з трьох вузлiв у
сильному полi маємо

(𝛼⟨↑↑ |+ 𝛽⟨↓↓ |) (𝑠𝑧1 + 𝑠𝑧2) (𝛼| ↑↑⟩+ 𝛽| ↓↓⟩) + 1

2
=

= (𝛼⟨↑↑ |+ 𝛽⟨↓↓ |) (𝛼| ↑↑⟩ − 𝛽| ↓↓⟩) + 1

2
=

= 𝛼2 − 𝛽2 +
1

2
. (16)

Тому для намагнiченостi в розрахунку на один
вузол отримаємо 𝑚𝑥(ℎ0 + 0) = 𝛼2−𝛽2

3 + 1
6 . Да-

лi, 𝑚𝑥(ℎ0 − 0) = 1
6 , так що Δ𝑚𝑥 ≡ 𝑚𝑥(ℎ0 + 0)−
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Рис. 3. Те саме, що на рис. 2, але з 𝐽1 = 0,85, 𝐽2 = 3,
𝐽3 = 1,15
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Рис. 4. Залежнiсть величини стрибка намагнiченостi
Δ𝑚𝑥 = 𝑚𝑥(ℎ𝑥

* +0)−𝑚𝑥(ℎ𝑥
* − 0) фрустрованого ромбiчного

𝑋𝑋𝑍 ланцюжка Гейзенберга вiд параметра Δ в магнiтному
полi, прикладеному вздовж осi 𝑥

−𝑚𝑥(ℎ0 − 0) = 𝛼2−𝛽2

3 ̸= 0 для будь-якого Δ (тон-
ка крива на рис. 4). У випадку, коли присутнi
взаємодiї 𝐽1 = 𝐽3 ̸= 0 (випадок iдеальної геоме-
трiї), кривi намагнiченостi можна отримати чи-
сельно, використовуючи точну дiагоналiзацiю для
ромбiчного ланцюжка з параметрами 𝐽2 = 3 i
𝐽1 = 𝐽3 = 1 (трикутники та квадратики на рис. 4).
Нарештi, величину Δ𝑚𝑥 можна знайти, викори-
стовуючи ефективну модель (13) (товста лiнiя на

Рис. 5. Низькотемпературнi кривi намагнiченостi для фру-
строваного ромбiчного ланцюжка з параметрами для азу-
риту 𝐽1 = 15,51 K, 𝐽2 = 33 K, 𝐽3 = 6,93 K (𝐽𝑚 = 0) i
гiромагнiтним спiввiдношенням 𝑔 = 2,06 в магнiтному полi,
прикладеному вздовж осi 𝑧 i вздовж осi 𝑥 (пунктирнi кри-
вi). Тонкi чорнi кривi – результати на основi ефективної
теорiї з використанням фермiонiзацiї Йордана–Вiгнера

рис. 4). Ефективна модель за умови 𝐽1 = 𝐽3 вiдпо-
вiдає моделi вiльних спiнiв у зовнiшньому магнi-
тному полi.

З рис. 4 бачимо, що зi збiльшенням значення Δ
вiд 0 до 1, величина стрибка кривої намагнiчено-
стi збiльшується до максимуму при Δ = 1, який
становить 1

3 , а з подальшим ростом Δ величина
стрибка зменшується i прямує до нуля.

У випадку вiдхилення вiд iдеальної геометрiї
(𝐽1 ̸= 𝐽3) стрибок кривої намагнiченостi у магнi-
тному полi, спрямованому вздовж осi 𝑥 або вздовж
осi 𝑧, розмивається i намагнiченiсть стрiмко змi-
нює своє значення в околi ℎ = ℎ* (див. рис. 3).
Однак, характеристичнi поля ℎ𝑧

* i ℎ𝑥
* залишаються

добре визначеними i у цьому випадку.

4. Застосування до азуриту

Вважається, що найбiльш доречною моделлю для
азуриту є модель деформованого ромбiчного спi-
нового ланцюжка (див. формулу (1) i рис. 1) з
параметрами [14]: 𝐽1 ≈ 15,51 K, 𝐽2 ≈ 33 K,
𝐽3 ≈ 6,93 K. Крiм того, ℎ = 𝑔𝜇BH, 𝑔 ≈ 2,06,
𝜇B ≈ 0,67171 K/T; магнiтне поле H тут береться
у теслах.

У роботi [12] приведено експериментальнi кри-
вi намагнiченостi для азуриту при температурi
𝑇 = 1,5 K у магнiтному полi, яке було прикладене
вздовж кристалографiчної осi 𝑏 та перпендикуляр-
но до неї. У випадку, коли магнiтне поле прикла-
дене вздовж осi 𝑏 крива намагнiченостi має пла-
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то при 1
3 значення насичення намагнiченостi мiж

H
‖
𝑐1 = 16 T i H‖

𝑐2 = 26 T, а потiм стрiмко зростає
до насичення при H

‖
𝑐3 = 32,5 T. У випадку поля,

прикладеного перпендикулярно до осi 𝑏, крива на-
магнiченостi має плато при 1

3 значення насичення
намагнiченостi мiж H⊥

𝑐1 = 11 T i H⊥
𝑐2 = 30 T, а потiм

стрiмко зростає до насичення при H⊥
𝑐3 = 32,5 T.

Зa допомогою формул (14) та (15) можна оцiни-
ти величину параметра анiзотропiї обмiнної взає-
модiї Δ для азуриту на основi експериментальних
даних [11]. Припустимо, що умова H ‖ 𝑏 вiдповiд-
ає магнiтному полю H, прикладеному вздовж осi
𝑧. Тодi, використовуючи експериментальне значен-
ня магнiтного поля, за якого вiдбувається стрибок
у кривiй намагнiченостi H‖ ≈ 29 T, а також пара-
метри для азуриту, за допомогою формули (14)
отримуємо, що параметр анiзотропiї Δ для азу-
риту є Δ ≈ 0,85. З iншого боку, умова H ⊥ 𝑏
вiдповiдає випадку, коли магнiтне поле прикла-
дене вздовж осi 𝑥. Поле, при якому вiдбувається
стрибок у кривiй намагнiченостi H⊥ ≈ 31 T i з
формули (15) отримаємо, що параметр анiзотро-
пiї обмiнних взаємодiй для азуриту Δ ≈ 0,84. Та-
ким чином, теоретичне передбачення для пара-
метра анiзотропiї обмiнних взаємодiй у азуритi є
Δ ≈ 0,84–0,85.

Кривi намагнiчення для параметрiв для азури-
ту при двох температурах 𝑇 = 0,08 K i 𝑇 = 1,5 K
наведенi на рис. 5. Вiдзначимо, що для кращої зго-
ди з експериментальними даними потрiбно було б
ще врахувати 1) взаємодiю 𝐽𝑚 мiж вузлами 𝑚, 3
i 𝑚 + 1,3 на рис. 1 i 2) мiжланцюжкову взаємо-
дiю [6]. Цi дослiдження виходять за межi даної
статтi.

5. Висновки

У данiй роботi дослiджено вплив анiзотропiї обмiн-
ної взаємодiї Гейзенберга на низькотемпературнi
властивостi майже плоскозонного ромбiчного спi-
нового ланцюжка у сильному магнiтному полi,
прикладеному вздовж осi 𝑥 або вздовож осi 𝑧. Ана-
лiз стосується випадку, коли параметр анiзотропiї
Гейзенберга Δ > 1; вiн доповнює зроблене ранiше
дослiдження для 0 ≤ Δ < 1 [15].

Для опису низькотемпературних властивостей
деформованого ромбiчного ланцюжка у довiльно
орiєнтованому магнiтному полi, побудованi ефе-
ктивнi гамiльтонiани в наближеннi сильного зв’яз-

ку. Отриманi результати для кривої намагнiчен-
ня при низьких температурах i великих полях до-
бре узгоджуються з даними точної дiагоналiзацiї
для вихiдного ромбiчного ланцюжка, який скла-
дається з 15 вузлiв.

Отримана залежнiсть величини стрибка нама-
гнiченостi Δ𝑚𝑥 для ромбiчного спiнового ланцюж-
ка у магнiтному полi, прикладеному вздовж осi 𝑥,
вiд параметра анiзотропiї обмiнних взаємодiй Гей-
зенберга Δ > 0. Найбiльше значення стрибка на-
магнiченостi Δ𝑚𝑥 є у iзотропному випадку Δ = 1.
Крiм того, Δ𝑚𝑥 → 0 при Δ → ∞.

Запропонованi ефективнi моделi дозволяють
зробити теоретичнi передбачення для низькотем-
пературних властивостей азуриту в сильних магнi-
тних полях (понад 30 T). Оцiнено величину пара-
метра анiзотропiї обмiнних взаємодiй Гейзенберга
Δ для азуриту: Δ ≈ 0,84–0,85.

Розроблений пiдхiд мiг би бути застосований до
пояснення експериментальних даних i для iнших
фрустрованих квантових антиферомагнетикiв з
майже бездисперсiйними магнонними станами з
найменшою енергiєю, наприклад, для недавно син-
тезованої магнiтної сполуки Ba2CoSi2O6Cl2 [20].

Автор висловлює подяку О.Держку, Т.Крох-
мальському, Й. Рiхтеру, а також О.Менчиши-
ну за обговорення результатiв цього дослiдження
та кориснi поради.
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О.М.Крупницкая

ВЛИЯНИЕ АНИЗОТРОПИИ ОБМЕННОГО
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ГЕЙЗЕНБЕРГА НА ПРОЦЕСС
НАМАГНИЧИВАНИЯ ФРУСТРИРОВАННОЙ
РОМБИЧЕСКОЙ ЦЕПОЧКИ В СИЛЬНОМ
МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Р е з ю м е

Мы рассматриваем спин- 1
2

антиферромагнитную 𝑋𝑋𝑍 мо-
дель Гейзенберга на фрустрированной ромбической цепо-
чке во внешнем магнитном поле, которое направлено вдоль
оси 𝑥 или вдоль оси 𝑧. Используя эффективные модели,
полученные в приближении сильной связи для случая па-
раметра анизотропии взаимодействия Гейзенберга Δ > 1,
мы исследовали процесс намагничивания фрустрированной
ромбической спиновой цепочки. Теория применяется для
объяснения экспериментальных данных для естественного
минерала азурита Cu3(CO3)2(OH)2.

O.M.Krupnitska

INFLUENCE OF THE HEISENBERG
EXCHANGE INTERACTION ANISOTROPY
ON THE MAGNETIZATION PROCESS
OF A FRUSTRATED DIAMOND CHAIN
IN A STRONG MAGNETIC FIELD

S u m m a r y

A frustrated diamond spin chain in a 𝑧- or 𝑥-aligned exter-

nal magnetic field has been considered in the framework of the

spin- 1
2

antiferromagnetic 𝑋𝑋𝑍 Heisenberg model. The mag-

netization process of the frustrated diamond spin chain is

analyzed, by using the effective models found in the strong-

coupling approximation in the case where the Heisenberg in-

teraction anisotropy parameter Δ > 1. The theory is ap-

plied to explain experimental data for natural mineral azurite,

Cu3(CO3)2(OH)2.
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