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ВIРIАЛЬНI КОЕФIЦIЄНТИ ПОТЕНЦIАЛУ МОРЗЕ
УДК 533.75+536.4+
+536.92

Iз використанням квадратурних методiв числового iнтегрування у поєднаннi з нещо-
давно запропонованим модифiкованим методом вибiрки Майера були розрахованi вiрi-
альнi коефiцiєнти вiдомого трипараметричного потенцiалу Морзе до сьомого порядку
включно для рiзних значень параметра цього потенцiалу 𝛼𝐷: 3,0; 4,0; 6,0; 8,0; 10,0. В
областi низьких температур була виявлена певна закономiрнiсть у поведiнцi вiрiаль-
них коефiцiєнтiв усiх порядкiв (починаючи з коефiцiєнта третього порядку) при рiзних
значеннях 𝛼𝐷. Ця закономiрнiсть може бути апроксимована рiвнянням, аналогiчним
тому, що було одержано ранiше для потенцiалу Ленард-Джонса (12–6) i модифiкова-
ного потенцiалу Ленард-Джонса.
К люч о в i с л о в а: потенцiал Морзе, вiрiальний коефiцiєнт, груповий незвiдний iнтеграл,
вибiрка Майера.

1. Вступ

Одним з вiдомих теоретичних пiдходiв до опису
щiльних станiв речовини є вiрiальне рiвняння ста-
ну [1–3]. Нещодавно на базi точного групового роз-
кладання конфiгурацiйного iнтеграла був запро-
понований iнший пiдхiд [4–8], в якому рiвняння
стану також включає в себе так званi груповi не-
звiднi iнтеграли 𝛽𝑘 або пов’язанi з ними вiрiальнi
коефiцiєнти [1]:

𝐵𝑘+1 = − 𝑘

𝑘 + 1
𝛽𝑘. (1)

Вiдповiднi рiвняння стану можуть бути точни-
ми тiльки коли вони мiстять повну сукупнiсть ко-
ефiцiєнтiв (𝑘 → ∞). На жаль, задача обчислення
незвiдних iнтегралiв великих порядкiв пов’язана
зi значними технiчними труднощами, навiть для
найпростiших модельних потенцiалiв мiжмолеку-
лярної взаємодiї. Використання найсучаснiших об-
числюваних методiв дозволило в обмеженому iн-
тервалi температур з певною точнiстю визначити
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незвiднi iнтеграли до шостого i, навiть, сьомого по-
рядкiв (вiрiальнi коефiцiєнти в (1) до сьомого i во-
сьмого порядкiв вiдповiдно) для вiдомого потен-
цiалу Ленард-Джонса (LJ) [9–11] та його модифi-
кованої версiї (mLJ) [12–14], що є бiльш адапто-
вана до числових експериментiв [15–17]. Результа-
ти цих обчислень навiть зробили можливою пер-
шу спробу апроксимацiї нескiнченого вiрiального
ряду для LJ та mLJ потенцiалiв в областi низь-
ких температур [18]. Однак, потенцiал Ленард-
Джонса, так саме, як i його модифiкацiї, достатньо
добре моделює взаємодiю частинок тiльки в iнер-
тних газах.

Ефективна iонна взаємодiя в рiзних металах
найчастiше моделюється [19, 20] трипараметри-
чним потенцiалом Морзе [21]:

𝑈 (𝑟) = 𝜀
[︁
𝑒−2𝛼(𝑟−𝐷) − 2𝑒−𝛼(𝑟−𝐷)

]︁
, (2)

де 𝜀 – енергiя дисоцiацiї; 𝐷 – рiвноважна вiдстань
мiж частинками. Наявнiсть третього параметра 𝛼
в (2) розширює коло застосовностi цього потенцi-
алу, але, одночасно, i значно ускладнює його те-
оретичнi та числовi дослiдження. На сьогоднi, iн-



Вiрiальнi коефiцiєнти потенцiалу Морзе

формацiя по вiрiальним коефiцiєнтам потенцiалу
Морзе є доволi уривчастою – були проведенi обчи-
слення незвiдних iнтегралiв до четвертого поряд-
ку (вiрiальних коефiцiєнтiв до п’ятого порядку) в
обмеженому iнтервалi температур i для трьох зна-
чень параметра 𝛼𝐷 [22].

Метою цiєї роботи було обчислення вiрiальних
коефiцiєнтiв потенцiалу Морзе до сьомого поряд-
ку включно. Особлива увага при цьому придi-
лялась низькотемпературному iнтервалу для пе-
ревiрки можливостi апроксимацiї вiрiального ря-
ду моделi Морзе, подiбної до тої, що була за-
пропонована нещодавно для LJ та mLJ моде-
лей [18].

2. Методика обчислень

Незвiдний iнтеграл 𝑘-го порядку 𝛽𝑘 визначається
як дiлений на 𝑘!𝑉 iнтеграл суми усiх можливих
добуткiв функцiй Майера (𝑓(𝑟) = exp

(︁
−𝑢(𝑟)

𝑘𝑇

)︁
− 1)

для (𝑘 + 1) молекул у межах конфiгурацiйної
частини їх фазового простору, що не виражає-
ться через незвiднi iнтеграли нижчих порядкiв [1].
Рiзнi комбiнацiї таких добуткiв графiчно зобра-
жають на вiдповiдних дiаграмах [23]. Для незвi-
дних iнтегралiв першого i другого порядкiв (вi-
рiальних коефiцiєнтiв в (1) другого i третього
порядкiв) iснує тiльки по однiй подiбнiй дiагра-
мi на кожного. Однак визначення вiрiальних ко-
ефiцiєнтiв четвертого, п’ятого, шостого та сьо-
мого порядкiв вже означає обчислення 3-х, 10-
ти, 56-ти та 468-ми рiзних iнтегралiв вiдповiд-
но [23].

Значна кiлькiсть з усiх цих iнтегралiв є доста-
тньо простими i можуть бути обчисленi квадра-
турними методами, так, як це було запропоновано
в роботi [12]. Таким чином, можуть бути цiлком
обчисленi коефiцiєнти до четвертого порядку, а та-
кож, частково, iншi коефiцiєнти.

Для обчислення бiльш складних iнтегралiв мо-
же бути використаний модифiкований метод ви-
бiрки Майера, детально описаний в роботах [11,13,
14]. Суть цього метода полягає в такому.

Шуканий iнтеграл (або певна сукупнiсть iнте-
гралiв) Γ визначається за вже вiдомим (еталон-
ним) iнтегралом Γ0:

Γ = Γ0
⟨𝛾/𝜋⟩𝜋
⟨𝛾0/𝜋⟩𝜋

. (3)

Символами 𝛾 i 𝛾0 в (3) позначенi пiдiнтегральнi
вирази (певнi комбiнацiї добуткiв функцiй Майе-
ра) для шуканого та еталонного iнтегралiв вiд-
повiдно. Функцiя 𝜋 в (3) являє собою густину
ймовiрностi, згiдно з якою приймається або вiд-
кидається дана конфiгурацiя (точка в конфiгу-
рацiйному просторi молекул) згiдно зi звичай-
ним алгоритмом Метрополiс Монте-Карло [24].
У ролi цiєї густини iмовiрностi 𝜋 використовує-
ться сума абсолютних значень 𝛾 i 𝛾0. Дужки (3)
означають усереднення по всьому ансамблю кон-
фiгурацiй.

Цей метод принципово вiдрiзняється вiд оригi-
нальної вибiрки Майера тим, що у ролi еталон-
них, замiсть складних iнтегралiв для потенцiалу
твердих сфер, використовуються простi iнтегра-
ли для шуканого потенцiалу, попередньо визна-
ченi квадратурними методами. Такий пiдхiд до-
зволяє значно скоротити обчислювальнi витрати
i пiдвищує точнiсть розрахункiв вiрiальних кое-
фiцiєнтiв.

3. Результати обчислень

Iз використанням описаної вище методики були
проведенi розрахунки вiрiальних коефiцiєнтiв (1) у
безрозмiрнiй формi 𝐵*

𝑘+1 = 𝐵𝑘+1/𝐷
3𝑘 для потенцi-

алу Морзе (2), також приведеного до безрозмiрної
форми [25]:

𝑈 (𝑟)

𝜀
= 𝑒−2𝛼*( 𝑟

𝐷−1) − 2𝑒−𝛼*( 𝑟
𝐷−1),

при рiзних температурах 𝑇 * = 𝑘B𝑇/𝜀 та таких зна-
ченнях приведеного параметра 𝛼* = 𝛼𝐷: 3,0; 4,0;
6,0; 8,0; 10,0.

Iнтеграли коефiцiєнтiв 𝐵*
2 , 𝐵*

3 та 𝐵*
4 обчислюва-

лись методом квадратур Гаусса. Подiбним же чи-
ном (не складнiше 𝐵*

4) обчислювались 9 з 10 iнте-
гралiв 𝐵*

5 , 41 з 56 iнтегралiв 𝐵*
6 та 206 з 468 iнте-

гралiв 𝐵*
7 . Похибка оцiнювалась процесом Ейткена

для 30, 60 i 120 вузлiв iнтегрування.
Усi iншi (бiльш складнi) iнтеграли обчислю-

вались вибiркою Майера. Результуюча похибка
складалась iз похибки квадратурного iнтегрува-
ння та стандартної похибки середнього вибiрки
Майера.

Результати обчислень для вiрiальних коефiцi-
єнтiв з третього по сьомий порядкiв наведенi на
рис. 1 та в Додатку. Осi температур 𝑇 * i вiрiаль-
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Рис. 1. Вiрiальнi коефiцiєнти потенцiалу Морзе 𝐵*
𝑘+1 (символи ∘ з вертикальними вiдрiзками, що показують 67% довiрчий

iнтервал) та їх апроксимацiя (4) з функцiєю (5) для рiзних значень параметра 𝛼*: а – 3,0; б – 4,0; в – 6,0; г – 10,0

них коефiцiєнтiв 𝐵*
𝑘+1 на рис. 1 мають логарифмi-

чний масштаб. Завдяки такому масштабу можна
наочно побачити певну закономiрнiсть в поведiнцi
коефiцiєнтiв при рiзних 𝑘 i 𝛼*.

Незважаючи на принципову вiдмiннiсть потен-
цiалу Морзе вiд LJ та mLJ потенцiалiв, в областi

низьких температур поведiнка вiрiальних коефi-
цiєнтiв для усiх цих моделей виявляється якiсно
схожою.

В роботi [18] було показано, що для LJ i mLJ
моделей вiрiальний коефiцiєнт будь-якого поряд-
ку, починаючи з 𝑘 = 2, може бути приблизно ви-
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Рис. 2. Iзотерми системи з потенцiалом Морзе (𝛼* = 3,0;
𝑇 * = 0,5) при рiзнiй кiлькостi частинок 𝑁 , отриманi на
основi точного групового розкладання конфiгурацiйного iн-
тегралу [4–6] iз використанням апроксимацiї (4)

значений рiвнянням

𝐵*
𝑘+1 = − 𝑎

𝑘 (𝑘 − 1)
[𝑏 (𝑇 *)]

𝑘
. (4)

Аналiз результатiв обчислень, проведених в да-
нiй роботi, свiдчить про те, що рiвняння (4) за-
лишається справедливим i для коефiцiєнтiв потен-
цiалу Морзе. Бiльше того, навiть стала величина
𝑎 ≈ 1/100 в (4) при абсолютно рiзних значеннях
параметра 𝛼* залишається такою самою, як для
LJ i mLJ потенцiалiв [18].

Пошук функцiї 𝑏 (𝑇 *) в (4) дещо ускладнюється
впливом параметра 𝛼*. Проведенi розрахунки по-
казують, що у першому наближеннi ця функцiя
може мати такий вигляд:

𝑏 (𝑇 *) = 𝑒5.25−0.825𝛼*
𝑇 *− 6+5𝛼*

9 , (5)

i якiсно теж не вiдрiзняється вiд 𝑏 (𝑇 *), що була
отримана в роботi [18] для LJ i mLJ потенцiалiв.
Поведiнку апроксимацiї (4) з функцiєю (5) у порiв-
няннi зi справжнiми залежностями 𝐵*

𝑘+1 (𝑇
*) про-

iлюстровано на тому самому рис. 1.
Екстраполяцiя рiвняння (4) на коефiцiєнти ви-

щих порядкiв дозволяє отримати рiвняння стану
на основi точного групового розкладання конфi-
гурацiйного iнтеграла [4–6] для будь-якої кiлько-
стi частинок у системi (рис. 2). Як було показано

в роботi [18], в термодинамiчнiй границi (𝑁 → ∞)
вiдповiдне рiвняння стану набуває вигляду

𝑃

𝑘B𝑇
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜌 (1− 𝑎+𝐵2𝜌) + 𝑎𝜌 [1− 𝑏 (𝑇 ) 𝜌]×
× [1− ln {1− 𝑏 (𝑇 ) 𝜌}] ; 𝜌 < 𝜌0,

𝜌0 (1− 𝑎+𝐵2𝜌0) ; 𝜌 ≥ 𝜌0,

(6)

де 𝜌0 = [𝑏 (𝑇 )]
−1. Iзотерми рiвняння (6) мають роз-

рив похiдної в точцi конденсацiї 𝜌0 (рис. 2), що ро-
бить їх якiсно схожими на iзотерми реальних ре-
човин.

4. Висновки

Вперше були обчисленi вiрiальнi коефiцiєнти по-
тенцiалу Морзе до сьомого порядку включно для
рiзних значень температури i параметра цього по-
тенцiалу 𝛼*: 3,0; 4,0; 6,0; 8,0; 10,0. Цi данi дозво-
ляють зробити бiльш точним теоретичний опис
розрiдженого стану вiдповiдних речовин з вико-
ристанням вiрiального рiвняння стану або точного
групового розкладання конфiгурацiйного iнтегра-
ла [4–8].

Крiм того, дослiдження отриманих результатiв
вказують на певну закономiрнiсть (4) у поведiнцi
вiрiальних коефiцiєнтiв в областi низьких темпера-
тур, яка була виявлена ранiше тiльки для потен-
цiалу Ленард-Джонса та його модифiкованої вер-
сiї [18].

З одного боку, наявнiсть подiбної закономiрностi
робить можливою iнтерполяцiю вiрiальних коефi-
цiєнтiв на базi мiнiмальної iнформацiї для обмеже-
ного набору значень параметра 𝛼*. З iншого боку,
iснує можливiсть екстраполяцiї залежностi (4) на
коефiцiєнти вищих порядкiв (навiть до 𝑘 → ∞), як
це було запропоновано в роботi [18]. Усе це може
значно полегшити i зробити бiльш точними дослi-
дження рiзних речовин iз використанням потенцi-
алу Морзе з будь-якими 𝛼*.

Звiсно, загальна залежнiсть (4), особливо з ура-
хуванням досить специфiчної функцiї (5), є у
значнiй мiрi наближеною i потребує подальшого
уточнення по мiрi накопичення нових даних по
вiрiальним коефiцiєнтам вищих порядкiв, а та-
кож коефiцiєнтам для iнших потенцiалiв. Най-
iмовiрнiше, таке уточнення повинне бiльше сто-
суватись самої функцiї 𝑏 (𝑇 *) в (5), нiж всiєї за-
лежностi (4), а це буде означати суттєвi кiлькi-
снi, але не якiснi, змiни у вiдповiдному рiвняннi
стану (6).
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ДОДАТОК
Вiрiальнi коефiцiєнти для потенцiалу Морзе в безрозмiрнiй формi 𝐵*

𝑘+1 = 𝐵𝑘+1/𝐷
3𝑘

для рiзних значень приведеної температури 𝑇 * = 𝑘B𝑇/𝜀 i параметра 𝛼* = 𝛼𝐷 (у дужках вказано
величину 67% довiрчого iнтервалу, порядок якого вiдповiдає розряду останньої значущої цифри)

𝑇 * 𝐵*
3 𝐵*

4 𝐵*
5 𝐵*

6 𝐵*
7

𝛼* = 3,0

0,20 −2,7653799926 (5) · 106 −3,530 (4) · 1011 −3,868 (7) · 1017 −3,43 (8) · 1024 –
0,25 −2,0332541089 (7) · 105 −2,4205 (13) · 109 −1,3530 (19) · 1014 −3,28 (3) · 1019 –
0,30 −3,57307380 (3) · 104 −9,781 (3) · 107 −8,438 (9) · 1011 −2,123 (10) · 1016 –
0,35 −1,011113912 (6) · 104 −1,0220 (2) · 107 −2,5317 (19) · 1010 −1,414 (2) · 1014 –
0,40 −3,81685889 (8) · 103 −1,8718 (3) · 106 −1,9149 (11) · 109 −3,710 (3) · 1012 −1,3192 (18) · 1016

0,45 −1,73887308 (5) · 103 −4,9076 (5) · 105 −2,5921 (13) · 108 −2,3079 (14) · 1011 –
0,50 −902,19850 (2) −1,64200 (14) · 105 −5,176 (2) · 107 −2,5405 (12) · 1010 −1,8618 (15) · 1013

0,55 −514,297757 (5) −6,5386 (5) · 104 −1,3582 (5) · 107 −4,1486 (18) · 109 –
0,60 −314,6353616 (3) −2,96279 (18) · 104 −4,3523 (16) · 106 −9,017 (4) · 108 −2,5100 (18) · 1011

0,65 −203,286948244 (16) −1,48217 (8) · 104 −1,6227 (6) · 106 −2,4273 (10) · 108 –
0,70 −137,142540 (5) −8,0146 (4) · 103 −6,807 (3) · 105 −7,701 (4) · 107 −1,1046 (8) · 1010

0,75 −95,8007209 (7) −4,6132 (2) · 103 −3,1369 (13) · 105 −2,7839 (14) · 107 –
0,80 −68,860670 (3) −2,79460 (17) · 103 −1,5595 (8) · 105 −1,1177 (5) · 107 −9,793 (8) · 108

0,85 −50,684286 (3) −1,76637 (14) · 103 −8,261 (4) · 104 −4,891 (2) · 106 –
0,90 −38,055437 (7) −1,15696 (13) · 103 −4,614 (2) · 104 −2,2999 (8) · 106 −1,3682 (16) · 108

0,95 −29,058112 (7) −781,28 (9) −2,6947 (12) · 104 −1,1490 (4) · 106 –
1,00 −22,507884 (8) −541,58 (6) −1,6356 (7) · 104 −6,0453 (18) · 105 −2,618 (3) · 107

1,10 −13,983687 (8) −277,80 (3) −6,630 (2) · 103 −1,9028 (4) · 105 −6,312 (7) · 106

1,20 −9,004922 (11) −152,886 (16) −2,9782 (10) · 103 −6,8694 (11) · 104 −1,8120 (18) · 106

1,30 −5,948947 (14) −88,939 (9) −1,4506 (5) · 103 −2,7621 (3) · 104 −5,960 (5) · 105

1,40 −3,99718 (3) −54,100 (6) −754,0 (2) −1,21057 (8) · 104 −2,1854 (18) · 105

1,50 −2,70974 (4) −34,128 (4) −413,43 (12) −5,6951 (9) · 103 −8,757 (6) · 104

1,60 −1,83780 (4) −22,187 (3) −236,98 (7) −2,8403 (8) · 103 −3,777 (2) · 104

1,70 −1,23425 (3) −14,7892 (18) −141,01 (4) −1,4882 (6) · 103 −1,7322 (9) · 104

1,80 −0,80891 (3) −10,0668 (13) −86,62 (2) −813,1 (4) −8,373 (3) · 103

1,90 −0,50473 (2) −6,9735 (9) −54,691 (14) −460,61 (14) −4,2330 (11) · 103

2,00 −0,284624 (19) −4,9017 (7) −35,360 (8) −269,18 (6) −2,22539 (15) · 103

𝛼* = 4,0

0,20 −1,10370525 (4) · 106 −6,075 (8) · 1010 – – –
0,25 −7,9303916 (3) · 104 −4,281 (3) · 108 – – –
0,30 −1,35595699 (3) · 104 −1,7473 (6) · 107 −5,325 (13) · 1010 −3,289 (16) · 1014 −3,59 (3) · 1018

0,35 −3,71992629 (3) · 103 −1,8114 (3) · 106 – – –
0,40 −1,357093184 (7) · 103 −3,2485 (3) · 105 −1,3655 (12) · 108 −8,784 (9) · 1010 −8,030 (18) · 1013

0,45 −595,71793241 (7) −8,2628 (5) · 104 – – –
0,50 −296,884718 (3) −2,66429 (11) · 104 −3,6530 (13) · 106 −6,812 (3) · 108 −1,623 (2) · 1011

0,55 −161,9971019 (16) −1,01713 (3) · 104 – – –
0,60 −94,486646 (4) −4,39918 (10) · 103 −2,8619 (6) · 105 −2,3857 (7) · 107 −2,406 (3) · 109

0,65 −57,927680 (4) −2,09213 (4) · 103 – – –
0,70 −36,870595 (4) −1,071184 (17) · 103 −4,0356 (6) · 104 −1,8770 (5) · 106 −1,0232 (9) · 108

0,75 −24,130265 (4) −581,426 (8) – – –
0,80 −16,108022 (4) −330,677 (4) −8,1465 (11) · 103 −2,4085 (10) · 105 −8,173 (6) · 106

0,85 −10,888504 (6) −195,269 (2) – – –
0,90 −7,399287 (7) −118,8451 (14) −2,0790 (3) · 103 −4,251 (2) · 104 −9,835 (11) · 105

0,95 −5,013694 (9) −74,0915 (9) – – –
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Продовження

𝑇 * 𝐵*
3 𝐵*

4 𝐵*
5 𝐵*

6 𝐵*
7

1,00 −3,351857 (9) −47,0599 (6) −622,07 (9) −9,345 (14) · 103 −1,5625 (19) · 105

1,10 −1,333852 (17) −19,6821 (3) −207,51 (4) −2,390 (5) · 103 −3,020 (5) · 104

1,20 −0,27977 (2) −8,33902 (18) −74,34 (3) −681 (2) −6,732 (17) · 103

1,30 0,28552 (2) −3,37079 (12) −27,72 (2) −208,8 (10) −1,639 (9) · 103

1,40 0,59043 (2) −1,12537 (8) −10,40 (3) −67,3 (5) −426 (3)

1,50 0,751403 (15) −0,10557 (6) −3,776 (16) −21,7 (3) −113,6 (14)

1,60 0,830713 (10) 0,34241 (4) −1,231 (10) −7,27 (15) −28,9 (7)

1,70 0,862934 (7) 0,51839 (3) −0,290 (6) −2,35 (10) −6,5 (4)

1,80 0,867856 (6) 0,56497 (3) 0,015 (4) −0,82 (6) −1,30 (19)

1,90 0,857079 (5) 0,55169 (2) 0,077 (2) −0,42 (4) −0,12 (11)

2,00 0,837521 (4) 0,51294 (2) 0,0550 (15) −0,33 (3) −0,12 (12)

𝛼* = 6,0

0,20 −3,03377 (5) · 105 −5,272 (8) · 109 −2,674 (11) · 1014 −2,86 (14) · 1019 –
0,25 −2,08200 (5) · 104 −3,784 (5) · 107 −1,482 (4) · 1011 −9,83 (9) · 1014 –
0,30 −3,35696 (9) · 103 −1,512 (3) · 106 −1,210 (2) · 109 −1,433 (5) · 1012 −2,31 (6) · 1015

0,35 −857,68 (2) −1,484 (2) · 105 −4,068 (8) · 107 −1,516 (8) · 1010 −7,23 (9) · 1012

0,40 −287,430 (8) −2,452 (3) · 104 −3,056 (14) · 106 −4,90 (2) · 108 −9,51 (16) · 1010

0,45 −113,960 (3) −5,613 (7) · 103 −3,794 (15) · 105 −3,204 (17) · 107 −3,15 (5) · 109

0,50 −50,1404 (14) −1,5904 (19) · 103 −6,54 (2) · 104 −3,280 (17) · 106 −1,91 (3) · 108

0,55 −23,3605 (8) −518,9 (7) −1,404 (5) · 104 −4,55 (2) · 105 −1,66 (3) · 107

0,60 −11,0245 (4) −184,9 (3) −3,498 (13) · 103 −7,84 (5) · 104 −1,95 (4) · 106

0,65 −4,9527 (3) −68,67 (12) −955 (4) −1,550 (13) · 104 −2,84 (8) · 105

0,70 −1,82545 (19) −25,08 (6) −271,1 (13) −3,32 (4) · 103 −4,35 (18) · 104

0,75 −0,17036 (13) −8,02 (3) −74,7 (5) −757 (14) −7,7 (5) · 103

0,80 0,71314 (10) −1,301 (17) −17,7 (19) −165 (5) −1,08 (13) · 103

0,85 1,17771 (8) 1,217 (10) −1,62 (6) −36 (2) −330 (70)

0,90 1,40908 (7) 1,999 (6) 1,781 (18) −9,9 (12) −10 (30)

0,95 1,50875 (6) 2,075 (4) 1,682 (3) −6,7 (6) −31 (15)

1,00 1,53380 (6) 1,886 (3) – −4,6 (4) 0,9 (104)

𝛼* = 8,0

0,20 −1,21513770 (17) · 105 −9,585 (7) · 108 −1,826 (3) · 1013 −5,4 (10) · 1017 –
0,25 −7,984743 (6) · 103 −6,891 (14) · 106 −1,0873 (14) · 1010 −2,54 (2) · 1013 –
0,30 −1,2115570 (13) · 103 −2,637 (7) · 105 −9,059 (8) · 107 −4,15 (4) · 1010 −2,48 (16) · 1013

0,35 −285,38390 (13) −2,388 (7) · 104 −2,864 (7) · 106 −4,31 (5) · 108 −8,0 (4) · 1010

0,40 −85,67025 (3) −3,507 (13) · 103 −1,903 (13) · 105 −1,26 (2) · 107 −9,5 (6) · 108

0,45 −29,002901 (13) −681 (3) −1,962 (16) · 104 −6,71 (16) · 105 −2,7 (2) · 107

0,50 −9,890321 (9) −151,6 (11) −2,58 (3) · 103 −5,18 (19) · 104 −1,34 (15) · 106

0,55 −2,717772 (7) −33,3 (4) −366 (5) −4,7 (3) · 103 −6,2 (17) · 104

0,60 0,125016 (5) −4,56 (19) −42,7 (14) −370 (60) −6 (3) · 103

0,65 1,249978 (4) 2,02 (9) 1,39 (13) −44 (15) −1,3 (6) · 103

0,70 1,653371 (4) 2,91 (5) 3,32 (8) −10 (4) −100 (220)

0,75 1,745775 (4) 2,44 (3) 0,844 (12) −11,1 (19) −300 (1200)

0,80 1,705933 (4) 1,797 (16) −0,745 (6) −8,2 (10) −30 (40)

0,85 1,614401 (4) 1,260 (10) −1,361 (4) −4,8 (5) 9 (14)

0,90 1,507964 (4) 0,870 (7) −1,428 (3) −2,3 (3) 14 (8)

0,95 1,403163 (4) 0,605 (4) – – 6 (4)

1,00 1,306951 (4) 0,433 (3) – – 2 (2)
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Закiнчення

𝑇 * 𝐵*
3 𝐵*

4 𝐵*
5 𝐵*

6 𝐵*
7

𝛼* = 10,0

0,20 −5,9702448 (11) · 104 −2,5949 (5) · 108 −2,503 (12) · 1012 −2,4 (9) · 1016 –
0,25 −3,761185 (5) · 103 −1,84565 (11) · 106 −1,542 (9) · 109 −1,69 (2) · 1012 –
0,28 −1,3235601 (3) · 103 −3,064256 (13) · 105 −1,115 (4) · 108 −5,31 (7) · 1010 –
0,30 −535,41698 (11) −6,6966 (3) · 104 −1,2381 (13) · 107 −2,90 (4) · 109 −9,8 (12) · 1011

0,33 −239,28227 (7) −1,7846 (12) · 104 −1,8688 (18) · 106 −2,44 (5) · 108 −4,1 (4) · 1010

0,35 −114,69715 (5) −5,485 (12) · 103 −3,528 (10) · 105 −2,76 (6) · 107 −2,5 (2) · 109

0,38 −57,56067 (4) −1,872 (6) · 103 −7,84 (4) · 104 −3,94 (11) · 106 −2,3 (3) · 108

0,40 −29,56351 (3) −686 (3) −1,960 (15) · 104 −6,5 (2) · 105 −2,9 (3) · 107

0,42 −15,13540 (3) −262 (2) −5,30 (6) · 103 −1,27 (5) · 105 −3,1 (6) · 106

0,45 −7,41754 (2) −101,1 (12) −1,49 (2) · 103 −2,51 (14) · 104 −3,0 (12) · 105

0,47 −3,182838 (17) −37,3 (7) −414 (11) −5,2 (4) · 103 −6 (3) · 104

0,50 −0,827546 (15) −11,6 (5) −106 (5) −1,14 (13) · 103 2 (12) · 103

0,53 0,482324 (13) −1,5 (3) −33 (8) −210 (50) −1 (5) · 103

0,55 1,197215 (11) 2,1 (2) 1,8 (13) −40 (20) −1 (2) · 103

0,57 1,568194 (9) 3,10 (14) 4,3 (6) 19 (16) 3 (3) · 103

0,60 1,738859 (8) 3,04 (10) 2,7 (3) −7 (6) 1,8 (9) · 103

0,63 1,793061 (8) 2,62 (7) 0,76 (4) −13 (5) −100 (400)

0,65 1,780540 (7) 2,12 (5) −0,568 (10) −7 (4) 10 (120)

0,68 1,731128 (7) 1,66 (4) −1,321 (5) −9,6 (18) 120 (80)

0,70 1,662797 (6) 1,27 (3) −1,640 (3) −5,7 (14) 20 (40)
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М.В.Ушкац, С.Ю.Ушкац, А.А.Мочалов

ВИРИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ
ПОТЕНЦИАЛА МОРЗЕ

Р е з ю м е

С использованием квадратурных методов численного ин-
тегрирования, в сочетании с недавно предложенным моди-
фицированным методом выборки Майера, были рассчита-
ны вириальные коэффициенты известного трехпараметри-
ческого потенциала Морзе до седьмого порядка, включи-
тельно, для разных значений параметра этого потенциа-
ла 𝛼𝐷: 3,0; 4,0; 6,0; 8,0; 10,0. В области низких темпера-
тур была обнаружена определенная закономерность в по-
ведении вириальных коэффициентов всех порядков (начи-
ная с коэффициента третьего порядка) при разных зна-
чениях 𝛼𝐷. Эта закономерность может быть аппроксими-
рована уравнением, аналогичным полученному ранее для

потенциала Леннард-Джонса (12–6) и модифицированного
потенциала Леннард-Джонса.

M.V.Ushcats, S.J. Ushcats, A.A.Mochalov

VIRIAL COEFFICIENTS OF MORSE POTENTIAL

S u m m a r y

Using the numerical quadrature integration method and a

modification of the Mayer sampling Monte Carlo technique

proposed recently, the virial coefficients of the known three-

parameter Morse potential have been calculated to the seventh

order inclusive for potential parameter, 𝛼𝐷, values of 3.0, 4.0,

6.0, 8.0, and 10.0. At low temperatures, a certain regularity

in the behavior of the virial coefficients of all orders (begin-

ning from the third one) is revealed for various 𝛼𝐷-values. This

regularity can be approximated by an equation similar to that

previously obtained for the Lennard-Jones (12–6) and modified

Lennard-Jones models.
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