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НЕЛIНIЙНА ДИФУЗIЯ У РIДКОМУ
РОЗЧИНI ДIЕТИЛОВОГО ЕФIРУ З ХЛОРОФОРМОМУДК 538.93

Розглянуто нелiнiйну дифузiю у бiнарному рiдному розчинi дiетилового ефiру з хлоро-
формом за умови протiкання реакцiй комплексоутворення. Показано, що врахування
можливостi утворення комплексу [𝐴1𝐵1] дозволяє пояснити нелiнiйну концентрацiй-
ну залежнiсть коефiцiєнта взаємної дифузiї. Результати розрахункiв було порiвняно
iз результатами iнших пiдходiв. Було показано, що нелiнiйна модифiкацiя закону Фiка
найкраще описує експериментальнi результат, тобто дає найменшу величину сере-
днього вiдносного вiдхилення.
К люч о в i с л о в а: нелiнiйна дифузiя, коефiцiєнт взаємної дифузiї, комплексоутворення,
дiетиловий ефiр, хлороформ.

1. Вступ

З процесом дифузiйного масопереносу доводиться
зустрiчатися у багатьох хiмiчних та технологiчних
процесах, де вiн вiдiграє важливу роль [1, 2]. Тому
коректне визначення законiв дифузiї є важливим
не лише з теоретичної точки зору, а має i практи-
чну цiннiсть.

Явища переносу у розчинах тiсно пов’язанi зi
структурою рiдини та змiнами цiєї структури,
що вiдбуваються внаслiдок розчинення. Труднощi
врахування мiжмолекулярної взаємодiї поки що не
дозволяють довести теорiю розчинiв до рiвня, до-
сягнутого у розробцi теорiй газового та твердого
станiв [3]. Саме вiдсутнiсть завершеної теорiї рiдин
призвела до iснуючого розмаїття пiдходiв до опису
взаємної дифузiї у рiдких молекулярних розчинах
[4–18].

Наявнiсть вiдносно сильних напрямлених мiж-
молекулярних взаємодiй мiж компонентами роз-
чину може призводити до утворення асоцiатiв та
комплексiв [19]. Iдея про вплив хiмiчних пере-
творень на властивостi розчинiв була вперше ви-
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словлена Д.I. Менделєєвим i покладена в осно-
ву його вчення про розчини [20]. Ця iдея, зба-
гачена новими уявленнями методами теорiї мiж-
молекулярних взаємодiй та новими можливостя-
ми експериментального вивчення розчинiв, широ-
ко використовується i розвивається в теперiшнiй
час [21].

Асоцiат (комплекс) можна визначити як гру-
пу молекул рiдкої системи, що мають певну вну-
трiшню (просторову, орiєнтацiйну) структуру, зу-
мовлену утворенням мiжмолекулярних зв’язкiв,
час життя яких щонайменше на порядок переви-
щує перiод мiжмолекулярних коливань. Асоцiата-
ми будемо називати групи, що утворенi молекула-
ми одного сорту; комплексами — групи, якi утво-
ренi молекулами рiзних сортiв 1 [19, 22].

Врахування впливу асоцiацiї та комплексоутво-
рення на процес взаємної дифузiї у рiдких розчи-
нах можна здiйснити у рамках нелiнiйної модифi-
кацiї закону Фiка [24, 25]. Метою роботи є застосу-
вання даного пiдходу для опису концентрацiйної

1 Ця термiнологiя є доволi зручною, проте не є загально-
прийнятою. В лiтературi зустрiчається й iнша термiноло-
гiя [23].
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залежностi коефiцiєнта взаємної дифузiї у рiдко-
му розчинi дiетилового ефiру iз хлороформом та
кiлькiсне порiвняння результатiв iз iснуючими те-
орiями, зокрема Даркена, Вiґнеса, Моґґрiджа та
iн. [5, 7, 9, 11, 13, 17].

2. Основнi пiдходи
до опису взаємної дифузiї

Класичний закон Фiка пов’язує потiк частинок iз
градiєнтом їх концентрацiї:

j1 = −𝐷12∇𝑐1, (1)

де 𝐷12 – фiковський коефiцiєнт взаємної дифу-
зiї. Численнi експериментальнi дослiдження пока-
зують, що вiн суттєво залежить вiд концентрацiї.
Тому було зроблено чимало спроб пояснення цiєї
залежностi [4–18].

З позицiй нерiвноважної термодинамiки рушiй-
ною силою процесiв масопереносу є градiєнт хiмi-
чного потенцiалу. При сталих температурi та ти-
ску потiк частинок можна записати як [26]:

j1 = −𝐷0𝑐1
𝑅𝑇

∇𝜇1. (2)

Хiмiчний потенцiал компоненти розчину можна
подати у виглядi

𝜇1 = 𝜇0
1 +𝑅𝑇 ln 𝑎1, (3)

де 𝑎1 – активнiсть компоненти 1 (для iдеально-
го розчину активнiсть збiгається iз молярною час-
ткою компоненти 𝑥1). Пiдстановка виразу (3) в (2)
дозволяє переписати потiк як

j1 = −𝐷0

(︂
𝜕 ln 𝑎1
𝜕 ln𝑥1

)︂
∇𝑐1. (4)

Порiвняння iз законом Фiка дає такий вираз для
коефiцiєнта взаємодифузiї:

𝐷12 = 𝐷0

(︂
𝜕 ln 𝑎1
𝜕 ln𝑥1

)︂
. (5)

Вперше цей вираз для коефiцiєнта взаємної дифу-
зiї було отримано Шрайнером у 1922 роцi [27]. 𝐷0 у
рiвняннi (5) можна розглядати як деяку ефектив-
ну рухливiсть частинки, а множник

(︁
𝜕 ln 𝑎1

𝜕 ln 𝑥1

)︁
– тер-

модинамiчний фактор, що враховує дiю “сили” на

дифундуючу молекулу внаслiдок iснування градi-
єнта хiмiчного потенцiалу. Для виведення рiвня-
ння (4) припускається, що частинка рухається у
неперервному нерухомому середовищi. Врахуван-
ня того, що молекули розчинника також беруть
участь у дифузiйному переносi, призводить до вi-
домого виразу Даркена [5]:

𝐷12 = (𝐷*
1𝑥2 +𝐷*

2𝑥1)

(︂
𝜕 ln 𝑎1
𝜕 ln𝑥1

)︂
, (6)

де 𝐷*
1 , 𝐷*

2 – коефiцiєнти дифузiї мiчених части-
нок (трасернi коефiцiєнти дифузiї) 2. Як i коефi-
цiєнт взаємної дифузiї, трасерний коефiцiєнт ди-
фузiї може бути функцiєю складу (концентрацiї)
розчину [28]. Використання трасерних коефiцiєн-
тiв самодифузiї можливе лише тодi, коли цi коефi-
цiєнти можна пов’язати iз рухом окремої частин-
ки, а це справедливо лише тодi, коли частинки
не взаємодiють одна з одною. Наявнiсть взаємо-
дiї мiж частинками призводить до того, що їх рух
стає зкорельованим i тому потрiбно враховувати
такi ефекти, як комплексоутворення тощо.

Рiвняння Даркена (6) є ефективним лише для
опису коефiцiєнтiв взаємної дифузiї у металевих
сплавах i розчинiв, якi близькi до iдеальних. Не-
зважаючи на це, рiвняння Даркена стало основою
багатьох iнтерполяцiйних схем. Зокрема, замiсть
трасерних коефiцiєнтiв використовують коефiцiєн-
ти взаємодифузiї у нескiнченно розбавлених роз-
чинах, а також використовують додаткове усере-
днення по в’язкостi [1].

Використовуючи модель локального складу для
бiнарних розчинiв, Лi та iншi [13] модифiкували
вираз Даркена для коефiцiєнта взаємодифузiї та-
ким чином:

𝐷 =

(︂
𝜑22𝑉

𝑉2
𝐷*

1 +
𝜑11𝑉

𝑉1
𝐷*

2

)︂(︂
𝜕 ln 𝑎1
𝜕 ln𝑥1

)︂
, (7)

де 𝜑𝑖𝑖 – так званi локальнi об’ємнi частки; 𝑉1, 𝑉2,
𝑉 – молярнi об’єми компонент 1, 2 i розчину вiд-

2 Трасерний коефiцiєнт дифузiї є бiльш загальним понят-
тям, нiж коефiцiєнт самодифузiї. Вiн вiдноситься до ди-
фузiї мiченого компонента (iндикатора) в однорiднiй (не
обов’язково однокомпонентнiй) сумiшi [1, 28]. У випадку
бiнарної сумiшi граничнi значення трасерного коефiцiєн-
та дифузiї при 𝑥1 → 1 збiгаються iз коефiцiєнтом само-
дифузiї 𝐷*

1(𝑥1 → 1) = 𝐷0
1 , а при 𝑥1 → 0 – iз коефiцiєн-

том взаємодифузiї у нескiнченно розбавленому розчинi
𝐷*

1(𝑥1 → 0) = 𝐷0
12.
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повiдно. Доцiльнiсть переходу до локальних об’єм-
них часток випливає iз концепцiї локального скла-
ду Вiльсона [29], адже локальний склад значно вiд-
рiзняється вiд макроскладу (наявнi ефекти рiзних
взаємодiй, включаючи асоцiацiю). Згiдно з Вiльсо-
ном локальнi об’ємнi частки визначаються таким
чином:

𝜑11 =
𝑥1

𝑥1 + 𝑥2Λ12
, 𝜑11 =

𝑥2

𝑥2 + 𝑥1Λ21
, (8)

де Λ𝑖𝑗 – параметри Вiльсона (можна отримати iз
експериментiв). Для передбачення поведiнки кое-
фiцiєнта взаємодифузiї (7) також необхiдно знати
значення трасерних коефiцiєнтiв дифузiї 𝐷*

𝑖 . Про-
те у роботi [13], використовуючи припущення, що
молекули обох сортiв дифундують не поодинцi, а
у складi кластерiв (розмiр яких залежить вiд кон-
центрацiї розчину), було отримано такi вирази для
трасерних коефiцiєнтiв дифузiї:

𝐷*
𝑖 =

𝐷0
𝑖 𝜂𝑖
𝜂

(︂
𝑛0
𝑖

1 + (𝑛0
𝑖 − 1)𝑥𝑖

)︂1/2
, 𝑖 = 1, 2, (9)

де 𝐷0
𝑖 – коефiцiєнт самодифузiї компоненти 𝑖; 𝜂𝑖,

𝜂 – коефiцiєнти в’язкостi компоненти 𝑖 та розчи-
ну вiдповiдно; 𝑛0

𝑖 – розмiр кластера дифундуючих
частинок у випадку самодифузiї

𝑛0
1 =

(︂
𝜂2𝐷

0
21

𝜂1𝐷0
1

)︂1/2
, 𝑛0

2 =

(︂
𝜂1𝐷

0
12

𝜂2𝐷0
2

)︂1/2
, (10)

(𝐷0
12 = 𝐷12(𝑥1 → 0), 𝐷0

21 = 𝐷12(𝑥1 → 1) – кое-
фiцiєнти взаємодифузiї у нескiнченно розбавлених
розчинах).

У роботах Моґґрiджа та Д’Аґостiно [17, 30, 31]
було узагальнено вираз Даркена для коефiцiєнта
взаємодифузiї, використовуючи iдеї теорiї крити-
чних явищ. В околi критичної точки температурна
залежнiсть коефiцiєнта дифузiї дається виразом

𝐷12 = 𝐷0

(︂
𝑇 − 𝑇𝑐

𝑇𝑐

)︂𝛼
, (11)

де 𝑇𝑐 — критична температура, 𝐷0 – температур-
но-незалежна стала, 𝛼 = 0,62–0,685 – параметр те-
орiї (значення якого трохи варiюється залежно вiд
пiдходу). В рамках пiдходу [17, 30, 31] термоди-
намiчний фактор має просту температурну зале-
жнiсть:(︂
𝜕 ln 𝑎1
𝜕 ln𝑥1

)︂
=

(︂
𝑇 − 𝑇𝑐

𝑇

)︂
. (12)

Останнє є справедливим, якщо надлишкова енер-
гiя Ґiббса є практично незалежною вiд температу-
ри (часто достатньо справедливе припущення для
малого температурного дiапазону, оскiльки зазви-
чай переважає ентропiйний член).

Припускаючи справедливiсть виразiв (11) та
(12), порiвнюючи їх з (5), можна модифiкувати ви-
раз Даркена (6) i записати такий вираз для коефi-
цiєнта взаємної дифузiї [30]:

𝐷12 = (𝑥1𝐷
*
2 + 𝑥2𝐷

*
1)

(︂
𝜕 ln 𝑎1
𝜕 ln𝑥1

)︂𝛼
. (13)

Перехiд вiд (6) до (13) не є строго обґрунтованим,
проте рiвняння (13) дозволило з розумною точнi-
стю описати концентрацiйну залежнiсть коефiцi-
єнтiв взаємодифузiї низки систем [17]. Однак воно
виявилося непридатним для сильно асоцiйованих
систем, зокрема, для розчинiв алкоголiв у непо-
лярних розчинниках, а також для розчину ацетон–
хлороформ. Для цих систем треба врахувати ефе-
кти, пов’язанi iз асоцiацiєю [32, 33].

Iснує низка пiдходiв до опису коефiцiєнта вза-
ємної дифузiї, що базується на кiнетичнiй теорiї
Ейрiнґа [4, 7, 9, 11, 12, 16, 18]. Згiдно з цими теорiя-
ми припускається, що процес дифузiї можна опи-
сати аналогiчно швидкостi мономолекулярної реа-
кцiї, включаючи промiжне утворення такої конфi-
гурацiї частинки та її оточення, яке можна розгля-
дати як активований стан. Пiд час свого руху мо-
лекула розчиненої речовини повинна подолати по-
тенцiальний бар’єр, що роздiляє два рiвноважних
стани, що вiдповiдають двом сусiднiм розмiщен-
ням молекули. Коефiцiєнт взаємної дифузiї в iде-
альних розчинах записується як

𝐷 = 𝜆2𝑘, (14)

де 𝜆 – вiдстань мiж двома сусiднiми позицiями,
𝑘 – частота перескокiв. Для неiдеальних розчинiв
вираз (14) потрiбно помножити на величину тер-
модинамiчного фактора [34]:

𝐷12 = 𝜆2𝑘eff = 𝜆2𝑘

(︂
𝜕 ln 𝑎1
𝜕 ln𝑥1

)︂
. (15)

Рiвняння (14) та (15) були виведенi з використа-
нням припущення про нерухомiсть розчинника.
Врахування можливостi стрибкiв молекул розчин-
ника приводить до такого виразу, який було тео-
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ретично обґрунтовано Куллiнаном [35]:

𝐷12 = (𝐷𝑜
12)

𝑥2(𝐷𝑜
21)

𝑥1

(︂
𝜕 ln 𝑎1
𝜕 ln𝑥1

)︂
. (16)

Рiвняння (14) вперше було отримано Вiґнесом ем-
пiрично при дослiдженнi концентрацiйної поведiн-
ки коефiцiєнта взаємодифузiї набору сумiшей [7].
Зазвичай, рiвняння Вiґнеса дає гарнi результати
для iдеальних (чи близьких до iдеальних) роз-
чинiв. Для сильно неiдеальних розчинiв рiвняння
дає значення, якi значно вiдрiзняються вiд експе-
риментальних. Проте поряд iз рiвнянням Дарке-
на, рiвняння Вiґнеса широко використовується як
основа для емпiричних модифiкацiй.

Головним недолiком виразiв, де використовує-
ться термодинамiчний фактор, є вiдсутнiсть ме-
тодики обчислення останнього, а, вiрнiше, вiдсу-
тнiсть єдиної термодинамiчної моделi для визначе-
ння надлишкової енергiї Гiббса (з якою пов’язаний
термодинамiчний фактор) [29]. Тому навiть вико-
ристовуючи один вираз Даркена чи Вiґнеса, ви-
користання рiзних термодинамiчних моделей при-
зводить до рiзних результатiв [11, 16, 18].

У загальному випадку рiвноважнi вiдстанi, якi
проходять частинки (розчиненої речовини та роз-
чинника) за час стрибка, не дорiвнюють одна однiй
𝜆1 ̸= 𝜆2 ̸= 𝜆. Узагальнення на даний випадок було
зроблено Хе [9]. Вiн отримав такий вираз:

𝐷12 =
(︀
𝐷0

12

)︀𝑥2
(︀
𝐷0

21

)︀𝑥1
(𝑥2𝜉

𝑥1
1 + 𝑥1𝜉

𝑥2
2 ), (17)

де 𝜉1, 𝜉2 – емпiричнi константи. Аналiз бiльше
тридцяти бiнарних сумiшей показав, що рiвняння
Хе дає кращi результати, нiж рiвняння Вiґнеса.
Проте область його застосування є доволi обме-
женою – воно непридатне для сильноасоцiйованих
систем, таких як розчини води, спиртiв та анiлiну
(виключенням є бiнарнi розчини спиртiв).

Подальший розвиток теорiї Ейрiнґа був зро-
блений Хсу i Ченом в моделi, яку було названо
UNIDIF [11]. Вираз для коефiцiєнта взаємодифу-
зiї iдентичний (14), тiльки вiдстань мiж сусiднiми
рiвноважними позицiями 𝜆12 береться як середнє
геометричне по концентрацiї:

𝜆12 = 𝜆𝑥2
1 𝜆𝑥1

2 . (18)

Частота перескокiв 𝑘12, у свою чергу, визначається
як

ln 𝑘12 = 𝑥1

(︂
𝜕 ln 𝑘𝑎𝑚
𝜕𝑥2

+ 𝑥2
𝜕 ln 𝑘𝑎𝑚
𝜕𝑥1

)︂
. (19)

Частота перескокiв 𝑘𝑎𝑚 молекул мiж рiвноважни-
ми позицiями визначається згiдно з ґратковою мо-
деллю розчинiв:

𝑘𝑎𝑚 =

𝑛∏︁
𝑖=1

(︂
𝑘B𝑇

2𝜋𝑀𝑖

)︂𝑥𝑖
2

exp

⎛⎝𝑁𝐶

2𝑘B𝑇

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑞𝑖

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑈𝑗𝑖𝜃𝑗𝑖

⎞⎠,
(20)

де 𝑁𝐶 – координацiйне число; 𝑞𝑖 – площа поверхнi
компоненти 𝑖; 𝑈𝑗𝑖 – потенцiальна енергiя взаємодiї
мiж компонентами 𝑗 та 𝑖; 𝜃𝑗𝑖 – параметр локально-
го складу, який пов’язаний iз середньою часткою
площi поверхнi компонент 𝑖 та 𝑗. Параметри в рiв-
няннi (20) такi ж, як i моделi UNIQUAC (див. до-
даток А), тому модель для дифузiї була названа по
аналогiї як UNIDIF. Коефiцiєнт взаємної дифузiї
набуває такого вигляду:

𝐷12 = (𝐷𝑜
12)

𝑥2(𝐷𝑜
21)

𝑥1 exp

(︂
2

{︂
𝑥1 ln

𝑥1

𝜑1
+ 𝑥2 ln

𝑥2

𝜑2

}︂
+

+2𝑥1𝑥2

{︂
𝜑1

𝑥1

(︂
1− 𝜆1

𝜆2

)︂
+

𝜑2

𝑥2

(︂
1− 𝜆2

𝜆1

)︂}︂
+

+

{︂
𝑥2𝑞1[(1− 𝜃221) ln 𝜏21 + (1− 𝜃222)𝜏12 ln 𝜏12] +

+𝑥1𝑞2[(1− 𝜃212) ln 𝜏12 + (1− 𝜃211)𝜏21 ln 𝜏21]

}︂)︂
, (21)

де 𝜑1, 𝜑2 – об’ємнi частки компонент 1 i 2 вiдповiд-
но; параметри 𝜆1, 𝜆2 приймаються пропорцiйними
кубiчному кореневi iз молярного об’єму чи об’єм-
ному параметровi у моделi UNIQUAC;

𝜏12 = exp

(︂
−𝑁𝐶(𝑈12 − 𝑈22)

2𝑘B𝑇

)︂
,

𝜏21 = exp

(︂
−𝑁𝐶(𝑈21 − 𝑈11)

2𝑘B𝑇

)︂
– параметри взаємодiї, якi в моделi UNIDIF є пiд-
гоночними параметрами.

Альтернативний пiдхiд до опису коефiцiєнта
взаємної дифузiї був запропонований А. Шапiро
[14]. Його теорiя, названа “флуктуацiйною теорiєю
дифузiї”, базується на термодинамiцi незворотних
процесiв, а саме на лiнiйнiй феноменологiчнiй тео-
рiї Онсагера. Згiдно з цiєю теорiєю, термодинамi-
чнi потоки, що виникають в системi, є лiнiйними
комбiнацiями термодинамiчних сил. Дифузiйний
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потiк для 𝑛-компонентної сумiшi невзаємодiючих
компонент береться у звичайному виглядi

j𝑖 =

𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝐿𝐷,𝑖𝑗X
𝑗
𝐷. (22)

Стандартна теорiя дифузiї, що базується на тер-
модинамiцi нерiвноважних процесiв, не дає вели-
ких переваг при вивченнi звичайної дифузiї, про-
те вона є базовою при розглядi явищ накладання
декiлькох градiєнтiв рiзної природи.

Флуктуацiйна теорiя Шапiро пов’язує матрицю
феноменологiчних коефiцiєнтiв L𝐷 iз так званою
матрицею переходу L𝑇𝑟 таким чином:

L𝐷 = GL𝑇𝑟G
𝑇 , L𝑇𝑟 =

1

2

(︀
L𝑇𝑟 + L𝑇

𝑇𝑟

)︀
. (23)

Матриця G залежить вiд вибору термодинамiчних
потокiв та сил.

У свою чергу, матриця переходу L𝑇𝑟 є добутком
трьох складових, якi включають в себе матрицю
опору L𝑅 та внески у дифузiйний масоперенiс –
кiнетичний L𝐾 та термодинамiчний L𝑇 :

L𝑇𝑟 =
1

4
L𝐾L𝑇L𝑅. (24)

У випадку бiнарної дифузiї кiнетична матриця L𝐾

має розмiрнiсть 2 × 2. Вона враховує внески вiд
молекулярного руху i визначається як дiагональ-
на матриця середнiх молекулярних швидкостей 𝑢𝑖

рiзних компонент:

𝐿𝐾,𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝑢𝑗 , 𝑢𝑗 =

√︃
8𝑅𝑇

𝜋𝑀𝑗
, (𝑖, 𝑗 = 1, 2). (25)

Термодинамiчна матриця L𝑇 :

L𝑇 = F−1 (26)

має розмiрнiсть 3×2 i виражається через матрицю
F похiдних ентропiї по молярних густинах 𝑐𝑖 та
внутрiшнiй енергiї 𝑈 :

𝐹𝑖𝑗 =
𝜕2𝑆

𝜕𝑐𝑖𝜕𝑐𝑗
,

𝐹𝑖,𝑛+1 = 𝐹𝑛+1,𝑖 =
𝜕2𝑆

𝜕𝑐𝑖𝜕𝑈
,

𝐹𝑛+1,𝑛+1 =
𝜕2𝑆

𝜕𝑈2
(𝑖, 𝑗 = 1, 2).

(27)

Матриця опору L𝑅, яка має розмiрнiсть 2×3, вра-
ховує опiр, який чинять молекулярному руховi iн-
шi молекули. Вона виражається через так званi
довжини проникнення 𝑍𝑖 [14]:

𝐿𝑅,𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝑍𝑖(N, 𝑈)−𝑁𝑖
𝜕𝑍𝑖(N, 𝑈)

𝜕𝑁𝑖
,

𝐿𝑅,𝑖,𝑛+1 = −𝑁𝑖
𝜕𝑍𝑖(N, 𝑈)

𝜕𝑈
(𝑖 = 1, ..., 2).

(28)

Згiдно з Шапiро, довжина проникнення – це сере-
дня вiдстань перемiщення частинки, пiсля якої во-
на “забуває” свою початкову швидкiсть. Довжини
проникнення можна отримати за допомогою моде-
лювання методами молекулярної динамiки [36] або
використовуючи iнтерполяцiйнi формули [15, 37].
Оскiльки залежностi коефiцiєнтiв дифузiї вiд дов-
жин проникнення є нетривiальними, iнтерполяцiй-
нi формули повиннi мати вигляд простих зале-
жностей iз декiлькома пiдгоночними параметра-
ми. Зокрема, в роботах [15, 37] було використано
такi iнтерполяцiйнi формули:

𝑍𝑖 =

√︂
𝑀𝑖

𝑀mix
𝐴𝑖 exp(−𝐵1𝑐1 −𝐵2𝑐2),

𝑍𝑖 =

√︂
𝑀𝑖

𝑀mix
𝐴𝑖(1−𝐵1𝑐1 −𝐵2𝑐2 −

−𝐵12𝑐1𝑐2/(𝑐1 + 𝑐2))

(29)

(тут 𝑀𝑖, 𝑀mix – молярнi маси компоненти 𝑖 i роз-
чину вiдповiдно).

Згiдно iз Шапiро [15] для бiнарної сумiшi має-
мо лише одне значення 𝐿𝐷, а коефiцiєнт взаємної
дифузiї записується як

𝐷12=𝐿𝐷
𝑀mix

𝑀1𝑀2𝑇

(︂
1

𝑥1𝑀2

𝜕 ln𝜇2

𝜕𝑐2
+

1

𝑥2𝑀1

𝜕 ln𝜇1

𝜕𝑐1

)︂
.

(30)

Основною перевагою флуктуацiйної теорiї дифузiї
є розгляд багатокомпонентних систем. Проте ви-
значення термодинамiчної матрицi L𝑇 є достатньо
громiздкою процедурою. Також необхiдно мати
певну термодинамiчну модель для рiвняння стану,
оскiльки необхiдно обчислити похiднi вiд ентро-
пiї системи. Проте, найбiльше труднощiв викликає
визначення матрицi опору (точнiше довжин про-
никнення, вiд яких вона залежить). Точнiсть опи-
су концентрацiйної залежностi коефiцiєнта взає-
модифузiї залежить вiд вигляду iнтерполяцiйної
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формули для довжини проникнення i вiд кiлько-
стi пiдгоночних параметрiв. Збiльшення їх кiлько-
стi (iз трьох до чотирьох) дозволило iз непоганою
точнiстю описати концентрацiйнi залежностi кое-
фiцiєнта дифузiї для багатьох розчинiв малої мо-
лекулярної ваги. Виключення становлять сильно
асоцiйованi розчини iз водою та розчини алкого-
лiв [15].

3. Врахування впливу
процесiв комплексоутворення

Незважаючи на те, що комплекси, якi утворюю-
ться при розчиненнi однiєї речовини у iншiй, є хiмi-
чно нестiйкими, вони iстотно впливають на процес
дифузiї. При врахуваннi таких процесiв взаємодiї
розчин розглядається як багатокомпонентний, що
складається iз незв’язаних (чистих) компонент, а
також асоцiатiв та комплексiв.

Швидкостi реакцiй комплексоутворення є на-
стiльки великими, що локальна система встигає
прийти до стану рiвноваги за час, що набагато
менший за характерний час масопереносу (дифу-
зiї). Тому в багатокомпонентних розчинах можна
поруч зi звичайними дифузiйними потоками чи-
стих компонент розглядати додатковi потоки, якi
пов’язанi iз взаємною дифузiєю комплексiв та асо-
цiатiв. Зазвичай, у лiтературi вводять додатковi
потоки, якi визначаються першим законом Фiка
[38–44]. Проте за наявностi взаємодiї мiж частин-
ками такi потоки є нелiнiйними, оскiльки транс-
порт частинок одного сорту автоматично супрово-
джується перенесенням частинок iншого сорту. У
частковому випадку взаємодiї типу “виключеного
об’єму” нелiнiйнi рiвняння масопереносу було ви-
ведено в межах моделi ґраткового газу [45–49].

Такий самий вигляд нелiнiйного потоку було ви-
користано у [24, 25] для опису нелiнiйної дифузiй-
ної кiнетики iз врахуванням комплексоутворення.
Розглядаючи процеси масопереносу за умов ло-
кальної хiмiчної рiвноваги для кожної компоненти
розчину можна ввести потiк як [25]:

j𝑖 =
∑︁
𝑗

𝑑𝑖𝑗 [𝜑𝑖∇𝜑𝑗 − 𝜑𝑗∇𝜑𝑖], (31)∑︁
𝑖

𝜑𝑖 = 1. (32)

Тут введено такi позначення: 𝜑𝑖 ≡ 𝜑𝑖(r, 𝑡) – об’єм-
на частка речовини 𝑖 у фiзично нескiнченному ма-
лому об’ємi з центром у точцi r у момент часу 𝑡;

𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 – коефiцiєнти взаємодифузiї 3. Доцiль-
нiсть використання парцiальних об’ємних часток
𝜑𝑖 ≡ 𝜑𝑖(r, 𝑡) випливає iз того, що взаємний рух рi-
зних компонент вiдбувається в умовах збережен-
ня сумарного об’єму сумiшi. В рамках такого пiд-
ходу можна розглядати довiльнi багатокомпонен-
тнi сумiшi. Проте заради спрощення далi розгля-
немо бiнарну сумiш речовин 𝐴 i 𝐵 з можливiстю
утворення еквiмолекулярного комплексу 𝐴𝐵, тоб-
то ефективна сумiш буде тернарною. Об’ємна час-
тка комплексу у розчинi 𝜑3 пов’язана iз об’ємними
частками незв’язаних компонент таким чином:

𝜑3 = 𝐾𝜑1𝜑2, (33)

де 𝐾 – константа рiвноваги.
У процесi дифузiї молекули речовини 𝐴 пере-

носяться як окремо, так i складi комплексу 𝐴𝐵.
Ефективний потiк (який фiксується в експеримен-
тi) буде визначатися як

jtot1 = j1 + �̄�13j3, (34)

де �̄�13 – об’ємна частка речовини 𝐴 у комплексi.
Загальну об’ємну частку речовини (як незв’язаної,
так i у складi комплексу) можна визначити як

𝜑tot
𝑖 = 𝜑𝑖 + �̄�𝑖3𝜑3, 𝑖 = 1, 2. (35)

Пiсля пiдстановки парцiальних потокiв у сумар-
ний потiк, отримаємо такий вираз:

jtot1 =

3∑︁
𝑖 ̸=𝑗,𝑖<𝑗

𝑑𝑖𝑗(�̄�1𝑖 − �̄�1𝑗) [𝜑𝑖∇𝜑𝑗 − 𝜑𝑗∇𝜑𝑖]. (36)

Тут �̄�1𝑖 – об’ємна частка речовини 𝐴 у iншiй речо-
винi, тобто �̄�11 = 1, �̄�12 = 0, �̄�13 = 𝑉1/(𝑉1 + 𝑉2).

Потiк (34) можна переписати аналогiчно першо-
му закону Фiка як

jtot1 =

3∑︁
𝑖 ̸=𝑗,𝑖<𝑗

𝑑𝑖𝑗(�̄�1𝑖 − �̄�1𝑗)

[︂
𝜑𝑖

𝜕𝜑𝑗

𝜕𝜑tot
1

−

−𝜑𝑗
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜑tot
1

]︂
∇𝜑tot

1 = −𝐷12

(︀
𝜑tot
1

)︀
∇𝜑tot

1 . (37)

3 На наш погляд, коефiцiєнти 𝑑𝑖𝑗 доцiльнiше називати ко-
ефiцiєнтами взаємодифузiї, оскiльки вони є сталими ве-
личинами на вiдмiну вiд коефiцiєнтiв 𝐷12 у формулах
(5)–(7), (13), (15)–(17), (26).
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Остаточно коефiцiєнт взаємної дифузiї можна за-
писати як

𝐷12

(︀
𝜑tot
1

)︀
=

3∑︁
𝑖 ̸=𝑗,𝑖<𝑗

𝑑𝑖𝑗(�̄�1𝑗−�̄�1𝑖)

[︂
𝜑𝑖

𝜕𝜑𝑗

𝜕𝜑tot
1

− 𝜑𝑗
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝜑tot
1

]︂
=

= 𝑑12𝑤12+𝑑13(1− �̄�13)𝑤13+𝑑23(�̄�23− �̄�13)𝑤23. (38)

4. Результати та їх обговорення

Розглянемо молекулярну сумiш “дiетиловий ефiр-
хлороформ”. Експериментальне дослiдження ко-
ефiцiєнтiв дифузiї було зроблено в роботах
[38, 50].

Наявнiсть водневого зв’язку C–H...O мiж моле-
кулами дiетилового ефiру та хлороформом при-
зводить до появи еквiмолекулярного комплексу
[A1B1]. Iснування комплексу пiдтверджено дослi-
дженням надлишкових термодинамiчних функцiй
[21,51], а також спектроскопiчними методами: спе-
ктроскопiя ЯМР [52] та релеївське розсiювання
свiтла [53].

В рамках нашої моделi рiдка сумiш дiетилового
ефiру iз хлороформом розглядається як тернарна
(розглядаються компоненти A, B, C). Експеримен-
тальну криву концентрацiйної залежностi коефiцi-
єнта взаємної дифузiї при 𝑇 = 25 ∘C було взято
iз роботи [50]. Методами нелiнiйного регресiйного
аналiзу iз використанням формули (38) було зна-
йдено такi оптимальнi параметри, що входять у ко-
ефiцiєнт дифузiї 𝐷12 (𝜑

tot
1 ): 𝑑12 = 4,57 · 10−9 м2/с,

𝑑13 = 4,42 · 10−9 м2/с, 𝑑23 = 0,48 · 10−9 м2/с,

𝐾 = 2,64, 𝜎 =

√︃
1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

(︀
𝐷exp

𝑖 −𝐷calc
𝑖

)︀2
= 0,024×

× 10−9 м2/с.
Використовуючи знайденi оптимальнi параме-

три, було побудовано концентрацiйну залежнiсть
коефiцiєнта дифузiї та було зроблено порiвняння
iз експериментальними даними (рис. 1).

Як видно iз рис. 1, врахування комплексоутво-
рення дозволило дуже точно описати експеримен-
тальнi данi. Використовуючи оптимальне значе-
ння константи рiвноваги комплексоутворення 𝐾,
було отримано концентрацiйнi профiлi компонен-
тiв розчину (рис. 2).

Концентрацiйна залежнiсть коефiцiєнта взаєм-
ної дифузiї у розчинi дiетиловий ефiр–хлороформ
дослiджувалась у багатьох роботах [9,11,13,15,17].
Критерiєм якостi опису є середнє вiдносне вiдхиле-
ння розрахованих величин вiд експериментальних

Рис. 1. Порiвняння розрахункової кривої iз експеримен-
тальними даними

Рис. 2. Концентрацiйнi профiлi компонентiв розчину

даних (average relative deviation, ARD), яке визна-
чається формулою

ARD =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

|𝐷calc
𝑖 −𝐷exp

𝑖 |
𝐷exp

𝑖

× 100%. (39)

У таблицi наведено величини середнiх вiдносних
вiдхилень iснуючих пiдходiв та результат наших
розрахункiв. Значення похибок було взято iз ори-
гiнальних робiт.

У бiльшостi пiдходiв (формули (6), (7), (16),
(17), (21)) для того, щоб визначити коефiцiєнт
взаємодифузiї, необхiдно додатково знати грани-
чнi значення коефiцiєнтiв взаємної дифузiї у не-
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скiнченно розбавленому розчинi. Цi значення ви-
значаються за допомогою емпiричних формул або
шляхом екстраполяцiї експериментальних даних в
область граничних концентрацiй. Окрiм того, в
моделi Лi (7) необхiдно знати значення коефiцi-
єнтiв самодифузiї. В пiдходi Моґґрiджа (13) необ-
хiдно знати концентрацiйнi залежностi трасерних
коефiцiєнтiв взаємної дифузiї обох компонент. То-
му в цих випадках велику роль в описi коефiцiєнта
взаємної дифузiї вiдiграє точнiсть визначення вiд-
повiдних величин.

Як бачимо iз таблицi, при використаннi рiзних
пiдходiв при наявностi не бiльше нiж чотирьох
пiд гоночних параметрiв, величина похибки ле-
жить у межах 0,8–13,5%. Навiть у рамках одно-
го пiдходу використання рiзних термодинамiчних
моделей розчину призводить до рiзних величин
похибок, що яскраво видно для формул Дарке-
на i Вiгнеса. Термодинамiчнi моделi, що викори-
стовуються для визначення термодинамiчного фа-
ктора, також мiстять пiдгоночнi параметри (див.
додаток А). Цi параметри можна визначити з iн-
ших експериментiв, як це було зроблено в робо-
тi Моґґрiджа [17] (там було використано модель
Редлiха–Кiстера (A9)) чи у роботi Лi [13] (модель
Вiльсона (A3)). В роботi Хсу i Чена [11] параме-
три термодинамiчних моделей NRTL (A5) та UNI-
QUAC (A7) визначалися iз даних по дифузiї; та-
кож вираз моделi UNIDIF має два пiдгоночних
параметри.

№ Пiдхiд ARD, % Посилання

1 Хе 2,3 [9]
2 Лi та iн. 3,3 [13]
3 Даркен + Вiлсон 13,5 [13]
4 Даркен + NRTL 1 [11]
5 Даркен + UNIQUAC 3,4 [11]
6 Вiгнес + NRTL 1,2 [11]
7 Вiгнес + UNIQUAC 4,5 [11]
8 UNIDIF 0,8 [11]
9 Шапiро та Медведев 0,9–8 [15]

10 Моґґрiдж a 1,5 [17]
11 Куцик, Обуховський 0,45

a Ця величина була нами перерахована, оскiльки в робо-
тi Моґґрiджа приведено значення середньоквадратичного
вiдхилення 𝜎 = 0,056 · 10−9 м2/с.

Флуктуацiйна теорiя Шапiро дає дуже великий
розкид похибок залежно вiд вибору рiвняння ста-
ну рiдкого розчину. Також внаслiдок вiдсутностi
аналiтичного виразу для довжини проникнення 𝑍
використовуються iнтерполяцiйнi формули iз рi-
зною кiлькiстю (три або чотири) пiдгоночних па-
раметрiв (29).

Як видно iз таблицi, нашi розрахунки дають
найменше вiдносне вiдхилення, що свiдчить про
адекватнiсть використовуваної моделi для опи-
су дифузiї в розчинi дiетилового ефiру з хло-
роформом.

5. Висновки

Врахування можливостi утворення еквiмолеку-
лярного комплексу у рiдкому розчинi дiетилового
ефiру iз хлороформом дозволяє пояснити концен-
трацiйну залежнiсть коефiцiєнта взаємної дифузiї.
Нелiнiйна модифiкацiя закону Фiка на основi ви-
користаної структурної моделi розчину дозволяє
описати експериментальнi данi не лише якiсно, а
й кiлькiсно. Порiвняння наших розрахункiв iз ре-
зультатами iнших пiдходiв показало, що в межах
нелiнiйної теорiї дифузiї з використанням модель-
ного пiдходу до визначення структури рiдини мо-
жна достатньо точно описати концентрацiйну за-
лежнiсть коефiцiєнта дифузiї.

ДОДАТОК А
Визначення термодинамiчного
фактора в рiзних моделях

Термодинамiчний фактор Γ =
(︁
𝜕 ln 𝑎1
𝜕 ln 𝑥1

)︁
, який використову-

ється у виразах для коефiцiєнта взаємодифузiї пов’язаний
iз надлишковою енергiєю Гiббса таким чином:

Γ = 1 +
𝑥1𝑥2

𝑅𝑇

(︂
𝜕2𝐺𝐸

𝜕𝑥2
1

+
𝜕2𝐺𝐸

𝜕𝑥2
− 2

𝜕2𝐺𝐸

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

)︂
. (A1)

У формулi (A1) молярнi частки 𝑥1 та 𝑥2 пiд час диферен-
цiювання слiд розглядати як незалежнi змiннi.

Iснує низка моделей для надлишкової енергiї Гiббса [29].
Тут будуть наведенi лише тi, якi використовувалися у ви-
щеописаних теорiях для визначення коефiцiєнта взаємоди-
фузiї. Також деякi вирази для термодинамiчних факторiв
наведено у [54].

1. Модель Вiльсона (1964 р.)

𝐺𝐸

𝑅𝑇
= −

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 ln
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑥𝑗Λ𝑖𝑗 , (A2)
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де Λ𝑖𝑗 =
𝑉𝑗

𝑉𝑖
exp

(︁
−𝜆𝑖𝑗−𝜆𝑖𝑖

𝑅𝑇

)︁
– параметр Вiльсона; 𝜆𝑖𝑗 – па-

раметр взаємодiї мiж компонентами 𝑖 та 𝑗. Рiвняння для
бiнарної сумiшi мiстить два параметри Λ12 та Λ21. Пiд час
розрахункiв цi параметри виступають як пiдгоночнi i ви-
значаються з будь-яких експериментальних даних по 𝐺𝐸 .
Термодинамiчний фактор в цiй моделi має вигляд

Γ = 1−
𝑥1

𝑥1 + Λ12𝑥2
+

𝑥1Λ21

𝑥2 + Λ21𝑥1
−

−𝑥1𝑥2

[︂
Λ12(1− Λ12)

(𝑥1 + Λ12𝑥2)2
+

Λ21(1− Λ21)

(𝑥2 + 𝑥1Λ21)2

]︂
. (A3)

2. Модель NRTL (Ренон i Праузнiц, 1968 р.)

Рiвняння Ренона–Праузнiца, яке називається рiвнянням
NRTL (Non Random Two Liquid Equation), окрiм двох енер-
гетичних параметрiв, якi по змiсту аналогiчнi параметрам
Вiльсона, для бiнарної системи мiстить третiй параметр,
який характеризує ступiнь впорядкованостi розподiлу мо-
лекул у розчинi. Рiвняння NRTL має вигляд

𝐺𝐸

𝑅𝑇
=

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

(︃∑︀𝑘
𝑗=1 𝜏𝑗𝑖𝐺𝑗𝑖𝑥𝑗∑︀𝑘

𝑙=1 𝐺𝑙𝑖𝑥𝑙

)︃
, (A4)

де 𝐺𝑗𝑖 = exp (−𝑎𝑗𝑖𝜏𝑗𝑖); 𝜏𝑗𝑖 =
𝑔𝑗𝑖−𝑔𝑖𝑖

𝑅𝑇
; 𝑎𝑗𝑖 = 𝑎𝑖𝑗 ; 𝑎𝑖𝑖 = 𝜏𝑖𝑖 = 0.

У моделi NRTL на пiдгоночнi параметри 𝜏𝑗𝑖 не накладає-
ться жодних обмежень, тодi як параметр 𝑎𝑗𝑖 може змiню-
ватися у межах 0,2–0,5. Термодинамiчний фактор в моделi
NRTL має вигляд

Γ = 1 + 𝑥1𝑥2

(︃
𝜏21 exp (−2𝑎𝜏21)

(𝑥1 + 𝑥2 exp(−𝑎𝜏21))
3
+

+
𝜏12 exp (−2𝑎𝜏12)

(𝑥2 + 𝑥1 exp(−𝑎𝜏12))
3

)︃
. (A5)

3. Модель UNIQUAC (Абрамс i Праузнiц, 1975 р.)

Модель Абрамса i Праузнiца UNIQUAC (UNIversal QUAsi-
Chemical equation) поєднує в собi концепцiю локального
складу та ґраткову теорiю розчинiв. Величина 𝐺𝐸 для бi-
нарного розчину записується як

𝐺𝐸

𝑅𝑇
= 𝑥1 ln

𝜑1

𝑥1
+ 𝑥2 ln

𝜑2

𝑥2
−

−
𝑁𝐶

2

(︂
𝑥1𝑞1 ln

𝜑1

𝜃1
+ 𝑥2𝑞2 ln

𝜑2

𝜃2

)︂
−

−𝑥1𝑞1 ln(𝜃1 + 𝜃2𝜏21)− 𝑥2𝑞2 ln(𝜃1𝜏12 + 𝜃2). (A6)

Для бiнарного розчину маємо шiсть параметрiв: 𝜏12, 𝜏21 є
пiдгоночними, 𝑟1, 𝑟2 – так званий “ван-дер-ваальсiвський
об’єм” молекули, 𝑞1, 𝑞2 – “ван-дер-ваальсiвська площа” мо-
лекули. Координацiйне число 𝑁𝐶 = 10. 𝜃𝑖 = 𝑥𝑖𝑞𝑖

𝑥𝑖𝑞𝑖+𝑥𝑗𝑞𝑗
=

= 𝑥𝑖𝑞𝑖
𝑞

– поверхнева частка компоненти 𝑖. 𝜑𝑖 =
𝑥𝑖𝑟𝑖

𝑥𝑖𝑟𝑖+𝑥𝑗𝑟𝑗
=

= 𝑥𝑖𝑟𝑖
𝑟

об’ємна частка компоненти 𝑖. Термодинамiчний фа-
ктор в моделi UNIQUAC має досить громiздкий вигляд:

Γ = 1 + 𝑥1

(︂
(𝑟1 − 𝑟2)

2𝑥2

𝑟2
+

𝑁𝐶𝑞

2

(︂
𝑟1

𝑟
−

𝑞1

𝑞

)︂
×

×
[︂
𝑟2 − 𝑟1

𝑟
−

𝑞1 − 𝑞2

𝑞

]︂
+

𝑞21
𝑞

[︂
1−

2

𝜃1 + 𝜃2𝜏12
+

+
𝜃1

(𝜃1 + 𝜃2𝜏12)
2
+

𝜃2𝜏212
(𝜃2 + 𝜃1𝜏21)

2

]︂
−

−
𝑞1𝑞2

𝑞

[︂
1−

𝜃2𝜏12𝜏21

(𝜃1 + 𝜃2𝜏12)
2
−

𝜃1𝜏12𝜏21

(𝜃2 + 𝜃1𝜏21)
2

]︂)︂
. (A7)

4. Розклад Редлiха–Кiстера

Хоча моделi локального складу мають фiксоване число па-
раметрiв, вони є малопридатними для сильно неiдеальних
систем. З iншого боку, можна вибрати такий вигляд на-
длишкової енергiї Гiббса, що забезпечує найкращу пiдгон-
ку. Зокрема, розклад Редлiха–Кiстера має такий вигляд:

𝐺𝐸 = 𝑥1𝑥2

(︀
𝐴+𝐵(𝑥1 − 𝑥2) + 𝐶(𝑥1 − 𝑥2)

2 +

+𝐷(𝑥1 − 𝑥2)
3)︀, (A8)

Тут 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 – пiдгоночнi параметри. Тодi термодинамi-
чний фактор можна записати як

Γ = 1−
𝑥2

𝑅𝑇
[2𝐴𝑥1 +𝐵(12𝑥2

1 − 6𝑥1) + 𝐶(48𝑥3
1 − 48𝑥1 +

+10𝑥1) +𝐷(160𝑥4 − 240𝑥3
1 + 108𝑥2

1 − 14𝑥1)]. (A9)
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НЕЛИНЕЙНАЯ ДИФФУЗИЯ
В ЖИДКОМ РАСТВОРЕ ДИЭТИЛОВОГО
ЭФИРА С ХЛОРОФОРМОМ

Р е з ю м е

Рассмотрена нелинейная диффузия в бинарном жидком
растворе диэтилового эфира с хлороформом при условии
протекания реакций комплексообразования. Показано, что
учёт возможности образования комплекса [A1B1] позволя-
ет объяснить нелинейную концентрационную зависимость
коэффициента взаимной диффузии. Результаты расчетов
были сравнены с результатами других подходов. Было по-
казано, что нелинейная модификация закона Фика лучше
всего описывает экспериментальный результат, то есть дает
наименьшее значение среднего относительного отклонения.

A.M.Kutsyk, V.V.Obukhovsky

NONLINEAR DIFFUSION
IN THE LIQUID SOLUTION OF DIETHYL
ETHER WITH CHLOROFORM

S u m m a r y

Nonlinear diffusion in the binary liquid solution of diethyl ether

with chloroform accompanied by a complex formation reaction

has been considered. It is shown that the account for the pos-

sibility of the [A1B1] complex formation can explain the non-

linear concentration dependence of the mutual diffusion coeffi-

cient. The calculation results are compared with the results of

other approaches. A nonlinear modification of Fick’s law was

demonstrated to provide the best description of experimental

results, i.e. it gives the smallest average relative deviation.
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