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ОПТИЧНА ПАСТКА ДЛЯ АТОМIВ НА ОСНОВI
ЗУСТРIЧНИХ БIХРОМАТИЧНИХ СВIТЛОВИХ ХВИЛЬУДК 535.214

Показано, що полем зустрiчних бiхроматичних свiтлових хвиль можна сформувати
одновимiрну пастку для атомiв. Вибираючи належним чином вiдстроювання монохро-
матичних компонент хвиль вiд частоти переходу в атомi, можна досягти одночасно-
го утримання ансамблю атомiв у пастцi i їх охолодження до температури, близької
до допплерiвської границi, без застосування додаткових полiв. Чисельне моделювання
проведено для атомiв натрiю. Обговорюється можливiсть застосування подiбної пас-
тки для утримання i охолодження молекул з майже дiагональною матрицею факторiв
Франка–Кондона.
К люч о в i с л о в а: пастка для атомiв та молекул, лазерне охолодження, побудова хви-
льової функцiї методом Монте-Карло.

1. Вступ

Одним з основних iнструментiв сучасної оптики
i атомної фiзики є оптичнi пастки для атомiв, у
яких, крiм утримання, вiдбувається їх охолоджен-
ня. З такою метою широко використовується ма-
гнiтооптична пастка [1], де для утримання i одно-
часного охолодження атомiв застосовується лазер-
не випромiнювання неперервних лазерiв i магнiтне
поле. Як було показано у низцi статей [2–6], пастку
для атомiв можна формувати i полем iмпульсних
лазерiв. Бiльше того, за умови належно вибраних
параметрiв iмпульсiв можна досягнути одночасно-
го утримання i охолодження атомiв у таких пас-
тках [7–9]. Пастки на основi свiтлових iмпульсiв
можуть бути використанi для утримання i охоло-
дження не тiльки атомiв, а i молекул з близькою
до дiагональною матрицею коефiцiєнтiв Франка–
Кондона, коли взаємодiя молекули з полем може
задовiльно описуватися дво- чи трирiвневою схе-
мою енергетичних рiвнiв [9]. В основi пасток, сфор-
мованих свiтловими iмпульсами, покладена кру-
пномасштабна просторова неоднорiднiсть електро-
магнiтного поля, наслiдком якої є формування на
великому просторовому промiжку сили, направле-
ної до певної точки. Ця сила гальмує атоми пiд час
їх вiддалення вiд цiєї точки, утворюючи, таким чи-
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ном, пастку. У полi послiдовностей зустрiчних свi-
тлових iмпульсiв центром пастки є точка, де цi iм-
пульси “зiштовхуються” [2]. По рiзнi боки вiд цiєї
точки послiдовнiсть взаємодiї iмпульсiв з атомом
рiзна, що i призводить до формування сили у на-
прямку центра пастки. Просторовий перiод поля у
пастцi на основi послiдовностей зустрiчних iмпуль-
сiв – вiдстань мiж iмпульсами, що поширюються у
одному напрямку. Крiм атомiв i молекул, пасткою
на основi свiтлових iмпульсiв можуть утримувати-
ся i наночастинки.

Крупномасштабна просторова структура поля
послiдовностей зустрiчних iмпульсiв тiсно пов’яза-
на з їх спектром, як з набором частот, так i з фа-
зами спектральних компонент. Очевидно, потрiбно
хоча б двi спектральнi компоненти для формуван-
ня такої структури. Тому можна чекати формува-
ння пастки для атомiв полем зустрiчних бiхрома-
тичних хвиль. Якщо рiзниця частот двох компо-
нент бiхроматичної хвилi є Ω, то перiод просторо-
вої модуляцiї такого поля дорiвнює 𝐿 = 2𝜋𝑐/Ω. По-
рiвняно з короткими свiтловими iмпульсами, якi
мають широкий спектр, у бiхроматичному полi мо-
жна чекати зменшення iмовiрностi небажаних ре-
зонансiв при взаємодiї поля з атомами i молеку-
лами, спрощення експериментальної реалiзацiї свi-
тлової пастки.

На можливiсть формування пастки для атомiв
полем бiжучих зустрiчних бiхроматичних хвиль,
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Рис. 1. Схема пастки. Дiя зустрiчних хвиль 1, 2 i 3, 4
приводить до руху атома близько до центра пастки 𝑂
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Рис. 2. Схема взаємодiї атомiв i молекул зi свiтлом. Рiзни-
ця частот хвиль 2, 4 та 1, 3 дорiвнює Ω, їх вiдстроювання
вiд резонансу з частотою атомного переходу 𝛿3 = 𝛿4 = 𝛿,
𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿 +Ω, параметр 𝑠 = 𝛿 +Ω/2

якi також можна розглядати як бiхроматичне поле
двох колiнеарних стоячих хвиль, вперше вказано в
роботi [12]. Слiд зазначити, що бiхроматичне поле
давно вже використовується для гальмування ато-
мiв з метою їх подальшого охолодження i утрима-
ння, i саме на цей аспект спрямованi численнi пу-
блiкацiї [10–20]. Нещодавнi дослiдження монохро-
матизацiї атомного пучка з бiхроматичним полем
при малiй швидкостi спонтанного випромiнюван-
ня iз збудженого стану [21, 22] вiдкривають новi
перспективи застосування бiхроматичного поля в
атомнiй фiзицi, зокрема, для керування рухом мо-
лекул i їх охолодження.

Ми розглянемо взаємодiю атомiв з бiхромати-
чним полем двох стоячих хвиль поблизу точки, де
пучностi обох хвиль збiгаються, тобто рiзниця їх
фаз дорiвнює нулю. Поблизу точки з нульовою рi-
зницею фаз, сила свiтлового тиску, що дiє на атом,
пропорцiйна рiзницi фаз [10, 20]. Оскiльки остан-
ня лiнiйно залежить вiд координати, формується

пастка для атомiв. Буде показано, що можна до-
сягти одночасного утримання i охолодження ато-
мiв у пастцi, як це має мiсце у пастцi, сформованiй
послiдовностями зустрiчних iмпульсiв [7–9].

Робота побудована так: у наступному роздiлi
описується модель пастки, у третьому роздiлi на-
ведено основнi рiвняння, обчисленню хвильової
функцiї атома методом Монте-Карло присвячено
четвертий роздiл, у п’ятому роздiлi отримано ана-
лiтичний вираз для сили свiтлового тиску на атом
у слабкому полi, шостий роздiл присвячено проце-
дурi чисельного розрахунку, отриманi результати
та їх обговорення наведено у сьомому роздiлi, у во-
сьмому роздiлi сформульовано короткi висновки.

2. Модель пастки

Одновимiрна пастка для атомiв формується зу-
стрiчними монохроматичними хвилями з частота-
ми, близькими до частоти переходу 𝜔0 мiж основ-
ним |1⟩ i збудженим |2⟩ станами атома (рис. 1, 2).
На атом (позначено кружечком) поблизу точки 𝑂
дiє бiхроматичне поле двох стоячих хвиль, кожну з
яких можна розглядати як суперпозицiю двох зу-
стрiчних монохроматичних хвиль (1, 2 та 3, 4). У
результатi дiї сили свiтлового тиску, атом рухає-
ться поблизу площини 𝐴𝐵, яка проходить через 𝑂
i перпендикулярна хвильовим векторам монохро-
матичних хвиль, що утворюють пастку.

3. Основнi рiвняння

Просторова i часова залежнiсть напруженостi
електричного поля монохроматичних свiтлових
хвиль, що дiють на атом чи молекулу в пастцi, у
загальному випадку має вигляд

E𝑛 = 1
2e𝐸0𝑛 exp (𝑖𝜔𝑛𝑡∓ 𝑖𝑘𝑛𝑧 + 𝑖𝜙𝑛) + к.с., (1)

де знак “−” вiдповiдає непарним 𝑛, а “+” – парним,
e – одиничний вектор поляризацiї, 𝜔𝑛 – частота
монохроматичної хвилi. Для випадку формування
стоячих хвиль з однаковою амплiтудою, який ми
тут розглядаємо,

𝐸01 = 𝐸02 = 𝐸03 = 𝐸04 = 𝐸0, (2)

𝜔2 = 𝜔1, 𝜔4 = 𝜔3. (3)

Вiдстроювання 𝛿𝑛 (𝑛 = 1, ..., 4) частот 𝜔𝑛 хвиль
1, ..., 4 вiд резонансу з частотою атомного переходу

320 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2016. Т. 61, № 4



Оптична пастка для атомiв

𝜔0 дорiвнюють

𝛿𝑛 = 𝜔0 − 𝜔𝑛 = 𝛿, 𝑛 = 3, 4,

𝛿𝑛 = 𝜔0 − 𝜔𝑛 = 𝛿 +Ω, 𝑛 = 1, 2,
(4)

де Ω = 𝜔3 − 𝜔1 ≪ 𝜔0 – рiзниця частот стоячих
хвиль. Зображений на рис. 2 параметр 𝑠 = 𝛿+
+Ω/2 дорiвнює вiдстроюванню середнього ари-
фметичного значення частот монохроматичних
хвиль вiд частоти атомного переходу.

Поля, що формуються зустрiчними хвилями,
можна записати у виглядi

E12 = E1 +E2 = 2𝐸01e cos

[︂
𝜔1𝑡+

1

2
(𝜙1 + 𝜙2)

]︂
×

× cos

[︂
𝑘1𝑧 +

1

2
(𝜙2 − 𝜙1)

]︂
, (5)

E34 = E3 +E4 = 2𝐸03e cos

[︂
𝜔3𝑡+

1

2
(𝜙3 + 𝜙4)

]︂
×

× cos

[︂
𝑘3𝑧 +

1

2
(𝜙4 − 𝜙3)

]︂
, (6)

а повне поле, що дiє на атом, дорiвнює

E = E12 +E34. (7)

Починаючи з перших дослiджень механiчної дiї бi-
хроматичного поля на атоми [10,12], використовує-
ться також представлення поля у виглядi суперпо-
зицiї зустрiчних амплiтудно-модульованих хвиль,
що дає можливiсть провести аналогiю мiж бiхро-
матичним полем i полем послiдовностi зустрiчних
iмпульсiв. Ця аналогiя лежить в основi пояснення
сили вимушеного свiтлового тиску, яка може зна-
чно перевищувати силу свiтлового тиску на атом
в однiй бiжучiй хвилi [23]. У випадку

𝐸01 = 𝐸02 = 𝐸03 = 𝐸04 = 𝐸0, (8)

проаналiзованому в [10, 12], цi зустрiчнi хвилi ма-
ють вигляд

E13 = E1+E3 = 2𝐸0e cos

[︂
𝜔𝑡− 𝑘𝑧 +

1

2
(𝜙1 + 𝜙3)

]︂
×

× cos

[︂
1

2
Ω𝑡− 1

2
Δ𝑘𝑧 +

1

2
(𝜙3 − 𝜙1)

]︂
, (9)

E24 = E2+E4 = 2𝐸0e cos

[︂
𝜔𝑡+ 𝑘𝑧 +

1

2
(𝜙2 + 𝜙4)

]︂
×

× cos

[︂
1

2
Ω𝑡+

1

2
Δ𝑘𝑧 +

1

2
(𝜙4 − 𝜙2)

]︂
, (10)

де

𝜔 =
1

2
(𝜔1 + 𝜔3) =

1

2
(𝜔2 + 𝜔4), (11)

Ω = 𝜔3 − 𝜔1 = 𝜔4 − 𝜔2, (12)

𝑘 =
1

2
(𝑘1 + 𝑘3) =

1

2
(𝑘2 + 𝑘4), (13)

Δ𝑘 = 𝑘3 − 𝑘1 = 𝑘4 − 𝑘2 = Ω/𝑐. (14)

Виберемо фази 𝜙𝑛 хвиль так, щоб при 𝑧 = 0, 𝑡 = 0
спостерiгався максимум стоячих хвиль E12, E34.
Це матиме мiсце при

𝜙1 = 𝜙2 = 𝜙3 = 𝜙4 = 0. (15)

Тодi за аналогiєю з пасткою на основi послiдов-
ностей зустрiчних iмпульсiв, можна чекати, що в
околi початку координат 𝑧 = 0 бiхроматичне поле
за певних умов сформує пастку для атомiв.

Сила свiтлового тиску, що дiє на атом, визнача-
ється виразом [1, 24]:

𝐹 = (𝜚12d21 + 𝜚21d12)
𝜕E

𝜕𝑧
, (16)

де d𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2) – матричнi елементи дипольно-
го моменту, 𝜚𝑖𝑗 – елементи матрицi густини 𝜚. Пiд
дiєю сили (16) атом рухається згiдно iз законом
Ньютона:

�̇� = 𝐹/𝑚, (17)

�̇� = 𝑣, (18)

де 𝑚 – маса атома, 𝑣 – його швидкiсть.
Для обчислення сили, крiм поля, треба також

знати матрицю густини атома. Її ми знаходимо з
хвильової функцiї атома

|𝜓⟩ = 𝑐1 |1⟩+ 𝑐2𝑒
−𝑖𝜔0𝑡 |2⟩, (19)

яка задовольняє рiвняння Шредiнгера:

𝑖~
𝑑

𝑑𝑡
|𝜓⟩ = 𝐻 |𝜓⟩. (20)

Хвильову функцiю формуємо з урахуванням кван-
тових стрибкiв, що вiдповiдають за процес спон-
танного випромiнювання атома (метод Монте-
Карло для хвильової функцiї [25]). Елементи ма-
трицi густини в (16) мають вигляд

𝜚12 = 𝑐1𝑐
*
2𝑒

𝑖𝜔0𝑡, 𝜚21 = 𝑐2𝑐
*
1𝑒

−𝑖𝜔0𝑡. (21)
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Пiсля усереднення за ансамблем обчислення за ме-
тодом Монте-Карло для хвильової функцiї дає той
же результат, що i обчислення за допомогою рiв-
няння для матрицi густини [25]. В той самий час,
на вiдмiну вiд обчислень на основi матрицi густи-
ни, обчислення за методом Монте-Карло хвильової
функцiї моделює траєкторiю руху окремого ато-
ма. Усереднення за ансамблем атомiв дає стати-
стичнi характеристики атомного ансамблю – сере-
дню швидкiсть 𝑣 атомiв та середньоквадратичне
вiдхилення їх швидкостей вiд середнього значен-
ня Δ𝑣, середню координату 𝑧 атомiв та середньо-
квадратичне вiдхилення Δ𝑧 їх координат вiд сере-
днього значення. Знаючи Δ𝑣 i Δ𝑧, можна оцiнити
температуру атомного ансамблю та область його
локалiзацiї.

4. Хвильова функцiя атома

Гамiльтонiан у рiвняннi Шредiнгера (20) при об-
численнi хвильової функцiї методом Монте-Карло
має вигляд

𝐻 = 𝐻0 +𝐻int +𝐻rel, (22)

де

𝐻0 = ~𝜔0|2⟩⟨2| (23)

описує атом за умови вiдсутностi поля i релаксацiї.
Доданок

𝐻int = −d12|1⟩⟨2|E(𝑡)− d21|2⟩⟨1|E(𝑡) (24)

вiдповiдає за взаємодiю атома з полем, а

𝐻rel = − 𝑖~
2
𝛾|2⟩⟨2| (25)

описує спонтанне випромiнювання зi збудженого
стану з переходом у стан |1⟩ зi швидкiстю 𝛾.

Гамiльтонiан (22) неермiтовий завдяки додан-
ку (25), так що квадрат модуля хвильової функцiї
змiнюється з часом. При моделюваннi хвильової
функцiї методом Монте-Карло її нормування здiй-
снюється щоразу пiсля кожного невеликого кроку
за часом. Крiм того, пiсля кожного кроку за часом
перевiряємо умову квантового стрибка [25] – ви-
промiнювання фотона атомом у збудженому станi
з переходом у стан |1⟩.

Далi описано метод Монте-Карло першого по-
рядку точностi, описаний в [25]. Методи другого i
четвертого порядку точностi описанi в [26].

Нехай атом в момент часу 𝑡 описується хвильо-
вою функцiєю |𝜓(𝑡)⟩. Хвильову функцiю |𝜓(𝑡+Δ𝑡)⟩
в момент часу 𝑡+Δ𝑡 знаходимо в два етапи.

1. З рiвняння Шредiнгера (20) випливає, що пi-
сля досить малого Δ𝑡 хвильова функцiя з 𝜓(𝑡)⟩
стає

|𝜓(1)(𝑡+Δ𝑡)⟩ =
(︂
1− 𝑖Δ𝑡

~
𝐻

)︂
|𝜓(𝑡)⟩. (26)

Оскiльки гамiльтонiан (22) неермiтовий, 𝜓(1)(𝑡 +
Δ𝑡) не нормована на одиницю. З рiвнянь (22), (26)
випливає

⟨𝜓(1)(𝑡+Δ𝑡)|𝜓(1)(𝑡+Δ𝑡)⟩ = 1−Δ𝑃, (27)

де
Δ𝑃 =

𝑖Δ𝑡

~
⟨𝜓(𝑡)|𝐻 −𝐻+|𝜓(𝑡)⟩ = 𝛾|Δ𝑡|𝑐2|2. (28)

2. На другому етапi врахуємо можливiсть кван-
тового стрибка. Якщо значення випадкової вели-
чини 𝜖, рiвномiрно розподiленої мiж нулем i оди-
ницею, бiльше за Δ𝑃 (так є у бiльшостi випадкiв,
оскiльки Δ𝑃 ≪ 1), стрибок не вiдбувається, i хви-
льова функцiя у момент часу 𝑡+Δ𝑡 дорiвнює

|𝜓(𝑡+Δ𝑡)⟩ = |𝜓(1)(𝑡+Δ𝑡)⟩√
1−Δ𝑃

, Δ𝑃 < 𝜖. (29)

Якщо ж 𝜖 < Δ𝑃 , стрибок вiдбувається i атом пе-
реходить у стан |1⟩.

Отримаємо тепер рiвняння для амплiтуд 𝑐𝑛 ста-
нiв |𝑛⟩ (𝑛 = 1, 2). Пiдстановка (19), (22) в (20) дає
рiвняння для 𝑐1 i 𝑐2:

𝑖~
𝑑

𝑑𝑡
𝑐1 =− d12E𝑐2𝑒

−𝑖𝜔0𝑡,

𝑖~
𝑑

𝑑𝑡
𝑐2 =− d21E𝑐1𝑒

𝑖𝜔0𝑡 − 1

2
𝛾𝑐2.

(30)

У наближеннi обертової хвилi (нехтуємо швид-
коосцилюючими доданками ∼𝑒±2𝑖𝜔0𝑡) з рiвнянь
(30) з урахуванням

E =

4∑︁
𝑛=1

E𝑛, (31)

отримуємо

𝑑

𝑑𝑡
𝑐1 =− 𝑖

2
Ω0

4∑︁
𝑛=1

𝑒(−1)𝑛𝑖𝑘𝑛𝑧−𝑖𝛿𝑛𝑡𝑐2,

𝑑

𝑑𝑡
𝑐2 =− 𝑖

2
Ω*

0

4∑︁
𝑛=1

𝑒(−1)𝑛+1𝑖𝑘𝑛𝑧+𝑖𝛿𝑛𝑡𝑐1 −
1

2
𝛾𝑐2,

(32)
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де введено частоту Рабi монохроматичних хвиль

Ω0 = −d12e𝐸0/~, (33)

яку без порушення загальностi можна вважати
дiйсною величиною [27], та враховано (15).

Знайдена хвильова функцiя дозволяє, користу-
ючись (16) i (21), обчислити силу свiтлового тиску
на атом i описати його рух, одночасно iнтегруючи
рiвняння Шредiнгера i рiвняння Ньютона. Пiсля
усереднення виразу для сили (16) за часом на iн-
тервалi, що значно перевищує час швидких осци-
ляцiй з характерним часом 2𝜋/𝜔0 i в той самий час
досить малому, щоб усереднена сила свiтлового ти-
ску практично не залежала вiд часу усереднення,
знаходимо

𝐹 = ~
4∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛+1𝑘𝑛 Im
[︀
𝑐1𝑐

*
2Ω

*
𝑛𝑒

𝑖𝛿𝑛𝑡 ×

× 𝑒𝑖(−1)𝑛+1𝑘𝑛𝑧
]︀ (︀

|𝑐1|2 + |𝑐2|2
)︀−1

. (34)

Нормування в (34) зайве, якщо при iнтегруван-
нi рiвняння Шредiнгера (20) одночасно з рiвня-
ннями (17), (18) використовується метод першо-
го порядку точностi. У випадку ж комбiнування
iнтегрування рiвняння Шредiнгера i рiвнянь ру-
ху методом четвертого порядку точностi з мето-
дом Монте-Карло першого порядку для хвильової
функцiї таке нормування необхiдне, оскiльки ви-
користовуються промiжнi точки за часом.

5. Сила свiтлового
тиску на атом у слабкому полi

Щоб пояснити механiзм дiї пастки, знайдемо силу
свiтлового тиску на атом у слабкому полi, виходя-
чи з рiвнянь для матрицi густини. Аналiз отри-
маного виразу для сили дозволить iз врахуван-
ням флуктуацiйної змiни швидкостi за рахунок iм-
пульсної дифузiї (випадкової змiни iмпульсу ато-
ма) в процесi спонтанного випромiнювання зрозу-
мiти фiзичнi основи роботи пастки.

Силу свiтлового тиску знайдемо, виходячи з ви-
разу (16) i рiвняння для матрицi густини

𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
𝜚𝑗𝑘 =

∑︁
𝑙

(𝐻𝑗𝑙𝜚𝑙𝑘 − 𝜚𝑗𝑙𝐻𝑙𝑘) + 𝑖~
∑︁
𝑙,𝑚

Γ𝑗𝑘,𝑙𝑚𝜚𝑙𝑚,

(35)де гамiльтонiан 𝐻 дорiвнює

𝐻 = ~𝜔0|2⟩⟨2| − d12|1⟩⟨2|E(𝑡)− d21|2⟩⟨1|E(𝑡). (36)

На вiдмiну вiд опису атома хвильовою функцiєю,
ми не можемо включити релаксацiйнi процеси у га-
мiльтонiан. Релаксацiю в (35) описує доданок, що
мiстить матрицю Γ. Ненульовi матричнi елементи
Γ дорiвнюють

Γ12,12 = Γ21,21 = −𝛾/2,
Γ11,22 = −Γ22,22 = 𝛾.

(37)

З урахуванням (36) i (37) з (35) отримуємо

𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
𝜚11 = (d12𝜚21 − d21𝜚12)E(𝑡) + 𝑖~𝛾𝜚22,

𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
𝜚22 = (d21𝜚12 − d12𝜚21)E(𝑡)− 𝑖~𝛾𝜚22,

𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
𝜚12 = (𝜚11 − 𝜚22)d12E(𝑡)− 𝑖~

1

2
𝛾𝜚12 − ~𝜔0𝜚12,

𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
𝜚21 = (𝜚22 − 𝜚11)d21E(𝑡)− 𝑖~

1

2
𝛾𝜚21 + ~𝜔0𝜚21.

(38)

Видiлимо в недiагональних елементах матрицi
густини швидкоосцилюючi множники:

𝜚12 = 𝜎12𝑒
𝑖𝜔0𝑡, 𝜚21 = 𝜎21𝑒

−𝑖𝜔0𝑡. (39)

Тодi для поля (7) у наближеннi обертової хвилi з
(38) маємо

𝜕

𝜕𝑡
𝜚11 =

𝑖

2
𝜎12Ω0

4∑︁
𝑛=1

𝑒𝑖𝛿𝑛𝑡−(−1)𝑛𝑖𝑘𝑛𝑧 −

− 𝑖

2
𝜎21Ω0

4∑︁
𝑛=1

𝑒−𝑖𝛿𝑛𝑡+(−1)𝑛𝑖𝑘𝑛𝑧 + 𝛾𝜚22,

𝜕

𝜕𝑡
𝜎12 =

𝑖

2
(𝜚11 − 𝜚22)Ω0×

×
4∑︁

𝑛=1

𝑒−𝑖𝛿𝑛𝑡+(−1)𝑛𝑖𝑘𝑛𝑧 − 𝛾

2
𝜚22,

𝜎21 = 𝜎*
12, 𝜚11 + 𝜚22 = 1,

(40)

де частота Рабi Ω0 визначається (33). Сила свiтло-
вого тиску у цьому ж наближеннi дорiвнює

𝐹 = ~
4∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛+1𝑘𝑛Ω0 Im𝜎12𝑒
𝑖𝛿𝑛𝑡−(−1)𝑛𝑖𝑘𝑛𝑧. (41)

При розрахунках ми вважаємо виконаною умо-
ву [24]:

~2𝑘2

2𝑚
≪ ~𝛾, (42)
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Рис. 3. Залежнiсть 𝜅 вiд 𝑠 при взаємодiї атома з полем
двох стоячих хвиль малої iнтенсивностi у випадку Ω = 2𝛾

за якої сила свiтлового тиску встигає формується
швидше, нiж змiна швидкостi атома суттєво впли-
не на її величину (наближення важкого атома).

Обчислимо спочатку силу свiтлового тиску на
дуже повiльнi (𝑘𝑣 ≪ 𝛾) атоми. Оскiльки частоти
хвиль 1, 2 i 3, 4 попарно однаковi, то

𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿 + 𝑠, 𝛿3 = 𝛿4 = −𝛿 + 𝑠. (43)

Розрахунки з точнiстю до четвертого порядку те-
орiї збурень за полем дають усереднене за коор-
динатою (в межах Δ𝑧 ≪ 𝑐/Ω) та часом значення
сили свiтлового тиску

𝐹4 = −
32~𝑘ΩΩ4

0𝛾
2
(︀
𝛾2 +Ω2 + 4𝑠2

)︀
sin 2Δ𝑘𝑧

[(Ω + 2𝑠)2 + 𝛾2]
2
[(Ω− 2𝑠)2 + 𝛾2]

2 . (44)

Як бачимо, необхiдна умова формування пастки
виконана — сила свiтлового тиску при дуже малiй
швидкостi атома спрямована до центра пастки для
будь-якого 𝑠.

Силу свiтлового тиску при довiльнiй швидкостi
знайдемо для випадку 𝑠 = 0. У четвертому поряд-
ку теорiї збурень (другий порядок теорiї збурень
за полем дає нульовий внесок) маємо:

𝐹4 = −
32~𝑘ΩΩ4

0𝛾
2
[︀
𝛾2 +Ω2 − 4(𝑘𝑣)2

]︀
sinΔ𝑘𝑧

[(Ω + 2𝑘𝑣)2 + 𝛾2]
2
[(Ω− 2𝑘𝑣)2 + 𝛾2]

2 . (45)

З виразу (45) випливає, що, доки швидкiсть атома
лежить у дiапазонi −𝑣𝑐 < 𝑣 < 𝑣𝑐, де

𝑣𝑐 =
1

2𝑘

√︀
𝛾2 +Ω2, (46)

сила свiтлового тиску на атом спрямована до цен-
тра пастки. При виходi швидкостi за межi вказа-
ного дiапазону (наприклад, при флуктуацiї швид-

костi завдяки випадковостi спонтанного випромi-
нювання), сила свiтлового тиску виштовхує атом
з пастки.

Рух атома тiльки з врахуванням сили (45) перi-
одичний, але це не значить, що сила (45) утримає
ансамбль атомiв у пастцi. Для моделювання ру-
ху атомiв у свiтловому полi знання сили свiтлово-
го тиску недостатньо; вона дозволяє розрахувати
лише прискорення центра мас ансамблю атомiв з
однаковими початковими умовами та його швид-
кiсть. Швидкостi та координати окремих атомiв
вiдрiзняються завдяки процесу iмпульсної дифу-
зiї, зумовленої стохастичнiстю спонтанного випро-
мiнювання. З часом швидкiсть деяких атомiв пере-
вищить 𝑣𝑐, i вони покинуть пастку. Таким чином,
при 𝑠 = 0 утримати атоми у пастцi неможливо.

Противагою дифузiйному процесу в iмпульсно-
му просторi може бути залежна вiд швидкостi си-
ла, яка гальмує атоми. Проаналiзуємо складову
другого порядку за полем сили свiтлового тиску,

𝐹2 =
~𝑘𝛾Ω2

0

(Ω + 2𝑘𝑣 + 2𝑠)2 + 𝛾2
− ~𝑘𝛾Ω2

0

(Ω− 2𝑘𝑣 + 2𝑠)2 + 𝛾2
+

+
~𝑘𝛾Ω2

0

(Ω−2𝑘𝑣−2𝑠)2+𝛾2
− ~𝑘𝛾Ω2

0

(Ω+2𝑘𝑣−2𝑠)2+𝛾2
. (47)

Вона вiдмiнна вiд нуля при 𝑠 ̸= 0 i 𝑣 ̸= 0.
При малiй швидкостi руху атома, 𝑣 ≪ 𝛾/𝑘, сила

𝐹2 лiнiйно залежить вiд швидкостi:

𝐹2 = 𝜅𝑣, (48)

де

𝜅 = − 8~𝑘2𝛾Ω2
0(Ω + 2𝑠)[︁

(Ω + 2𝑠)
2
+ 𝛾2

]︁2 +
8~𝑘2𝛾Ω2

0(Ω− 2𝑠)[︁
(Ω− 2𝑠)

2
+ 𝛾2

]︁2 . (49)

Сила тертя, що гальмує атом, виникає при 𝜅 < 0.
Приклад залежностi 𝜅 вiд 𝑠 показано на рис. 3.
Значення 𝑠 = −Ω/2 вiдповiдає резонансу частоти
хвиль 1, 2 з частотою атомного переходу, 𝑠 = Ω/2 –
резонансу частоти хвиль 3, 4 з частотою атомного
переходу. Сила тертя виникає, коли −𝜛 < 𝑠 < 0
або 𝑠 > 𝜛, де

𝜛 =
1

2

√︁
2Ω

√︀
Ω2 + 𝛾2 − Ω2 − 𝛾2. (50)

З урахуванням складових другого i четвертого
порядку по полю сила свiтлового тиску може бути
записана у виглядi

𝐹 = 𝐹2 + 𝐹4, (51)
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де перший доданок, другого порядку за полем, не
залежить вiд координати атома i за умови нале-
жно вибраних параметрiв взаємодiї атома з полем
спричинює його гальмування, а другий доданок,
четвертого порядку за полем, зумовлює силу, що
дiє на повiльнi атоми у напрямку центра пастки.

6. Процедура чисельного розрахунку

Для моделювання руху атома одночасно розв’я-
зувалися рiвняння (17), (18) для сили (34) i (32)
для амплiтуд iмовiрностi станiв атома. Крiм того,
ми беремо до уваги змiну моменту атома у процесi
спонтанного випромiнювання i флуктуацiї погли-
нання i вимушеного випромiнювання, якi приво-
дять до флуктуацiй iмпульсу атома. В наших об-
численнях для простоти ми приймаємо, що у про-
цесi спонтанного випромiнювання iмпульс атома
змiнюється на ±~𝑘 з однаковою iмовiрнiстю. Як
вiдомо [28], пiд час аналiзу допплерiвського охо-
лодження така модель дає вираз для мiнiмальної
температури:

𝑇D = ~𝛾/2𝑘B, (52)

де 𝑘B – константа Больцмана.
Вирази (16), (34) дають середнє за ансамблем

значення сили. Для опису руху атома слiд також
врахувати стохастичну змiну iмпульсу, яка вiдбу-
вається внаслiдок iмпульсної дифузiї. Для малої
iнтенсивностi лазерного випромiнювання, коли на-
селенiсть збудженого стану незначна, сила свiтло-
вого тиску i коефiцiєнт iмпульсної дифузiї дорiв-
нюють сумам вiдповiдних величин для кожної iз
зустрiчних хвиль [29]. Ця модель застосовувалася
нами ранiше [9] для комп’ютерного моделювання
флуктуацiйної змiни iмпульсу при взаємодiї атомiв
iз полем зустрiчних iмпульсiв малої iнтенсивностi.

Пояснимо, як описується дифузiя iмпульсу ато-
ма у полi бiжучої монохроматичної хвилi за моно-
графiєю [24]. Нехай iмпульс атома у момент часу
𝑡 дорiвнює p0. Тодi в момент часу 𝑡+Δ𝑡 значення
iмпульсу можна виразити формулою

p = p0 + ~k(𝑁+ −𝑁−)−
∑︁
𝑠

~k𝑠. (53)

Тут другий доданок описує змiну iмпульсу за ра-
хунок поглинання i вимушеного випромiнювання
фотонiв з хвильовим вектором k. Вважаємо, що

випромiнювання поширюється вздовж осi 𝑧. Вели-
чини 𝑁+ i 𝑁− – вiдповiдно, кiлькiсть фотонiв, що
була поглинута i що була випромiнена при виму-
шеному випромiнюваннi протягом часу Δ𝑡. Тре-
тiй член член в (53) вiдповiдає за змiну iмпульсу
атома при спонтанному випромiнюваннi фотонiв з
хвильовими векторами k𝑠.

Середнє за ансамблем значення iмпульсу (53)
дорiвнює

⟨p⟩ = ⟨p0⟩+ ~k(⟨𝑁+⟩ − ⟨𝑁−⟩), (54)

де ⟨p0⟩ – середнiй початковий iмпульс, ⟨𝑁+⟩ – се-
редня кiлькiсть поглинутих фотонiв, ⟨𝑁−⟩ – сере-
дня кiлькiсть фотонiв, випромiнених у процесi ви-
мушеного випромiнювання. Спонтанно випромiне-
нi фотони в середньому не змiнюють iмпульс, тому⟨∑︁

𝑠

k𝑠

⟩
= 0. (55)

Рiзниця (53) i (54) дає флуктуацiю iмпульсу,

Δp = p− ⟨p⟩ = (p − ⟨p0⟩) + ~kΔ𝑁𝑖 −
∑︁
𝑠

~k𝑠, (56)

де Δ𝑁𝑖 = 𝑁𝑖 − ⟨𝑁𝑖⟩ – вiдхилення числа фото-
нiв 𝑁𝑖 = 𝑁+ − 𝑁−, розсiяних при вимушених
переходах атома, вiд середнього значення ⟨𝑁𝑖⟩ =
= ⟨𝑁+⟩ − ⟨𝑁−⟩.

З рiвняння (56) знаходимо середнiй квадрат
флуктуацiй iмпульсу вздовж осi 𝑧:

⟨Δ𝑝2𝑧⟩ = ⟨Δ𝑝20𝑧⟩+ ~2𝑘2⟨(Δ𝑁𝑖)
2⟩+ ~2𝑘2⟨cos2 𝜃⟩⟨𝑁𝑠⟩,

(57)

де 𝜃 – кут мiж напрямком спонтанного випромi-
нювання фотона i вiссю 𝑧, ⟨𝑁𝑠⟩ – середнє число
спонтанно випромiнених фотонiв.

Перший доданок у правiй частинi (57) зумов-
лений початковим розподiлом атомiв за iмпуль-
сами, другий – вимушеними процесами (поглина-
ння i випромiнювання), третiй доданок зумовле-
ний спонтанним випромiнюванням фотонiв. Ви-
раз (57) отримано з врахуванням статистичної не-
залежностi вимушеного випромiнювання, погли-
нання i спонтанного випромiнювання. Крiм то-
го, враховано статистичну незалежнiсть напрям-
кiв поширення спонтанно випромiнених фотонiв.
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Середнiй квадрат флуктуацiй числа вимушено
розсiяних фотонiв ⟨(Δ𝑁𝑖)

2⟩ оцiнимо, вважаючи
розсiювання фотонiв повнiстю випадковим проце-
сом. У цьому разi iмовiрнiсть 𝑝(𝑁𝑖) вимушеного
розсiювання 𝑁𝑖 фотонiв протягом часу Δ𝑡 описує-
ться розподiлом Пуассона:

𝑝(𝑁𝑖) =
⟨𝑁𝑖⟩𝑁𝑖

𝑁𝑖!
𝑒−𝑁𝑖 . (58)

Звiдси випливає

⟨(Δ𝑁𝑖)
2⟩ = ⟨𝑁𝑖⟩. (59)

Беручи до уваги, що ⟨𝑁𝑖⟩ = ⟨𝑁𝑠⟩ (рiзниця погли-
нутих i вимушено випромiнених фотонiв дорiвнює
кiлькостi фотонiв, випромiнених спонтанно), отри-
муємо

⟨Δ𝑝2𝑧⟩ = ⟨Δ𝑝20𝑧⟩+ ~2𝑘2⟨𝑁𝑠⟩+ ~2𝑘2⟨cos2 𝜃⟩⟨𝑁𝑠⟩. (60)

Це рiвняння є основою для комп’ютерного моде-
лювання процесу iмпульсної дифузiї у полi однiєї
бiжучої хвилi. Згiдно з ним, на кожну випадкову
змiну iмпульсу атома за рахунок спонтанного ви-
промiнювання свiтла припадає одна змiна iмпуль-
су атома на ±~𝑘 за рахунок вимушених процесiв.

Наведений алгоритм врахування iмпульсної ди-
фузiї справедливий, як зазначалося вище, для
слабкого поля Ω0 . 𝛾. У випадку великої iнтен-
сивностi зустрiчних хвиль, необхiдної для зменше-
ння розмiру хмарки атомiв у пастцi, враховуємо
iмпульсну дифузiю у вимушених процесах анало-
гiчним чином, усвiдомлюючи, що отриманi нами
результати матимуть оцiночний характер. Можли-
ва похибка може бути пов’язана з додатковими
флуктуацiями iмпульсу завдяки вимушеному ви-
промiнюванню понад флуктуацiї iмпульсу завдяки
спонтанному випромiнюванню, що може призвести
до деякої недооцiнки розмiру атомної хмаринки у
пастцi i температури атомiв.

Рiвняння (17), (18) i (32) iнтегруємо методом
Рунге–Кутти четвертого порядку точностi. Пiсля
кожного кроку перевiряється, чи був на ньому
квантовий стрибок i нормується хвильова фун-
кцiя. Якщо квантовий стрибок був, швидкiсть ато-
ма змiнюється на

Δ𝑣 = ~𝑘(𝜖1 − 0,5)/(𝑀 |𝜖1 − 0,5|)+

+ ~𝑘(𝜖2 − 0,5)/(𝑀 |𝜖2 − 0,5|), (61)

де 𝜖1,2 – випадковi числа, однорiдно розподiленi
на iнтервалi [0,1]. Один з доданкiв моделює флу-
ктуацiю iмпульсу при спонтанному випромiнюван-
нi фотона, iнший – флуктуацiю iмпульсу за раху-
нок флуктуацiї вимушених процесiв поглинання i
випромiнювання.

7. Результати чисельного моделювання

Рух атома в бiхроматичному полi значною мiрою
залежить вiд параметрiв поля та початкових умов
(швидкiсть та координата атома). З усiєї сукупно-
стi параметрiв нас цiкавить, в першу чергу, такi,
якi забезпечують рух атомiв в невеликому дiапа-
зонi координати 𝑧 в околi центра пастки.

Спочатку у пiдроздiлi 7.1 проведемо моделюва-
ння руху атомiв у слабкому бiхроматичному по-
лi зустрiчних хвиль, результати яких можна iн-
терпретувати, користуючись наведеними в п’ято-
му роздiлi формулами для сили свiтлового тиску.

Оскiльки зростання квазiпружної сили, що дiє
на атом у напрямку центра пастки, зi зростанням
iнтенсивностi зустрiчних хвиль викликає зменше-
ння об’єму атомiв у пастцi i збiльшення їх кон-
центрацiї, ми проведемо також моделювання руху
атомiв в сильному полi, Ω0 ≫ 𝛾. Результати цьо-
го моделювання викладенi у пiдроздiлi 7.2. Розра-
хунки зробленi для атома 23Na, для якого можна
створити циклiчну взаємодiю з полем [1]. Довжина
хвилi для переходу 32𝑆1/2 − 32𝑃3/2 становить 𝜆 =
589,16 нм, швидкiсть спонтанного випромiнювання
𝛾 = 2𝜋 · 10 МГц, допплерiвська границя охолодже-
ння атомiв натрiю дорiвнює 𝑇D = 240 мкК [1].

7.1. Малi iнтенсивностi зустрiчних хвиль

Розглянемо рух атомiв у полях зустрiчних хвиль з
iнтенсивностями, близькими до насичуючих пере-
хiд, Ω0 = 𝛾. Щоб взаємодiя атома з обома стоячи-
ми хвилями була значною, виберемо рiзницю їх ча-
стот близькою до 𝛾, Ω = 2𝛾. Залежнiсть коефiцiєн-
та тертя 𝜅 вiд параметра 𝑠, який дорiвнює рiзницi
частоти переходу в атомi i середньому арифмети-
чному частот стоячих хвиль, показана на рис. 3.
Сила тертя формується при −0,993𝛾 < 𝑠 < 0 та
𝑠 > 0,993𝛾. Це не заперечує можливiсть фiнiтного
руху атома за межами чи на границях вказаних
iнтервалiв, оскiльки знак 𝜅 вказує лише на галь-
мування чи прискорення атома при 𝑘𝑣 ≪ 𝛾.

Рух атома у випадку однакового за величиною
i протилежного за знаком вiдстроювання частоти
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стоячих хвиль вiд частоти переходу в атомi, тоб-
то при 𝑠 = 0, за вiдсутностi iмпульсної дифузiї
був би перiодичним. На рис. 4 показано реальний
рух атома (суцiльна лiнiя) i рух, який мав би мiсце
при штучно вимкнутих флуктуацiях iмпульсу (61)
в момент спонтанного випромiнювання (пунктир).
Порiвняння цих залежностей вказує на визначаль-
ний вплив iмпульсної дифузiї на характер руху
атомiв у полi свiтлових хвиль, яка у даному разi
призводить до значного зростання швидкостi ато-
ма. Оцiнка перiоду коливань атома при “вимкне-
нiй” iмпульснiй дифузiї 10,3 мс з рис. 4 добре узго-
джується з оцiнкою 7 мс за формулою (44) при
𝑠 = 0, враховуючи її застосування на межi справе-
дливостi теорiї збурень.

Виходячи iз залежностi коефiцiєнта тертя вiд 𝑠,
показаної на рис. 3, в iнтервалi 0 < 𝑠 < 0,993𝛾
(0 < 𝑠 < 9,93 МГц) фiнiтний рух атома немо-
жливий з малою швидкiстю бiля центра пастки.
Дiйсно, як показують розрахунки, при 𝑠 = 2 МГц
швидкiсть атома бiльшу частину часу близька до
±5 м/с з флуктуацiями за рахунок iмпульсної ди-
фузiї, i саме з такою швидкiстю атом перетинає
центр пастки. Як видно з рис. 5, атом змiнює на-
прямок руху через деякий час пiсля проходже-
ння центра пастки. Частково цьому сприяє до-
данок 𝐹4 у силi свiтлового тиску (51), прибли-
зно пропорцiйний вiдхиленню вiд центра, що при-
зводить до спрямованого до центра тиску свiтла
на атом.

Розглянемо тепер вплив незалежної вiд коор-
динати частини 𝐹2 сили свiтлового тиску 𝐹 (51)
на рух атома, зображений на рис. 5. При малих
𝑠 > 0 з (47) випливає, що складова сили 𝐹2 при-
скорює атом, якщо його швидкiсть лежить у ме-
жах |𝑣| < 𝜛/𝑘, де частота 𝜛 визначається вира-
зом (50). У протилежному випадку ця складова
дiючої на атом сили сповiльнює атом. На границi
вказаного iнтервалу швидкостi 𝐹2 = 0, а за його
межами прискорення атома змiнюється сповiльне-
нням. Дiя лише сили 𝐹2 призвела б до руху атома
зi швидкiстю 5,83 м/с для параметрiв рис. 5.

Як видно з рис. 5, флуктуацiї швидкостi вели-
кi, i час вiд часу швидкiсть атома може змiню-
вати знак. У цьому разi атом прискорюється до
швидкостi 𝜛/𝑘 у зворотному напрямку. Оскiльки
𝜛/𝑘 < 𝑣𝑐, пiд час руху атома зi швидкiстю 𝜛/𝑘
на нього дiє сила 𝐹4, напрямлена до центра пас-
тки, яка зростає з вiддаленням вiд центра. Одно-
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Рис. 4. Моделювання залежностi швидкостi атома 23Na

вiд часу при його взаємодiї зi слабким полем бiхроматичних
зустрiчних хвиль. Початкова швидкiсть атома дорiвнює
𝑣0 = 2 м/с, 𝑠 = 0 (𝛿1 = 𝛿2 = 10 МГц, 𝛿3 = 𝛿4 = −10 МГц),
частоти Рабi хвиль однаковi i дорiвнюють Ω0 = 2𝜋 ·10 MГц.
Пунктир – процес iмпульсної дифузiї штучно вимкнуто

0 50 100 150 200

−80

−40

0

40

80

z
(m

m
)

t (ms)

(b)

0 50 100 150 200
−8

−4

0

4

8

v
(m

/
s)

t (ms)

(a)

Рис. 5. Моделювання залежностi швидкостi атома 23Na та
його координати вiд часу при його взаємодiї зi слабким по-
лем бiхроматичних зустрiчних хвиль. Початкова швидкiсть
атома дорiвнює 𝑣0 = 2 м/с, початкова координата 𝑧0 = 0,
𝑠 = 2 МГц (𝛿1 = 𝛿2 = 12 МГц, 𝛿3 = 𝛿4 = −8 МГц), частоти
Рабi хвиль однаковi i дорiвнюють Ω0 = 2𝜋 · 10 MГц

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2016. Т. 61, № 4 327



В.I. Романенко, О.В. Романенко, Л.П. Яценко

0 50 100 150 200

−80

−40

0

40

80

z̄
,
∆
z
(m

m
)

t (ms)

(b)

0 50 100 150 200
−8

−4

0

4

8

v̄
,
∆
v
(m

/
s)

t (ms)

(a)

Рис. 6. Моделювання залежностi середньої швидкостi 𝑣,
положення 𝑧 центра мас ансамблю 100 атомiв 23Na та се-
редньоквадратичних значень вiдхилення швидкостей Δ𝑣 та
координат Δ𝑧 атомiв вiд середнiх значень у залежностi вiд
часу при взаємодiї зi слабким полем бiхроматичних зустрi-
чних хвиль. Початковi умови i параметри взаємодiї атома
з полем вiдповiдають рис. 5

часною дiєю обох доданкiв у (51) можна пояснити
те, що швидкiсть атома (усереднена за флуктуацi-
ями) одразу пiсля проходження чергового макси-
муму координати дещо бiльша, нiж перед ним – у
першому випадку 𝐹2 i 𝐹4 дiють в одному напрям-
ку, у другому – у протилежних.

Як вiдомо з [25], розрахунки за методом Монте-
Карло для хвильової функцiї пiсля усереднення за
ансамблем дають той же результат, що i методом
матрицi густини. В той самий час, методом Монте-
Карло для хвильової функцiї ми можемо не тiль-
ки знайти еволюцiю координати i швидкостi цен-
тра мас атомного ансамблю, а й, обчислюючи се-
реднi за ансамблем значення квадратiв швидко-
стi та координати, оцiнити середньоквадратичне
вiдхилення координати i швидкостi вiд середнiх
значень.

На рис. 6 показано часову залежнiсть середньої
швидкостi 100 атомiв 23Na i положення їх цен-
тра мас та середньоквадратичних значень вiдхи-
лення швидкостi та координати вiд середнiх зна-
чень для параметрiв поля i початкових умов, що
вiдповiдають рис. 5. На початку всi атоми пере-
бувають в однаковому станi, проте з часом коре-
ляцiя мiж швидкостями та координатами атомiв
зменшується завдяки стохастичностi, яку вносить
спонтанне випромiнювання. Це й пояснює затухан-
ня осциляцiй координати та швидкостi центра мас
атомiв.

Розглянемо рух атомiв у пастцi для вiдстрою-
вань 𝑠, при яких можна очiкувати одночасно утри-
мування атомiв у пастцi i їх охолодження. При ви-
борi вiдстроювання виходимо з того, що сила тертя
i сила, що повертає атом пiд час його вiддален-
ня вiд центра пастки, повиннi бути близькими до
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Рис. 7. Моделювання залежностей 𝑣(𝑡), 𝑧(𝑡) (суцiльна лi-
нiя) i Δ𝑣(𝑡), Δ𝑧(𝑡) (пунктир) для ансамблю 100 атомiв 23Na

у полi бiхроматичних зустрiчних хвиль. Початкова швид-
кiсть атома дорiвнює 𝑣0 = 2 м/с, початкова координата
𝑧0 = 0, 𝑠 = 12 МГц (𝛿1 = 𝛿2 = 22 МГц, 𝛿3 = 𝛿4 = 2 МГц),
частоти Рабi хвиль однаковi i дорiвнюють Ω0 = 2𝜋 ·10 MГц
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максимальних. Сила тертя 𝐹2 при малiй швидко-
стi максимальна при 𝑠 = −0,72𝛾 i 𝑠 = 1,27𝛾 (див.
рис. 3). Сила 𝐹4 (44), що повертає атом до поча-
тку координат i забезпечує роботу пастки, макси-
мальна при 𝑠 = ±0,93𝛾. Оскiльки максимуми 𝐹2

i 𝐹4 не збiгаються, оптимальнi вiдстроювання 𝑠,
якi забезпечують утримання i охолодження ато-
мiв у пастцi при Ω = 2𝛾, лежать в iнтервалах
−0,93𝛾 < 𝑠 < −0,72𝛾 i 0,93𝛾 < 𝑠 < 1,27𝛾.

На рис. 7 показано залежностi 𝑣(𝑡), 𝑧(𝑡) i Δ𝑣(𝑡),
Δ𝑧(𝑡) для близького до оптимального значення 𝑠
в iнтервалi 0,93𝛾 < 𝑠 < 1,27𝛾. Пiсля того, як
атоми гальмуються (приблизно через 50 мкс), їх
швидкiсть завдяки iмпульснiй дифузiї флуктує з
Δ𝑣 ∼ 0,55 м/с, що вiдповiдає температурi ан-
самблю 𝑇 = 0,8 мК. Досить висока температура
атомного ансамблю, порiвняно з допплерiвською
границею 240 мкК, зумовлена порушенням умови
Ω0 ≪ 𝛾 для досягнення цiєї границi. З вигляду за-
лежностi Δ𝑧(𝑡) приходимо до висновку, що через
300 мс вiд початку взаємодiї з розмiр атомної хма-
ринки все ще зростає, що говорить про недостатню
компенсацiю дифузiйноподiбного руху атомiв си-
лою свiтлового тиску. У наступному пiдроздiлi ми
покажемо, що, збiльшивши на два порядки iнтен-
сивнiсть випромiнювання, можна досягти утрима-
ння атомної хмаринки з Δ𝑧 ∼ 0,1 мм вже пiсля 20
мс взаємодiї з полем.

Для перевiрки точностi розрахунку температу-
ри ми обчислили середньоквадратичне значення
швидкостi для однiєї стоячої хвилi малої iнтенсив-
ностi (Ω0 = 0,1𝛾) при оптимальному вiдстроєннi
вiд резонансу [28] 𝛾/2 для 1000 атомiв натрiю, що
дало Δ𝑣 = 30±1 см/с. Це вiдповiдає границям тем-
ператури ансамблю атомiв 249 ± 17 мкК, якi охо-
плюють теоретичне значення допплерiвської гра-
ницi температури 240 мкК.

Дослiдивши поведiнку атомiв у полi слабких зу-
стрiчних хвиль, перейдемо до випадку сильних свi-
тлових полiв. Слiд зазначити, що допплерiвська
границя температури (52) установлена для взає-
модiї атома з монохроматичною стоячою хвилею.
Для слабких полiв у випадку близької частоти
однiєї з хвиль до частоти переходу в атомi, показа-
ного на рис. 7, атом в основному взаємодiє з цiєю
хвилею, i досягнення близьких до (52) температур
вимагає виконання нерiвностi Ω0 ≪ 𝛾. У випадку
ж Ω0 ≫ 𝛾 i Ω ∼ Ω0 атом сильно взаємодiє з обома
стоячими хвилями, тому оцiнка граничної темпе-
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Рис. 8. Моделювання залежностей 𝑣(𝑡), 𝑧(𝑡) та Δ𝑣(𝑡), Δ𝑧(𝑡)

при взаємодiї ансамблю 100 атомiв 23Na iз сильним полем
зустрiчних бiхроматичних хвиль. Початкова швидкiсть ато-
ма дорiвнює 𝑣0 = 5 м/с, початкова координата 𝑧0 = 0,
𝑠 = 10 МГц (𝛿1 = 𝛿2 = 110 МГц, 𝛿3 = 𝛿4 = −90 МГц), ча-
стоти Рабi хвиль однаковi i дорiвнюють Ω0 = 2𝜋 · 100 MГц,
рiзниця частот стоячих хвиль Ω = 2𝜋 × 200 MГц

ратури (52), отримана для однiєї хвилi, несправе-
длива. Ми побачимо, що близькi до (52) значення
температури можуть бути досягнутi в полi двох
стоячих хвиль i при Ω0 ≫ 𝛾.

7.2. Великi iнтенсивностi
зустрiчних хвиль

Розглянемо тепер взаємодiю атомiв натрiю iз зу-
стрiчними полями великої iнтенсивностi, на два
порядки бiльшої, нiж вибрана для моделювання
у попередньому пiдроздiлi. Як видно з рис. 8,
пiдвищення iнтенсивностi дозволяє локалiзувати
атоми в невеликому дiапазонi координат порядку
100 мкм. Завдяки просторовiй залежностi сили
свiтлового тиску вже приблизно через 20 мс роз-
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Рис. 9. Залежнiсть температури атомiв 23Na вiд вiдстрою-
вання 𝑠 частоти атомного переходу вiд середньої несучої ча-
стоти зустрiчних бiхроматичних хвиль. Частоти Рабi хвиль
однаковi i дорiвнюють Ω0 = 2𝜋 · 100 MГц, рiзниця частот
стоячих хвиль Ω = 2𝜋 · 200 MГц, 𝑁𝑎 = 100. Кружечками
позначено значення 𝑠, для яких було проведено розрахун-
ки. Вертикальнi вiдрiзки вiдповiдають межам температури,
оцiненими за флуктуацiями середнього квадрата швидкостi
атомiв

ширення атомної хмаринки припиняється. Її роз-
мiри визначаються конкуренцiєю дифузiйноподi-
бного руху за рахунок iмпульсної дифузiї, зумов-
леної флуктуацiєю спонтанного та вимушеного ви-
промiнювання, та руху пiд дiєю сили свiтлового
тиску, спрямованiй до центра пастки, пропорцiй-
нiй вiдстанi вiд центра. Атоми з початковою швид-
кiстю 𝑣0 = 5 м/с гальмуються полем на вiдстанi
близько 57 мкм, а потiм їхнiй центр мас перемiщу-
ється в окiл ∼±10 мкм центра пастки, що однозна-
чно вказує на дiю сили свiтлового тиску в напрям-
ку до центра. Гальмування вiдбувається протягом
приблизно 30 мкс, пiсля чого швидкiсть флуктує
навколо нуля з середньоквадратичним вiдхилен-
ням 27,5 см/с. Така флуктуацiя швидкостi вiдпо-
вiдає температурi атомного ансамблю 209 мкК, що
дещо нижче допплерiвської границi температури
240 мкК (52). Беручи до уваги вiдносно невелику
кiлькiсть атомiв 𝑁𝑎 = 100, за якими вiдбувалося
усереднення, i типову вiдносну точнiсть отрима-
них середнiх значень методом Монте-Карло 𝑓rel ∼
1/

√
𝑁𝑎, приходимо до висновку, що у пастцi, утво-

ренiй бiхроматичним полем зустрiчних хвиль, мо-
жна утримувати атоми i одночасно їх охолоджу-
вати приблизно до допплерiвської границi темпе-
ратури.

Те, що одночасно утримання i охолодження ато-
мiв у пастцi спостерiгається при значеннi параме-

тра 𝑠, при якому охолодження неможливе у випад-
ку слабких полiв (див. рис. 3), має просте поясне-
ння – при пiдвищеннi iнтенсивностi навiть однiєї
стоячої хвилi понад насичуючу поглинання похi-
дна вiд сили свiтлового тиску за швидкiстю при
нульовiй швидкостi може бути як вiд’ємною, так i
додатною [24].

На рис. 9 показано розраховану методом Монте-
Карло залежнiсть температури ансамблю 100 ато-
мiв вiд вiдстроювання 𝑠. Як видно, при вiдстрою-
ваннi 15–20 МГц досягається мiнiмум температу-
ри, ∼170 К, дещо менший вiд 𝑇D (52).

Дiапазон швидкостi атома, у якому вiн захоплю-
ється i охолоджується полем, визначається розмi-
ром пастки. Для параметрiв рис. 9 i вiдстроюван-
нi 𝑠 = 2𝜋 · 20 МГц, що дає близьку до мiнiмаль-
ної температуру атомiв у пастцi, при початковiй
швидкостi 5 м/с розмiр пастки не повинен бути
меншим 0,2 мм, для початкової швидкостi 9 м/с –
1 мм, а для >50 м/с це вже мають бути десятки
сантиметрiв. Причиною такого рiзкого збiльшення
необхiдних розмiрiв пастки є змiна картини галь-
мування атома при перевищеннi певного значення
швидкостi (близько 10 м/с для вказаних параме-
трiв). Так, при малiй початковiй швидкостi швид-
кiсть атома практично монотонно зменшується з
часом, а при великiй початковiй швидкостi швид-
кiсть атома змiнюється мiж додатними та вiд’єм-
ними значеннями у широких межах, доки в певний
момент часу його швидкiсть не впаде майже до
нуля недалеко вiд центра пастки, пiсля чого вiд-
бувається його гальмування (див. рис. 10). Час,
коли це вiдбувається, для рiзних реалiзацiй руху
атома рiзний у вiдповiдностi з тим, що траєкторiя
руху атома суттєво залежить вiд часового розподi-
лу моментiв спонтанного випромiнювання фотона.
Швидкiсть атома змiнюється приблизно в межах
±Ω/(2𝑘B), що вiдповiдає змiнi знака сили у ви-
падку взаємодiї атома з бiхроматичним полем при
𝑠 = 0 [10]. Сходинкоподiбна залежнiсть швидкостi
вiд часу на iнтервалi 35–37 мс, iмовiрно, вiдповiдає
допплеронним резонансам [32].

Часовi залежностi середньоквадратичних вiдхи-
лень вiд середнiх значень швидкостi та коорди-
нати, зображенi на рис. 8, дають оцiнку розмiру
атомної хмаринки та її температури. Про розподiл
за координатою та швидкiстю краще уявлення дає
розподiл атомiв у фазовiй площинi координата-
швидкiсть, показаний на рис. 11. При моделюваннi
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Рис. 10. Моделювання залежностi середньої швидкостi та
координати атома 23Na вiд часу при взаємодiї iз сильним
полем зустрiчних бiхроматичних хвиль. Початкова швид-
кiсть атома дорiвнює 𝑣0 = 70 м/с, початкова координа-
та 𝑧0 = 0, 𝑠 = 20 МГц (𝛿1 = 𝛿2 = 120 МГц, 𝛿3 =

= 𝛿4 = −80 МГц), частоти Рабi хвиль однаковi i дорiв-
нюють Ω0 = 2𝜋 · 100 MГц, рiзниця частот стоячих хвиль
Ω = 2𝜋 · 200 MГц

руху атомiв ми прийняли, що у початковий мо-
мент всi атоми перебували у збудженому станi, а
всi початковi фази дорiвнюють нулю. Розрахунки
проведено для 𝑠 = 2𝜋 · 20 МГц, що дає охолодже-
ння ансамблю атомiв до температури, близької до
мiнiмальної для вказаних на рис. 11 значень Ω0 i
Ω. Нульова початкова швидкiсть атомiв вибрана
з метою отримання з самого початку симетрично-
го розподiлу вiдносно центра пастки. Початковий
стан атома, завдяки багатократному спонтанному
випромiнюванню, не впливає на розподiл атомiв у
фазовiй площинi.

На рис. 11, b показано розподiл атомiв у фазовiй
площинi бiля центральної частини пастки. На фа-
зовiй площинi добре видно елiпсоподiбнi структу-
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Рис. 11. Розподiл 25000 атомiв у фазовiй площинi пiсля
500 мкс вiд початку руху. Початкова швидкiсть атома до-
рiвнює 𝑣0 = 0, початкова координата 𝑧0 = 0, 𝑠 = 20 МГц
(𝛿1 = 𝛿2 = 120 МГц, 𝛿3 = 𝛿4 = −80 МГц), частоти Рабi
хвиль однаковi i дорiвнюють Ω0 = 2𝜋 · 100 MГц, рiзниця
частот стоячих хвиль Ω = 2𝜋 · 200 MГц. При 𝑡 = 0 атоми
перебувають у збудженому станi, а 𝜑1 = 𝜑2 = 𝜑3 = 𝜑4 = 0.
Штриховi лiнiї вiдповiдають вiдстаням, кратним 𝜆, вiд цен-
тра пастки

ри, що вказує на коливальний рух атомiв навколо
околiв:

𝑧𝑛 = 𝜆(2𝑛+ 1)/4, (62)

де 𝑛 – цiле число. Центр пастки вiдповiдає пучно-
стi стоячих хвиль. Наявнiсть невеликої кiлькостi
атомiв мiж елiпсами вказує на змiну коливань нав-
коло певного 𝑧𝑛 на коливання навколо 𝑧𝑛 з iншим
номером.

Зазначимо, що аналогiчнi розрахунки для 𝑠, якi
вiдповiдають вищiй температурi атомного ансам-
блю, наприклад, для 𝑠 = 2𝜋 · 10 МГц, демон-
струють у фазовiй площинi менш вираженi елiпси.
Приклад змiни швидкостi та координати одного з
атомiв рис. 11 показано на рис. 12. Для наочностi
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Рис. 12. Залежнiсть швидкостi i координати одного з ато-
мiв, що формують розподiл у фазовiй площинi, показаний
на рис. 11. Штриховi лiнiї вiдповiдають вiдстаням, кратним
𝜆, вiд центра пастки

зображення коливального руху показано початко-
вий iнтервал часу до 100 мкс. На рисунку видно
коливання атома поблизу 𝑧1 та 𝑧7.

8. Висновки

Ми показали можливiсть реалiзацiї пастки для
атомiв, утвореної бiхроматичним полем зустрiчних
хвиль, запропонованої в [12]. Для малих iнтенсив-
ностей зустрiчних хвиль, менших iнтенсивностi на-
сичення поглинання у атомi, рух атомiв у пастцi
може бути iнтерпретовано на основi теорiї збурень
для сили свiтлового тиску у другому i четвертому
порядку за полем. Сила другого порядку не за-
лежить вiд координати атома i приводить до його
гальмування або прискорення до швидкостi ±Ω/2𝑘
полем при належно вибраному вiдстроюваннi ча-
стот стоячих хвиль вiд частоти переходу в ато-
мi. Сила четвертого порядку за полем залежить
вiд координати i приблизно пропорцiйна вiдхилен-
ню атома вiд центра пастки. У результатi дiї обох

складових сили можливе формування пастки для
атомiв, у якiй вони бiльшу частину часу рухаються
зi швидкiстю ±Ω/2𝑘. Чисельне моделювання руху
атомiв в сильному полi Ω0 ≫ 𝛾 демонструє одно-
часне утримання i охолодження атомiв натрiю до
температур порядку допплерiвської границi i, мо-
жливо, дещо нижче. Розмiр хмарки атомiв при ча-
стотi Рабi 100 МГц i рiзницi частот стоячих хвиль
200 МГц становить близько 0,1 мм, температура
порядку 200 мкК, дiапазон швидкостей, в якому
можливе гальмування i утримання атомiв у пас-
тцi визначається її розмiром i для пастки розмi-
ром 1 мм становить вiд 0 до 9 м/с. Рух атомiв у
хмарцi – коливальний навколо 𝑧𝑛 = 𝜆(2𝑛+1)/4, що
вiдповiдає вузлам стоячої хвилi, з переходами вiд
околу одного вузла до околу iншого. Таким чином,
атоми у просторi формують ґратку з перiодом 𝜆/2.

Запропонований механiзм формування пастки
може бути також використаний для утримання
та охолодження молекул з матрицею факторiв
Франка–Кондона, близькою до дiагональної, при
наявностi додаткового поля, що повертає атоми,
якi попадають при спонтанному випромiнюваннi
на вiдмiнний вiд основного рiвень, до циклiчної
взаємодiї з охолоджуючим i утримуючим полем,
як це робилося при спостереженнi свiтлового ти-
ску на молекули SrF [31].

Публiкацiя мiстить результати дослiджень,
проведених при грантовiй пiдтримцi Державно-
го фонду фундаментальних дослiджень за конкур-
сним проектом Ф64/51-2015 та дослiджень, про-
ведених при грантовiй пiдтримцi цiльової ком-
плексної програми фундаментальних дослiджень
НАН України “Фундаментальнi проблеми створе-
ння нових наноматерiалiв i нанотехнологiй”, до-
говiр №3/15-Н.
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15. J. Söding, R. Grimm, Yu.B. Ovchinnikov, Ph. Bouyer, and
Ch. Salomon, Phys. Rev. Lett. 78, 1420 (1997).

16. M. Williams, F. Chi, M. Cashen, and H. Metcalf, Phys.
Rev. A 61, 023408 (2000).

17. M. Cashen and H. Metcalf, Phys. Rev. A 63, 025406
(2001).

18. M. Cashen, O. Rivoire, L. Yatsenko, and H. Metcalf,
J. Opt. B 4, 75 (2002).

19. M. Partlow, X. Miao, J. Bochmann, M. Cashen, and
H. Metcalf, Phys. Rev. Lett. 93, 213004 (2004).

20. L. Yatsenko and H. Metcalf, Phys. Rev. A 70, 063402
(2004).

21. C. Corder, B. Arnold, and H. Metcalf, Phys. Rev. Lett.
114, 043002 (2015).

22. C. Corder, B. Arnold, X. Hua, and H. Metcalf, J. Opt. Soc.
Am. B 32, 75 (2015).

23. А.П. Казанцев, ЖЭТФ 66, 1599 (1974).
24. В.Г. Миногин, В.С. Летохов, Давление лазерного излу-

чения на атомы (Наука, Москва, 1986)
25. C. Molmer, Y. Castin, and J. Dalibard, J. Opt. Soc. Am.

B 10, 524 (1993).
26. J. Steinbach, B.M. Garraway, and P.L. Knight, Phys. Rev.

A 51, 3302 (1995).
27. B.W. Shore, The Theory of Coherent Atomic Excitation

(Wiley, New York, 1990), Vol. 1.
28. C.S. Adams and E. Riis, Prog. Quant. Electron. 21, 1

(1997).
29. K. Mølmer, Phys. Rev. Lett. 66, 2301 (1991).
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ОПТИЧЕСКАЯ ЛОВУШКА
ДЛЯ АТОМОВ НА ОСНОВЕ ВСТРЕЧНЫХ
БИХРОМАТИЧЕСКИХ СВЕТОВЫХ ВОЛН

Р е з ю м е

Показано, что полем встречных бихроматических световых
волн можно сформировать одномерную ловушку для ато-
мов. Выбирая соответствующим образом отстройки моно-
хроматических компонент волн от частоты перехода в ато-
ме, можно достичь одновременного удержания ансамбля
атомов в ловушке и их охлаждения до температуры, близ-
кой к допплеровскому пределу, без применения дополни-
тельных полей. Численное моделирование проведено для
атомов натрия. Обсуждается возможность применения по-
добной ловушки для удержания и охлаждения молекул с
почти диагональной матрицей факторов Франка–Кондона.

V.I. Romanenko, A.V.Romanenko, L.P.Yatsenko

AN OPTICAL TRAP FOR ATOMS
ON THE BASIS OF COUNTER-PROPAGATING
BICHROMATIC LIGHT WAVES

S u m m a r y

It has been shown that the field of counter-propagating bichro-

matic light waves can form a one-dimension trap for atoms.

The confinement of an ensemble of atoms in the trap and their

simultaneous cooling to a temperature close to the Doppler

cooling limit can be achieved without using auxiliary fields, by

properly choosing the detuning of monochromatic components

from the atomic transition frequency. The specific numerical

simulation is carried out for sodium atoms. A possible appli-

cation of such a trap for the confinement and the cooling of

molecules with an almost diagonal array of Franck–Condon

factors is discussed.
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