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ФОРМУВАННЯ СТIЙКИХ ПОВЕРХНЕВИХ
СТРУКТУР ПРИ IОННОМУ РОЗПОРОШЕННI
В РАМКАХ АНIЗОТРОПНОЇ МОДЕЛI
КУРАМОТО–СIВАШИНСЬКОГОУДК 539.24

Розглянуто процеси змiни морфологiї поверхнi з утворенням стацiонарних структур
при iонному розпорошеннi. Проведено лiнiйний аналiз на стiйкiсть та визначено обла-
стi параметрiв, у яких можливе структуроутворення. Чисельно отримано всi можли-
вi картини поведiнки поверхнi за умови наявностi параметра стабiлiзацiї, що враховує
перерозподiл вибитих атомiв. Методами числового аналiзу виконано аналiз динамiки
дефектiв для кожного типу поверхневих структур та побудовано вiдповiднi часовi за-
лежностi.
К люч о в i с л о в а: iонне розпорошення, структуроутворення, стацiонарнi структури,
важкi iони, потiк iонiв, дефект, гексагональнi структури, лiнiйнi структури.

1. Вступ
Вивчення змiни морфологiї поверхнi матерiалу
при розпорошеннi його високоенергетичними ча-
стинками є актуальною задачею для сучасної ста-
тистичної фiзики i матерiалознавства. Розпороше-
ння є одним з найбiльш поширених методiв для
отримання тонких плiвок i напiвпровiдникiв, трав-
лення зразкiв при виробництвi iнтегральних схем
i пристроїв пакування. Вiн широко використовує-
ться в галузях мiкро- та наноелектронiки. Експе-
риментально та теоретично показано, що за певних
умов на поверхнi пiд час розпорошення можуть
виникати наноструктури [1–10]. Чисельнi експе-
риментальнi дослiдження дозволили встановити
основнi параметри, якi визначають характер по-
ведiнки зразка при розпорошеннi. Вони зводяться
до потоку iонного пучка, енергiї налiтаючих iо-
нiв, кута розпорошення та температури. Експе-
риментальнi дослiдження процесiв самоорганiзацiї
на металiчних поверхнях i напiвпровiдниках по-
казали, що залежно вiд енергiї налiтаючого пото-
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ку, при розпорошеннi можлива поява стацiонарних
структур типу хвиль/рябь з певною орiєнтацiєю
(при енергiях iонiв 102–105 еВ) та iзотропних стру-
ктур типу наноточки або наноотвори (при енергiях
iонiв до 102 еВ) [11–17]. Поле висоти отриманих по-
верхневих структур змiнюється в межах вiд 0,1 до
1 мкм, з характерним розмiром хвильових стру-
ктур вiд 3,5 до 25 нм та наноотворiв – вiд 35 до
250 Å [17].

Основнi теоретичнi пiдходи для дослiдження
змiни морфологiї поверхнi ґрунтуються на моде-
лi Кардара–Парiзi–Занга [18]. Її було розвинено
Вольфом i Вiллiаном [19] та узагальнено Курамо-
то i Сiвашинським [20]. Вперше описана модель
була застосована Бредлi i Харпером до дослiдже-
ння росту поверхневих структур при розпорошен-
нi [3]. Бiльш ґрунтовнi дослiдження проводили-
ся Цуерно, Барабашi i Макеєвим [4, 5]. Було по-
казано, що ефективний опис процесiв структуро-
утворення в таких системах може бути задовiль-
но описаний рiвнянням Курамото–Сiвашинського
для поля висоти опромiнюваної поверхнi. Введе-
ння флуктуацiй поля висоти поверхнi у виглядi



Формування стiйких поверхневих структур при iонному розпорошеннi

аддитивного ланжевенiвського джерела з iнтен-
сивнiстю пропорцiйною потоку частинок, дозво-
ляє дослiджувати статистичну природу поверхне-
вих ефектiв та визначити головнi детермiнiсти-
чнi процеси морфологiчних нестiйкостей для рi-
зних стадiй еволюцiї. Загалом, джерело шуму та-
кож може бути i мультиплiкативним та задавати,
наприклад, розкид кута розпорошення [21]. У най-
простiшому випадку, узагальнена модель Бредлi–
Харпера передбачає формування лише трьох ти-
пiв поверхневих структур. Однак, якщо врахувати
нелiнiйнiсть та анiзотропiю, то спектр можливих
типiв структур розширюється [22]. Варто зазначи-
ти, що стандартний розв’язок рiвняння Курамото–
Сiвашинського, який задає профiль поверхнi опро-
мiнюваної системи та вiдповiднi структури, не пе-
редбачає формування пласкої поверхнi та утворе-
ння сталих структур, що не змiнюються з часом.
Однак, цього можна досягти, якщо ввести скла-
дову, що визначає релаксацiю поверхнi [23, 24]. У
випадку розпорошення, зазначена складова врахо-
вує можливий перерозподiл деяких вибитих атомiв
по поверхнi. Дослiдження еволюцiї такої системи
у iзотропному випадку проведено ранiше [25].

Вiдкритим залишається питання дослiдження
можливих типiв стацiонарних структур та їх вла-
стивостей, коли динамiка висоти поверхнi при роз-
порошеннi описується нелiнiйним, анiзотропним
рiвнянням Курамото–Сiвашинського з аддитив-
ним шумом, що моделює флуктуацiї поля висоти
поверхнi. При цьому анiзотропiя викликана рiзни-
ми значеннями коефiцiєнтiв поверхневого натягу.
Нами буде проаналiзовано динамiку, типи та умо-
ви утворення стацiонарних структур на поверхнi,
особливостi впливу дисипацiї поверхнi на характер
утворюваних структур та вивчено еволюцiю дефе-
ктiв поверхнi.

Робота складається з шести роздiлiв. У роздiлi
2 описано модель системи для дослiдження змiни
морфологiї поверхнi з урахуванням процесiв рела-
ксацiї. У роздiлi 3 проведено лiнiйний аналiз на
стiйкiсть та отримано фазовi дiаграми, якi визна-
чають областi реалiзацiї пласкої та структурованої
поверхнi, а також, умови утворення стацiонарних
структур. Числове моделювання та дiаграми па-
раметрiв системи для рiзних типiв структур пред-
ставлено у роздiлi 4. Аналiз еволюцiї структур-
них дефектiв проведено у роздiлi 5. Шостий роздiл
присвячено висновкам.

2. Модель

Розглянемо 𝑑-вимiрний субстрат, кожна точка яко-
го у момент часу 𝑡 задається полем висоти ℎ(r, 𝑡),
де r – задає координати точки на поверхнi. При-
пустимо, що вiдбувається розпорошення даної по-
верхнi важкими iонами iнертних газiв. При цьому
виникає серiя зiткнень, i деякi атоми вибиваються
зi своїх положень та покидають границi матерiа-
лу. Внаслiдок цього морфологiя поверхнi змiню-
ється, що може приводити до формування стру-
ктур. Далi будемо вважати, що поверхня розташо-
вана у площинi 𝑥 − 𝑦, i потiк iонiв знаходиться у
площинi 𝑥 − 𝑧, з кутом падiння iонiв 𝜃 ∈ [0, 𝜋/2],
вимiряним вiд нормалi нееродованої поверхнi. То-
дi, як було показано у роботi [26], енергiя отримана
поверхнею всерединi об’єму матерiалу при її бом-
бардуваннi в деякiй точцi з координатами 𝑟(𝑥, 𝑦)
задовольняє гаусовий розподiл:

𝐸(r) = (𝜖/(2𝜋)3/2𝜎𝜇2) exp(−𝑧2/2𝜎2−(𝑥2+𝑦2)/2𝜇2),

(1)

де 𝜖 – кiнетична енергiя налiтаючого iона, 𝜎 i 𝜇 –
ширини розподiлу паралельно та перпендикуляр-
но потоку розпорошення, вiдповiдно.

Оскiльки вираз (1) визначає енергiю одного на-
лiтаючого iона, а, насправдi, поверхня бомбардує-
ться однорiдним потоком 𝐽 iонiв, якi можуть одно-
часно досягати поверхнi, то швидкiсть ерозiї по-
верхнi залежить вiд загальної енергiї налiтаючо-
го потоку i визначається виразом 𝑣 = 𝑝

∫︀
ℛ dr×

×Φ(r)𝐸(r), з сумою по розподiлах всiх енергiй
для всiх iонiв. У останньому виразi Φ(𝑥, 𝑦, ℎ) за-
дає поправки для локальних нахилiв поверхнi для
однорiдного потоку 𝐽 i має вигляд Φ(𝑥, 𝑦, ℎ) =

= 𝐽 cos
(︁
arctan

[︁√︀
(∇𝑥ℎ)2 + (∇𝑦ℎ)2

]︁)︁
, а 𝑝 – зале-

жний вiд властивостей матерiалу мiшенi коефiцi-
єнт пропорцiйностi [26, 27]. Таким чином, динамi-
чне рiвняння для поля висоти ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑡) має вигляд:
𝜕𝑡ℎ ≃ −𝑣(𝜃)

√︀
1 + (∇ℎ)2, де 0 < 𝜃 < 𝜋/2. У лiнiй-

ному наближеннi отримаємо

𝜕𝑡ℎ = −𝑣0 + 𝛾∇𝑥ℎ+ 𝜈𝑥∇2
𝑥𝑥ℎ+ 𝜈𝑦∇2

𝑦𝑦ℎ, (2)

де величина 𝑣0 задає сталу швидкостi ерозiї по-
верхнi, 𝛾 = 𝛾(𝜃) – визначає залежну вiд нахилу
потоку бомбардування ерозiю; 𝜈𝑥,𝑦 = 𝜈𝑥,𝑦(𝜃) – ефе-
ктивний коефiцiєнт поверхневого натягу, iндукова-
ний процесами ерозiї вздовж кожного напрямку.

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2016. Т. 61, № 7 595



I.О. Лисенко

Анiзотропiя отриманої системи визначена рiзними
значеннями коефiцiєнтiв розвинення 𝜈𝑥, 𝜈𝑦 вздовж
напрямкiв 𝑥 та 𝑦 вiдповiдно.

Рiвняння (2) має бути узагальнено введенням
у розгляд потоку поверхнi, що задається виразом
𝑗𝑠 = 𝐾∇(∇2ℎ), 𝐾 > 0 – залежна вiд темпера-
тури константа поверхневої дифузiї. Врахування
перших нелiнiйних членiв у розвиненнi швидкостi
𝑣 за градiєнтом висоти дозволяє отримати динамi-
чне рiвняння для поля висоти ℎ′ = ℎ + 𝑣0𝑡 [3, 4] у
виглядi:

𝜕ℎ

𝜕𝑡
= 𝛾

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ 𝜈𝑥

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
+ 𝜈𝑦

𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
+

+
𝜆𝑥

2

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑥

)︂2
+

𝜆𝑦

2

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑦

)︂2
−𝐾∇4ℎ+ 𝜉(𝑥, 𝑦, 𝑡), (3)

де, для зручностi, штрих опущено та введено адди-
тивний шум 𝜉. Вважатимемо, що ланжевенiвське
джерело шуму у рiвняннi (3) має гаусiвськi вла-
стивостi:

⟨𝜉(r, 𝑡)⟩ = 0,

⟨𝜉(r, 𝑡)𝜉(r′, 𝑡)⟩ = 2Σ𝛿(r− r′)𝛿(𝑡− 𝑡′),
(4)

де Σ визначає iнтенсивнiсть флуктуацiй висоти по-
верхнi. Коефiцiєнти з рiвняння (3) мають вигляд,
як було показано у роботi [5]:

𝛾 = 𝐹0
𝑠

𝑓2

(︀
𝑎2𝜎𝑎

2
𝜇𝑐

2(𝑎2𝜎 − 1)− 𝑎4𝜎𝑠
2
)︀
, (5)

𝜈𝑥 = 𝐹0
𝑎2𝜎
2𝑓3

(︀
2𝑎4𝜎𝑠

4 − 𝑎4𝜎𝑎
2
𝜇𝑠

2𝑐2 + 𝑎2𝜎𝑎
2
𝜇𝑠

2𝑐2 − 𝑎4𝜇𝑐
4
)︀
,

(6)

𝜈𝑦 = −𝐹0
𝑐2𝑎2𝜎
2𝑓

, (7)

𝜆𝑥 = 𝐹0
𝑐

2𝑓4

(︂
𝑎8𝜎𝑎

2
𝜇𝑠

4(3 + 2𝑐2)+

+4𝑎6𝜎𝑎
4
𝜇𝑐

4𝑠2 − 𝑎4𝜎𝑎
6
𝜇𝑐

4(1 + 2𝑠2)−

− 𝑓2(2𝑎4𝜎𝑠
2 − 𝑎2𝜎𝑎

2
𝜇(1 + 2𝑠2))− 𝑎8𝜎𝑎

4
𝜇𝑠

2𝑐2 − 𝑓4

)︂
, (8)

𝜆𝑦 = −𝐹0
𝑐

2𝑓2

(︀
𝑎4𝜎𝑠

2 + 𝑎2𝜎𝑎
2
𝜇𝑐

2 − 𝑎4𝜎𝑎
2
𝜇𝑐

2 − 𝑓2
)︀
. (9)

У виразах (5)–(9) величина 𝐹0 визначена як:

𝐹0 ≡ 𝐽𝜀𝑝𝑎
𝜎𝜇

√
2𝜋𝑓

exp
(︁
−𝑎2

𝜎𝑎
2
𝜇𝑐

2

2𝑓

)︁
. Решта величин є та-

кими: 𝑎𝜎 ≡ 𝑎
𝜎 , 𝑎𝜇 ≡ 𝑎

𝜇 , 𝑠 = sin(𝜃), 𝑐 = cos(𝜃),
𝑓 = 𝑎2𝜎𝑠

2 + 𝑎2𝜇𝑐
2.

Рiвняння Курамото–Сiвашинського у виглядi
(3) не передбачає розв’язкiв, що характеризують
пласку поверхню, та утворення стацiонарних стру-
ктур. У звичайному випадку висота поверхнi i роз-
ташування структур постiйно змiнюються у хао-
тичному режимi, хоча розмiр та кiлькiсть стру-
ктур залишаються сталими [28]. Однак, стацiонар-
ностi можна досягти, якщо ввести у рiвняння лi-
нiйний доданок −𝛼ℎ, який буде задавати процеси
релаксацiї висоти опромiнюваної поверхнi за ра-
хунок перерозподiлу вибитих атомiв на поверхнi
[29]. Таким чином, стацiонарне анiзотропне рiвня-
ння Курамото–Сiвашинського матиме вигляд:

𝜕ℎ

𝜕𝑡
= −𝛼ℎ+ 𝛾

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ 𝜈𝑥

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
+ 𝜈𝑦

𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
+

+
𝜆𝑥

2

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑥

)︂2
+

𝜆𝑦

2

(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑦

)︂2
−𝐾∇4ℎ+ 𝜉(𝑥, 𝑦, 𝑡). (10)

Всi параметри системи визначаються матерiа-
лом мiшенi та умовами опромiнення, а саме, гли-
биною проникнення iонiв 𝑎, кутом падiння потоку
розпорошення 𝜃, потоком 𝐽 та кiнетичною енер-
гiєю iонiв 𝜀.

3. Лiнiйний аналiз на стiйкiсть

Проведемо лiнiйний аналiз на стiйкiсть i визна-
чимо областi параметрiв, у яких формується пла-
ска поверхня та вiдбувається структуроутворення.
Для цього проведемо усереднення рiвняння (10) за
шумом та отримаємо рiвняння для першого стати-
стичного моменту у виглядi:

𝜕

𝜕𝑡
⟨ℎ⟩ = −𝛼⟨ℎ⟩+ 𝛾

𝜕

𝜕𝑥
⟨ℎ⟩+ 𝜈𝑥

𝜕2

𝜕𝑥2
⟨ℎ⟩+ 𝜈𝑦

𝜕2

𝜕𝑦2
⟨ℎ⟩+

+
𝜆𝑥

2

⟨(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑥

)︂2⟩
+

𝜆𝑦

2

⟨(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑦

)︂2⟩
−𝐾∇4⟨ℎ⟩, (11)

де враховано властивостi шуму (4).
Далi будемо розглядати стiйкiсть лiнеаризованої

системи, тому знехтуємо всiма нелiнiйними додан-
ками. В результатi, отримуємо

𝜕

𝜕𝑡
⟨ℎ⟩ = −𝛼⟨ℎ⟩+ 𝛾

𝜕

𝜕𝑥
⟨ℎ⟩+ 𝜈𝑥

𝜕2

𝜕𝑥2
⟨ℎ⟩+

+ 𝜈𝑦
𝜕2

𝜕𝑦2
⟨ℎ⟩ −𝐾∇4⟨ℎ⟩. (12)
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Як вiдомо, лiнеаризоване рiвняння у детермi-
нiстичному випадку або за наявностi аддитивно-
го бiлого шуму припускає розв’язок у виглядi
⟨ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑡)⟩ = 𝐴 exp[𝑖(𝑘𝑥𝑥+ 𝑘𝑦𝑦 − 𝜔𝑡) + 𝑟𝑡]. Пiдстав-
ляючи його у рiвняння (12), знайдемо вирази для
визначення частоти 𝜔 та параметра стiйкостi 𝑟:

𝜔 = −𝛾(𝜃)𝑘𝑥,

𝑟 = −𝛼− 𝜈𝑥𝑘
2
𝑥 − 𝜈𝑦𝑘

2
𝑦 −𝐾(𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦)

2.
(13)

Як було показано у роботi [29], для параметра
стабiлiзацiї 𝛼 iснує певне критичне значення 𝛼𝑐, за
якого у системi, що розглядається, можливим стає
формування стацiонарних структур. Так що, при
𝛼 > 𝛼𝑐 поверхня стає пласкою, а у протилежному
випадку просторовi структури стають нестiйкими.
Аналiз вiдповiдних залежностей 𝛼(𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧) пока-
зує, що кiлькiсть нестiйких мод iстотно зменшує-
ться при наближеннi 𝛼 до критичного значення 𝛼𝑐.
Очевидно, що реалiзацiя пласкої поверхнi факти-
чно вiдповiдає процесам травлення. У загальному
випадку величина 𝛼𝑐 залежить вiд енергiї налiта-
ючих iонiв, кута i температури опромiнюваної по-
верхнi.

Вiдповiднi залежностi 𝛼𝑐 вiд основних параме-
трiв системи наведено на рис. 1. Областi пара-
метрiв, для яких можливе утворення просторово-
модульованих структур, розташованi нижче зо-
бражених поверхонь. В областях вище поверхонь
отримаємо пласку однорiдну поверхню. З рис. 1, a
видно, що при фiксованому значеннi вiдношення
глибини проникнення до поперечної ширини роз-
киду, при змiнi кута розпорошення, критичне зна-
чення 𝛼𝑐 поводиться не монотонним чином, дося-
гаючи свого максимуму. Iз монотонно спадаючої
залежностi 𝛼𝑐(𝜃, 𝑎𝜇), зображеної на рис. 1, b, ви-
пливає, що при зростаннi кута падiння та величи-
ни 𝑎𝜇 при фiксованiй ширинi розкиду 𝜎, стацiо-
нарнi структури реалiзуються при малих значен-
нях 𝛼𝑐.

4. Числове моделювання

Розглянемо поведiнку анiзотропної нелiнiйної мо-
делi (10) з 𝜆𝑥 ̸= 0 i 𝜆𝑦 ̸= 0, поклавши 𝛾 = 0.

Як вiдомо, змiна знака параметрiв системи 𝜈𝑥,
𝜈𝑦, 𝜆𝑥 приводить до змiни характеру утворюваних
поверхневих структур. Параметр 𝜈𝑦 < 0 завжди,
як видно з виразу (9), решта параметрiв можуть
змiнювати свiй знак. Вiдповiднi фазовi дiаграми
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Рис. 1. Фазовi дiаграми для лiнiйного аналiзу на стiйкiсть
при: a – 𝑎𝜇 = 1,0 та b – 𝑎𝜎 = 0,1. Решта параметрiв є
такими: 𝐹0 = 1, 𝐾 = 2

наведенi на рис. 2. Розглянемо дiаграму, зобра-
жену на рис. 2, a, побудовану при 𝑎𝜇 = 0,25. Як
бачимо, площина значень 𝑎𝜎 i 𝜃 подiляється на 7
областей, в яких реалiзуються рiзнi за морфологi-
єю структури. Суцiльна крива визначає змiну зна-
ка 𝜈𝑥, штрихова крива вiдповiдає змiнi знака 𝜆𝑥

i пунктирна отримана за умови 𝜆𝑦 = 0. Штрих-
пунктирна крива, що вiддiляє областi внизу дiа-
грами, визначена за умови одночасної змiни знака
для 𝜆𝑥 та 𝜆𝑦. Вiдповiдно до дiаграми, зображеної
на рис. 2, b при 𝑎𝜎 = 1,0 можна бачити змiну обла-
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Рис. 2. Фазовi дiаграми для нелiнiйної анiзотропної систе-
ми при: а – 𝑎𝜇 = 0,25, b – 𝑎𝜎 = 1,0, c – 𝜃 = 0,2. Решта
параметрiв: 𝐹0 = 1, 𝐾 = 2 i Σ = 1
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Рис. 3. Картина еволюцiї анiзотропної нелiнiйної системи
в околi критичного значення параметра стабiлiзацiї 𝛼𝑐 в
областях 𝐴,𝐵,𝐶 розмiру 𝑁 ×𝑁 = 256× 256

стей iснування рiзного типу структур. Залежно-
стi знерозмiрених довжин при фiксованому кутi
розпилення, якi визначають змiну вiдповiдних ти-
пiв структур i змiну їх областей iснування, можна
бачити на рис. 2, c. Варто зазначити, що за умо-
ви 𝑎𝜎 ≤ 𝑎𝜇 реалiзуються лише першi три областi
𝐴,𝐵,𝐶 [21, 25].

Далi проведемо аналiз динамiки поверхнi в
отриманих областях фазових дiаграм з рис. 2. Ско-
риставшись числовим моделюванням, розв’яжемо
рiвняння (10) на дискретнiй ґратцi розмiру 𝑁×𝑁 ,
де 𝑁 = 256, з перiодичними граничними умовами;
крок по ґратцi ℓ = 1 та крок iнтегрування за часом
Δ𝑡 = 0,005.

4.1. Поведiнка системи
в областях A, B, C

Проведемо аналiз поведiнки системи в областях
𝐴,𝐵,𝐶, для яких 𝑎𝜎 ≤ 𝑎𝜇. Еволюцiя поверхнi при
значеннi параметра 𝛼, наближеного до критичної
точки, наведена на рис. 3. Темнi областi на ри-
сунку вiдповiдають меншим значенням поля ви-
соти, тодi як свiтлi – бiльшим. Як бачимо, в обла-
стi параметрiв 𝐴 (𝜈𝑥 < 0, 𝜆𝑥 < 0, 𝜆𝑦 < 0) на по-
верхнi з часом формуються стацiонарнi структури
(типу дiр, обмежених стiнками) з гексагональною
симетрiєю, незначною мiрою порушеною присутнi-
стю точкових дефектiв. Для областi параметрiв 𝐵
(𝜈𝑥 < 0, 𝜆𝑥 > 0, 𝜆𝑦 < 0) характерним є утворення
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Рис. 4. Динамiка ширини iнтерфейсу для областей 𝐴,𝐵,𝐶

лiнiйної поверхневої структури з наявнiстю дефе-
ктiв. В областi 𝐶 (𝜈𝑥 > 0, 𝜆𝑥 > 0, 𝜆𝑦 < 0) отрима-
ємо аналогiчнi лiнiйнi поверхневi структури, але
з меншим перiодом i вiдсутнiстю дефектiв. При
цьому, отримана ширина iнтерфейсу, зображена на
рис. 4, найшвидше зростає для областi 𝐶, а найпо-
вiльнiше для областi параметрiв 𝐵.

Розглянемо бiльш детально вплив параметра 𝛼,
що визначає перерозподiл вибитих атомiв, на пове-
дiнку анiзотропної нелiнiйної системи. Для цього
проведемо порiвняння еволюцiї поверхнi при 𝛼 = 0
i 𝛼 ̸= 0. Аналiз утворюваних поверхневих структур
для цих областей за вiдсутностi параметра стабi-
лiзацiї 𝛼 вже ранiше було проведено у роботах [3–
5, 21]. У першiй колонцi на рис. 5 показано вiдо-
мий розв’язок рiвняння (10) при 𝛼 = 0. Отриманi
структури є нестiйкими, при цьому висота поверх-
нi постiйно змiнюється. Однак, врахування проце-
сiв релаксацiї поверхнi, дозволяє в околi критичної
точки 𝛼𝑐 досягти стацiонарностi (друга колонка на
рис. 5).

4.2. Поведiнка системи
в областях D, E, F, G

Перейдемо до розгляду поведiнки нелiнiйної анiзо-
тропної системи в областях 𝐷,𝐸, 𝐹,𝐺 при 𝛼 ̸= 0.
Як видно з рис. 6, в усiх дослiджуваних областях
в околi критичної точки 𝛼𝑐 на поверхнi утворюю-
ться лiнiйнi структури. Рiзниця полягає у перiодi
утворюваних поверхневих структур та наявностi
поверхневих дефектiв. В областi 𝐷 (𝜈𝑥 > 0, 𝜆𝑥 >
> 0, 𝜆𝑦 > 0) формуються структури з наймен-
шим перiодом та присутнiстю лiнiйних дефектiв,

Рис. 5. Порiвняння еволюцiї системи при 𝛼 = 0 i в околi
критичної точки 𝛼𝑐 в областях параметрiв 𝐴,𝐵,𝐶

D

t=0 t=200 t=3000t=1000

E

F

G

Рис. 6. Картина еволюцiї анiзотропної нелiнiйної системи
в околi критичного значення параметра стабiлiзацiї 𝛼𝑐 в
областях 𝐷,𝐸, 𝐹,𝐺 розмiру 𝑁 ×𝑁 = 256× 256

якi зберiгаються з часом. Аналогiчна структура з
дефектами, але з бiльшим перiодом структур утво-
рюється в областi 𝐹 (𝜈𝑥 < 0, 𝜆𝑥 < 0, 𝜆𝑦 > 0). Для
областей 𝐸 (𝜈𝑥 > 0, 𝜆𝑥 < 0, 𝜆𝑦 > 0) i 𝐺 (𝜈𝑥 <
< 0, 𝜆𝑥 > 0, 𝜆𝑦 > 0) характерна повна вiдсутнiсть
будь-яких лiнiйних дефектiв на лiнiйно структу-
рованiй стацiонарнiй поверхнi, однак в областi 𝐸
перiод структур є бiльшим.
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5. Дослiдження дефектiв на поверхнi

Проведемо аналiз еволюцiї кiлькостi дефектiв.
Для цього розглянемо густину дефектiв 𝑁def/𝑁

2,
де 𝑁def – загальна кiлькiсть поверхневих дефектiв
у кожен момент часу, 𝑁 – розмiр дискретної ґра-
тки (у данному випадку 𝑁 = 256).

У випадку формування гексагональної симетрiї
на поверхнi (область 𝐴), для визначення кiлько-
стi поверхневих дефектiв використаємо алгоритм,
розвинутий для дослiдження двовимiрних систем,
отриманих методом молекулярної динамiки [30].
При цьому структури можна представити у ви-
глядi атомiв, а локальний кристалiчний порядок
задамо орiєнтацiєю шестикутникiв, вершини яких
задають положення структур. Як показано у робо-
тi [30] кут орiєнтацiї 𝑗-го атома 𝜑𝑗 ∈ [0, 𝜋/3] можна
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Рис. 7. Еволюцiя густини дефектiв на поверхнi при iонно-
му розпорошеннi для областей: а – 𝐴,𝐵,𝐶 та б – 𝐷,𝐸, 𝐹,𝐺

визначити як:

Ψ𝑗 =
∑︁

𝑘∈𝑛𝑛(𝑗)

exp[6𝑖𝜃𝑗𝑘] = |Ψ𝑗 | exp6𝑖𝜑𝑗 .

Два атоми будуть сусiдами за умови |𝑟𝑗 − 𝑟𝑘| <
< 1,25𝑣, де 𝑣 – положення першого пiка двочастин-
кової кореляцiйної функцiї, 𝜃𝑗 – кут мiж вектором
𝑟𝑗 − 𝑟𝑘 та вiссю 𝑥. Для визначення кiлькостi де-
фектiв, по аналогiї з пошуком атомiв, що мають
дефекти пакування, обчислюються ступiнi безла-
ду для кожного атома за формулою:

𝐷𝑗 = 2
∑︁

𝑘∈𝑛𝑛(𝑗)

[1− cos 6(𝜑𝑗 − 𝜑𝑘)].

Для дослiдження лiнiйних дефектiв скористає-
мося пiдходом, розвиненим для пошуку дислока-
цiй i дисклинацiй у нематиках [31]. Для цього по-
трiбно визначити такi мiрники упорядкування, як
поле директора �̂�(r) = ∇ℎ(r)

|∇ℎ(r)| та вiдповiдний нема-
тичний параметр порядку 𝑄𝛼𝛽 = 𝑄0[�̂�𝛼�̂�𝛽 − 1

2𝛿𝛼𝛽 ].
Вiдомо, що для двовимiрних систем, роль пара-
метра порядку виконує величина cos(2𝜃), де �̂� =
= (cos(𝜃), sin(𝜃)). Тобто iснує певний векторний
параметр порядку B̂, визначений виразами �̂�𝑥 =
= �̂�2

𝑥 − �̂�2
𝑦, �̂�𝑦 = 2�̂�𝑥�̂�𝑦. Вiдомо, що всi дефекти

формуються з ± 1
2 дисклинацiй у полi директора

�̂�, яке переходить у збурення заряду ±1 для по-
ля B̂. Далi визначимо ядра збурень за формулою
𝐴 =

∑︀
𝛼,𝛽(∇𝛼𝐵𝛽)

2. Вираз для 𝐴 можна записати
у iншому виглядi:

𝐴 =
∑︁
𝛼,𝛽

(∇𝛼𝑛𝛽)
2 = (∇𝛼𝜙)

2,

де 𝜙(r, 𝑡) = 2𝜃(r, 𝑡), 𝜃(r) = arctan
(︁
�̂�𝑦(r)
�̂�𝑥(r)

)︁
. Нема-

тичний параметр порядку 𝑄𝛼𝛽 повнiстю визна-
чається кутом 𝜙(r) = 2𝜃(r). Отже, знаючи по-
хiдну ∇𝜙(r), можна визначити величину 𝐴(r) =
= |∇𝜙(r)|2. В областi дефекту, значення B̂ зазнає
рiзкої змiни. Таким чином, в областi поза дефекта-
ми маємо 𝐴(r) ≈ 0. Величина 𝐴(r) стрiмко зростає
в мiсцi розташування дефекту. Отже, якщо в то-
чцi r значення 𝐴(r) стає достатньо великим, то в
данiй точцi знаходиться дефект.

Описаний алгоритм допомагає визначити обла-
стi, де поле директора суттєво змiнюється, i виве-
сти вiдповiднi точки. Однак, потрiбно ще згрупу-
вати цi точки у структури. Елементи однiєї стру-
ктури знаходяться дуже близько один вiд одного,
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але не обов’язково у сусiднiх комiрках. Тому до-
цiльно ввести фiльтр 𝑎0, що задає вiдстань мiж
точками. I, якщо вiдстань мiж точками менша,
нiж 𝑎0, то далi вважаємо, що вони належать однiй
структурi; для розрiзнення таких точкових класте-
рiв використано метод Хошена i Копельмана [32].

Отриманi часовi залежностi концентрацiї дефе-
ктiв у рiзних областях 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷,𝐸, 𝐹,𝐺 зображе-
но на рис. 7. Як бачимо, в областях 𝐴,𝐵,𝐷, 𝐹 кон-
центрацiя дефектiв зменшується з часом, однак за-
лишається ненульова кiлькiсть дефектiв, тодi як в
областях 𝐸 i 𝐺 при досягненнi поверхнею стацiо-
нарного режиму концентрацiя дефектiв спадає до
нуля. При цьому, в областi 𝐶 концентрацiя дефе-
ктiв не зменшується з часом, а завжди рiвна ну-
лю. Варто зазначити, що для лiнiйних структур
вдається визначити тiльки один характерний тип
дефектiв – дислокацiї, тодi як дисклинацiї та гра-
ницi зерен при iонному розпорошеннi не спостерi-
гаються.

6. Висновки

Проведено дослiдження поведiнки поверхнi при
iонному розпорошеннi в умовах формування
стiйких поверхневих структур з використанням
нелiнiйного анiзотропного рiвняння Курамото–
Сiвашинського. Для досягнення стацiонарного ре-
жиму поведiнки поверхнi при опромiненнi, взято
до уваги процеси релаксацiї, що виникають у зв’яз-
ку з перерозподiлом вибитих атомiв. Виконано лi-
нiйний аналiз на стiйкiсть для такої системи та
отримано вiдповiднi фазовi дiаграми. Вони подi-
ляють областi значень основних керуючих параме-
трiв на тi, в яких реалiзується пласка поверхня та
областi iснування поверхневих структур. Для нелi-
нiйної моделi отримано фазовi дiаграми, що визна-
чають змiну морфологiї структур на поверхнi, та
визначено, що для нелiнiйної анiзотропної систе-
ми iснує максимум сiм рiзних областей параметрiв.
На основi отриманої iнформацiї, шляхом числово-
го моделювання, розв’язано рiвняння Курамото–
Сiвашинського на квадратнiй дискретнiй ґратцi з
перiодичними умовами, та визначено тип стацiо-
нарних структур для всiх областей фазової дiагра-
ми. Встановлено, що на поверхнi можуть форму-
ватися два типи стiйких структур: гексагональнi
та лiнiйнi структури. Лiнiйнi поверхневi утворення
вiдрiзняються за розмiром та густиною дефектiв.

Використовуючи два типи алгоритмiв для кожно-
го типу структур, проведено аналiз динамiки де-
фектiв на поверхнi. Визначено, що концентрацiя
дефектiв з часом зменшується, та за певних умов
спадає до нуля. Виявлено, що в системi можли-
ве iснування областей параметрiв системи, в яких
формується структура без дефектiв.

Результати роботи можуть бути корисними для
дослiдження процесiв структуроутворення при
iонному розпорошеннi матерiалiв, та виготовлен-
ня приладiв, що використовують структури зада-
ної геометрiї.
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ANALYSIS OF THE FORMATION
OF STATIONARY PATTERNS AT THE ION
SPUTTERING WITHIN THE ANISOTROPIC
KURAMOTO–SIVASHINSKY MODEL

S u m m a r y

The processes of change of a surface morphology and forma-

tion of a stationary pattern at the ion sputtering are con-

sidered. A linear stability analysis was carried out, and the

range of parameters, at which the patterning is possible, is de-

termined. Assuming the existence of a stabilization parameter

that involves the redistribution of knocked-out atoms, all evo-

lution scenarios for the surface are obtained numerically. The

dynamics of defects is numerically analyzed for every structure

type, and the corresponding time dependences are plotted.
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