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ДЕТЕКТУВАННЯ ЗАПЛУТАНОСТI
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ЗА КРИТЕРIЯМИ МЕРМIНА I АРДЕХАЛIУДК 530.145

У роботi дослiджується можливiсть виявлення заплутаностi в 𝑛-кубiтових узагаль-
нених двопараметричних GHZ-станах, а також в довiльних 𝑛-кубiтових станах за
допомогою нерiвностi Мермiна i нерiвностi Ардехалi з числа отримавших узагальне-
ну назву нерiвностей Мермiна–Ардехалi–Белiнського–Клишко. Отримано формули для
розрахунку значень кореляцiйних функцiй Мермiна i Ардехалi в довiльних квантових 𝑛-
кубiтових станах та критерiй порушення вiдповiдних нерiвностей конкретними ста-
нами. Виявлено сукупнiсть станiв, абсолютно нечутливих до операторiв Мермiна i Ар-
дехалi. Запропоновано (модифiкованi) оператори Мермiна i Ардехалi, сукупнiсть яких
дозволяє розширити клас 𝑛-кубiтових станiв, в яких можна виявити наявнiсть кван-
тових кореляцiй.
К люч о в i с л о в а: квантова заплутанiсть, критерiї заплутаностi.

1. Вступ

Багаточастинкова заплутанiсть квантових станiв
вiдiграє важливу роль як в концептуальних про-
блемах квантової теорiї, так i в практичних пита-
ннях квантової iнформатики, зокрема, в кванто-
вих обчисленнях, квантової криптографiї i кван-
тової телепортацiї. Багаточастинкова заплутанiсть
має складну структуру i, отже, є важким об’єктом
для дослiджень. За останнi роки данiй темi при-
свяченi численнi роботи, однак, побудова теорiї ба-
гаточастинкової заплутаностi все ще перебуває на
раннiй стадiї, i до теперiшнього часу детально до-
слiджена структура заплутаностi тiльки для де-
кiлькох спецiальних випадкiв обмежених кванто-
вих систем [1, 2]. Посилання на статтi, присвяче-
нi проблемам багаточастинкової заплутаностi, за-
цiкавлений читач може знайти, наприклад, в [3–5].

Одним з важливих напрямкiв дослiджень в
теорiї багаточастинкових заплутаностей є побу-
дова кореляцiйних функцiй та аналогiв нерiв-
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ностей Белла для багаточастинкових систем, за
допомогою яких можна було б, в тому чи-
слi i експериментально, виявляти наявнiсть за-
плутаностi в квантовiй системi. Згiдно з теоре-
мою Гiсiна [6, 7] будь-який чистий двочастинко-
вий заплутаний стан порушує нерiвнiсть Белла
для двочастинкової кореляцiйної функцiї у формi
Клаузера–Хорна–Шимонi–Холта (CHSH–Clauser–
Horne–Shimony–Holt) [8].

В роботi [9] сформульованi двi теореми – уза-
гальнення теореми Гiсiна на випадок трикубiто-
вих систем: Теорема 1: Усi узагальненi GHZ-стани
трикубiтових систем порушують нерiвностi Белла
з ймовiрнiстю. Теорема 2: Всi чистi двочастинковi
заплутанi стани трикубiтових систем порушують
нерiвностi Белла з ймовiрнiстю.

В ролi узагальнення CHSH-нерiвностi Белла на
випадок багатокубiтових квантових систем була
запропонована серiя однотипних нерiвностей, що
отримали назву нерiвностей Мермiна–Ардехалi–
Белiнського–Клишко (Mermin–Ardehali–Belinskii–
Klyshko або MABK) [10–12]. Перевагою MABK є
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те, що порушення цих нерiвностей n-частинковими
GHZ-станами [13] експоненцiйно зростає зi збiль-
шенням 𝑛-числа кубiтiв в системi, тим самим де-
монструючи, що в загальному випадку не iснує
обмеження на величину, яка показує у скiльки ра-
зiв квантовi кореляцiї можуть перевищувати гра-
ничнi значення кореляцiй, розрахованих в рамках
теорiї локального реалiзму. Ця властивiсть має ве-
лике значення, оскiльки експериментальна пере-
вiрка порушень нерiвностей MABK остаточно ви-
рiшує питання про безпiдставнiсть так званих “ре-
алiстичних локальних теорiй з прихованими пара-
метрами”.

При спробi застосувати MABK-нерiвностi до ба-
гатокубiтових систем Скаранi i Гiсiн (Scarani and
Gisin [14]) помiтили (iз здивуванням), що узагаль-
ненi GHZ-стани

|Ψ⟩ = cos𝛼|00 ... 0⟩+ sin𝛼|11 ... 1⟩ (1)

не порушують MABK-нерiвностi при значен-
нях параметра 𝛼, що задовольняють нерiвностi
sin 2𝛼 ≤ ≤ 1√

2𝑛−1
. Даний результат було отримано

чисельно для 𝑛 = 3, 4, 5 i було зроблено припуще-
ння, що вiн є вiрним i для 𝑛 > 5. Наведений факт
здавався несподiваним, оскiльки стан (1) при 𝑛 = 2
порушує CHSH-нерiвностi при всiх можливих зна-
ченнях 𝛼. На основi даного факту Скаранi та Гiсiн
зробили висновок, що можливо MABK-нерiвностi,
i бiльш того нерiвностi з двома можливими значен-
нями вимiрювань для кожного кубiта, не являють
собою природне узагальнення CHSH-нерiвностей
на випадок систем з числом кубiтiв 𝑛 > 2.

У данiй роботi ми повертаємося до MABK не-
рiвностей, щоб остаточно роздiлити всi чистi 𝑛-
кубiтовi стани на двi групи: стани, якi порушують
MABK нерiвностi i стани, якi цi нерiвностi не по-
рушують, хоча вони, можливо, є заплутаними. Ви-
користовуючи простий прозорий формалiзм для
опису операторiв вiдповiдних кореляцiйних фун-
кцiй, спочатку дослiдження проводяться в кла-
сi узагальнених GHZ-станiв, а потiм вони поши-
рюються на довiльнi n-кубiтовi стани. При цьо-
му пiд узагальненими GHZ-станами, на вiдмiну
вiд однопараметричних станiв (1) буде розгляну-
то бiльш широкий клас, а саме двопараметричнi
стани

|𝜒⟩ = cos
Θ

2
|00 ... 0⟩+ 𝑒𝑖𝜑 sin

Θ

2
|11 ... 1⟩,

або

|𝜒⟩ = cos
Θ

2
| ↑↑ ... ↑⟩+ 𝑒𝑖𝜑 sin

Θ

2
| ↓↓ ... ↓⟩. (2)

Параметризацiя станiв (2) подiбна параметризацiї
однокубiтових станiв, де кожним значенням пари
(Θ, 𝜑) вiдповiдає точка на сферi Блоха. Стан (2) в
теорiї корекцiй помилок при проходженнi кубiтiв
по квантових каналах часто називають “логiчним
кубiтом”.

Говорячи узагальнено про MABK нерiвностi, в
данiй роботi ми дослiджуємо конкретно нерiвнiсть
Мермiна, як вона запропонована в роботi [10], а та-
кож нерiвнiсть, запропоновану Ардехалi [11]. Да-
нi нерiвностi схожi мiж собою, хоча i вiдрiзняю-
ться конкретними виразами операторiв кореляцiй-
них функцiй i видами GHZ-станiв, до яких вони
будуть застосованi.

Наше завдання полягає в тому, щоб на основi
квантової теорiї:

1. Упорядкувати структуру операторiв кореля-
цiйних функцiй Мермiна та Ардехалi для отрима-
ння результатiв в аналiтичному виглядi.

2. Розрахувати значення кореляцiйних функцiй
Мермiна i Ардехалi в узагальнених GHZ-станах
(2).

3. Порiвняти отриманi результати з розрахунка-
ми, проведеними в межах так званої теорiї локаль-
ного реалiзму, i з’ясувати при яких значеннях па-
раметрiв Θ та 𝜑 i в якiй мiрi вiдповiднi нерiвностi
порушуються.

4. Провести вiдповiднi дослiдження для випад-
ку, коли замiсть станiв (2) розглядаються довiльнi
n-кубiтовi стани.

По сутi кореляцiйна функцiя Мермiна або Ар-
дехалi визначає постановку експеримента по реє-
страцiї станiв частинок, i, отже, нашi розрахунки
дають вiдповiдь на питання: чи можуть такi екс-
перименти в принципi з’ясувати наявнiсть або вiд-
сутнiсть заплутаностi в приготованому багатоку-
бiтовому квантовому станi.

По вiдношенню до кожної запропонованої не-
рiвностi Белла для багатокубiтових систем цiлком
природним є прагнення отримати вичерпну вiдпо-
вiдь на питання: що може i чого не може виявити
оператор кореляцiйної функцiї (оператор 𝐴) вiд-
повiдної нерiвностi, або бiльш докладно:

∙ Чи можна дати простий критерiй, якi стани зi
всiєї множини багатокубiтових станiв порушують

1068 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2016. Т. 61, № 12



Детектування заплутаностi багатокубiтових квантових систем

дану нерiвнiсть, а якi нi? I якщо даний стан пору-
шує нерiвнiсть, то який степiнь цього порушення?

∙ Чи можна виявити клас хвильових функцiй
кубiтiв, для яких оператор 𝐴 не здатний виявити
кореляцiї, хоча вони насправдi iснують?

∙ Чи можна вказати множину станiв, котрi ма-
ксимально порушують дану нерiвнiсть?

∙ Чи можна дану нерiвнiсть вважати узагаль-
ненням нерiвностi Белла у формi CHSH на багато-
кубiтовi системи?

Повнi вiдповiдi на сформульованi вище питання
дозволять робити висновки щодо доцiльностi за-
стосування вiдповiдної нерiвностi до конкретних
багатокубiтових систем.

2. Нерiвнiсть Мермiна

У роботi [10] Давiд Мермiн запропонував узагаль-
нення нерiвностi Белла для системи 𝑛 частинок зi
спiном 𝑠 = 1

2 i довiв, що квантова механiка по-
рушує дану нерiвнiсть, причому для станiв GHZ
величина порушення експоненцiйно зростає з 𝑛 –
числом частинок в системi. Стан 𝑛-кубiтової кван-
тової системи, запропонований Мермiном, має ви-
гляд

|Φ1⟩ =
1√
2
(| ↑↑ ... ↑⟩+ 𝑖| ↓↓ ... ↓⟩) (3)

або, в бiльш сучасних позначеннях:

|Φ1⟩ =
1√
2
(|00 ...0⟩+ 𝑖|11 ... 1⟩).

Стан (3) є частковим випадком (2) при значеннях
параметрiв Θ = 𝜋

2 , 𝜑 = 𝜋
2 , що на сферi Блоха вiд-

повiдає точцi перетину осi 𝑂𝑦 зi сферою.
Кореляцiйнiй функцiї в нерiвностi Мермiна

⟨𝐴⟩ < 1 в квантовiй механiцi вiдповiдає ермiтiв-
ський оператор:

𝐴 =
1

2𝑖

⎧⎨⎩
𝑛∏︁

𝑗=1

(𝜎𝑗
𝑥 + 𝑖𝜎𝑗

𝑦)−
𝑛∏︁

𝑗=1

(𝜎𝑗
𝑥 − 𝑖𝜎𝑗

𝑦)

⎫⎬⎭, (4)

де 𝜎𝑥, 𝜎𝑦 – оператори Паулi, а iндекс 𝑗 – номер
кубiта (частинки).

У термiнах реального експерименту Мермiн опи-
сав ситуацiю таким чином [10]: 𝑛-частинок розлi-
таються вiд деякого спiльного джерела, в якому
квантова система частинок приготовлена в станi

(3). Стан кожної частинки розглядається у власнiй
системi координат, де в ролi осi 𝑍 можна взяти
напрямок руху частинки, а осi 𝑋 та 𝑌 – два до-
вiльних напрямки ортогональних один до одного
i також ортогональнi до напрямку руху частинки
(можна також вважати, що стан кожної частинки
розглядається в довiльнiй власнiй декартовiй си-
стемi координат). Для кожної частинки iснує при-
лад, що вимiрює значення проекцiї спiну на вiсь 𝑋
або на вiсь 𝑌 . За результатами вимiрювань обчи-
слюється кореляцiйна функцiя, котрiй в квантовiй
механiцi вiдповiдає оператор (4).

Мермiн показав [10], що значення кореляцiйної
функцiї 𝐹 за абсолютною величиною в рамках те-
орiї локального реалiзму задовiльняє нерiвнiсть

𝐹 ≤

{︃
2

𝑛
2 , 𝑛 – парне,

2
𝑛−1
2 , 𝑛 – непарне,

𝐹max =

{︃
2

𝑛
2 , 𝑛 – парне,

2
𝑛−1
2 , 𝑛 – непарне,

в той час як розрахунок отриманий за правилами
квантової теорiї дає значення

𝐹Φ1
= |⟨Φ1|𝐴|Φ1⟩| = 2𝑛−1,

тобто для всiх 𝑛 > 2 має мiсце нерiвнiсть 𝐹Φ1
>

> 𝐹max, а вiдношення цих величин

𝐾 =
𝐹Φ1

𝐹max
=

{︃
2

𝑛
2 −1, 𝑛 – парне,

2
𝑛−1
2 , 𝑛 – непарне,

експоненцiйно зростає зi збiльшенням 𝑛.
У данiй роботi результати Мермiна стосовно зна-

чень 𝐹 , 𝐹max сприймаються як факт, i надалi по-
рiвнюються з результатами, отриманими за допо-
могою квантової механiки.

З метою розрахунку значення кореляцiйної фун-
кцiї в узагальнених GHZ та довiльних станах, а та-
кож для бiльшої компактностi виразiв i зручностi
обчислень введемо такi позначення:

𝜎+ = 𝜎𝑥 + 𝑖𝜎𝑦, 𝜎− = 𝜎𝑥 − 𝑖𝜎𝑦,

Σ+ =

𝑛∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
+, Σ− =

∏︀𝑛
𝑗=1 𝜎

𝑗
−,

| ⇑⟩ = | ↑↑ ... ↑⟩, | ⇓⟩ = | ↓↓ ... ↓⟩.

Зазначимо, що з ортонормованостi одночастин-
кових станiв | ↑⟩ та | ↓⟩ випливає ортонормованiсть
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станiв | ⇑⟩ та | ⇓⟩:

⟨⇑ | ⇑⟩ = ⟨⇓ | ⇓⟩ = 1, ⟨⇓ | ⇑⟩ = ⟨⇑ | ⇓⟩ = 0.

В нових позначеннях стан |Φ1⟩ (3) i оператор 𝐴 (4)
набирають вигляду:

|Φ1⟩ =
1√
2
(| ⇑⟩+ 𝑖| ⇓⟩),

𝐴 =
1

2𝑖
(Σ+ − Σ−)

з властивостей операторiв 𝜎+ i 𝜎−:

𝜎+| ↑⟩ = 0, 𝜎−| ↑⟩ = 2| ↓⟩,

𝜎+| ↓⟩ = 2| ↑⟩, 𝜎−| ↓⟩ = 0

випливає:

Σ+| ⇑⟩ =
𝑛∏︁

𝑗=1

(𝜎𝑗
+| ↑𝑗⟩) = 0,

Σ+| ⇓⟩ =
𝑛∏︁

𝑗=1

(𝜎𝑗
+| ↓𝑗⟩) = 2𝑛| ⇑⟩,

Σ−| ⇑⟩ = 2𝑛| ⇓⟩, Σ−| ⇓⟩ = 0.

Тепер неважко показати, що |Φ1⟩ є власним векто-
ром оператора 𝐴, що вiдповiдає власному значен-
ню 𝜆 = 2𝑛−1:

𝐴|Φ1⟩ =
1

2𝑖
(Σ+ − Σ−)

1√
2
(| ⇑⟩+ 𝑖| ⇓⟩) =

=
1

2
√
2
(Σ+| ⇓⟩+ 𝑖Σ−| ⇑⟩) = 2𝑛−1|Φ1⟩.

Отже, значення вiдповiдної кореляцiйної фун-
кцiї в станi |Φ1⟩:

|𝐹Φ1
| = |⟨Φ1|𝐴|Φ1⟩| = 2𝑛−1,

що збiгається з результатом, отриманим Мермiном
iншим способом.

Можна також легко переконатися в тому, що
стан

|Φ2⟩ =
1√
2
(| ⇑⟩ − 𝑖| ⇓⟩)

також є власним вектором оператора 𝐴, що вiдпо-
вiдає власному значенню 𝜆 = −2𝑛−1:

𝐴|Φ2⟩ = −2𝑛−1|Φ2⟩

i, отже

|𝐹Φ2 | = |⟨Φ2|𝐴|Φ2⟩| = 2𝑛−1.

Розглянемо тепер середнє значення оператора 𝐴
в довiльному узагальненому GHZ-станi (2):

𝐹𝜒 = 𝐴𝜒 = ⟨𝜒|𝐴|𝜒⟩ =

= (cos
Θ

2
⟨⇑ |+ 𝑒−𝑖𝜑 sin

Θ

2
⟨⇓ |) 1

2𝑖
(Σ+ − Σ−)×

× (cos
Θ

2
| ⇑⟩+ 𝑒𝑖𝜑 sin

Θ

2
| ⇓⟩) = 2𝑛−1 sinΘ sin𝜑. (5)

З отриманого загального виразу випливають отри-
манi вище окремi випадки:

при Θ =
𝜋

2
, 𝜑 =

𝜋

2
, |𝜒⟩ → |Φ1⟩, 𝐹𝜒→𝐹Φ1 = 2𝑛−1,

при Θ =
𝜋

2
, 𝜑 =

3𝜋

2
, |𝜒⟩ → |Φ2⟩, 𝐹𝜒→𝐹Φ2 = −2𝑛−1.

Розглянемо тепер стани GHZ:

|𝜒1⟩ =
1√
2
(| ⇑⟩+ | ⇓⟩),

|𝜒2⟩ =
1√
2
(| ⇑⟩ − | ⇓⟩),

якi є окремими випадками стану (2), що вiдповiд-
ають значенням параметрiв Θ1 = 𝜋

2 , 𝜑1 = 0 та
Θ = 𝜋

2 , 𝜑2 = 𝜋. Отже з (5) маємо

𝐹𝜒1
= ⟨𝜒1|𝐴|𝜒1⟩ = 2𝑛−1 sin

𝜋

2
sin 0 = 0,

𝐹𝜒2
= ⟨𝜒2|𝐴|𝜒2⟩ = 2𝑛−1 sin

𝜋

2
sin𝜋 = 0.

Значення 𝐹 також дорiвнює нулю для всiх значень
Θ, якщо 𝜑 = 0 i 𝜑 = 𝜋. Зараз можна зробити першi
висновки:

1. Квантово-механiчнi значення кореляцiйних
функцiй Мермiна в узагальненому GHZ-станi (2)
визначаються формулою (5).

2. У класi всiх узагальнених GHZ-станiв макси-
мальнi (за модулем) значення кореляцiйна фун-
кцiя Мермiна приймає в станах

|Φ1⟩ =
1√
2
(| ⇑⟩+ 𝑖| ⇓⟩),

|Φ2⟩ =
1√
2
(| ⇑⟩ − 𝑖| ⇓⟩).
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3. Оператор Мермiна абсолютно не “вiдчуває”
наявнiсть кореляцiй у станах (2) при 𝜑 = 0 та
𝜑 = 𝜋.

Для стану (2) область значень Θ i 𝜑, для яких
нерiвнiсть Мермiна порушується, визначається не-
рiвностями

| sinΘ sin𝜑| > 1√
2𝑛−1

, 𝑛 – непарне,

| sinΘ sin𝜑| > 1√
2𝑛−2

, 𝑛 – парне.
(6)

Слiд зауважити, що для двох значень 𝑛, що вiд-
рiзняються на одиницю 𝑛1 = 2𝑘 − 1 i 𝑛2 = 2𝑘 не-
рiвнiсть (6) приймає однаковий вигляд

| sinΘ sin𝜑| > 1√
22(𝑘−1)

.

Зокрема, для 𝑛 = 3 i 𝑛 = 4 нерiвностi (6) прийма-
ють однаковий вигляд

| sinΘ sin𝜑| > 1

2
.

Якщо декартовi координати точок 𝑀 на сферi
Блоха позначити через {𝑥𝑚, 𝑦𝑚, 𝑧𝑚}, то з (6) ви-
пливає, що нерiвнiсть Мермiна порушується при

|𝑦𝑚| > 1√
2𝑛−1

, 𝑛 – непарне,

|𝑦𝑚| > 1√
2𝑛−2

, 𝑛 – парне,

тобто для непарних 𝑛 площини 𝑦𝑚 = 1√
2𝑛−1

i
𝑦𝑚 = − 1√

2𝑛−1
вiдсiкають вiд сфери Блоха обла-

стi, точкам яких вiдповiдають стани (2), що пору-
шують нерiвнiсть Мермiна. Для парних 𝑛 такими
площинами є 𝑦𝑚 = 1√

2𝑛−2
i 𝑦𝑚 = − 1√

2𝑛−2
.

На рис. 1, 2 i 3 на сферi Блоха зображенi вiдпо-
вiднi областi для 𝑛 = 3 i 𝑛 = 4; 𝑛 = 5 i 𝑛 = 6; 𝑛 = 9
i 𝑛 = 10. З порiвняння рисункiв видно, що видiле-
нi областi з ростом 𝑛 збiльшуються i при 𝑛 → ∞
вони заповнюють всю сферу Блоха.

Якщо узагальненi GHZ-стани представити у ви-
глядi

|𝜒⟩ = 𝛼| ⇑⟩+ 𝛽| ⇓⟩, |𝛼|2 + |𝛽|2 = 1, (7)

де 𝛼 вважаємо дiйсним числом, то значення коре-
ляцiйної функцiї приймає вигляд

𝐹𝜒 = ⟨𝜒|𝐴|𝜒⟩ = 2𝑛𝛼 Im(𝛽),

Рис. 1. Область точок на сферi Блоха, яким вiдповiдають
стани, що порушують нерiвнiсть Мермiна для випадку 3 i
4 кубiтiв

Рис. 2. Область точок на сферi Блоха, яким вiдповiдають
стани, що порушують нерiвнiсть Мермiна для випадку 5 i
6 кубiтiв

тобто 𝐹𝜒 вiдмiнно вiд нуля лише при наявностi у
𝛽 уявної частини.

Тепер розглянемо бiльш загальну ситуацiю. Не-
хай задано довiльний 𝑛-кубiтовий стан |Ψ⟩. Чому
дорiвнює значення кореляцiйної функцiї Мермiна
𝐹Ψ = ⟨Ψ|𝐴|Ψ⟩ у даному станi? Чи порушує даний
стан нерiвнiсть Мермiна?
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Рис. 3. Область точок на сферi Блоха, яким вiдповiдають
стани, що порушують нерiвнiсть Мермiна для випадку 9 i
10 кубiтiв

У 2𝑛-вимiрному гiльбертовому просторi станiв 𝑛
кубiтiв виберемо базис, у якому кожний базисний
стан являє собою добуток однокубiтових станiв | ↑⟩
та | ↓⟩ (або |0⟩, |1⟩):

|𝜉1⟩ = | ↑↑ ... ↑↑⟩,
|𝜉2⟩ = | ↑↑ ... ↑↓⟩,
|𝜉3⟩ = | ↑↑ ... ↓↑⟩,
...
|𝜉2𝑛⟩ = | ↓↓ ... ↓↓⟩

або

|𝜉1⟩ = |00 ... 00⟩,
|𝜉2⟩ = |00 ... 01⟩,
|𝜉3⟩ = |00 ... 10⟩,
...
|𝜉2𝑛⟩ = |11 ... 11⟩.

Такий базис зазвичай називають “стандартним”
або “обчислювальним” базисом.

Розклад довiльного вектора |Ψ⟩ стану 𝑛 кубiтiв
за даним повним базисом можна представити у ви-
глядi

|Ψ⟩ = 𝑎|𝜒⟩+ 𝑏|�̃�⟩, (8)

де

|𝜒⟩ = 𝛼| ↑↑ ... ↑⟩+ 𝛽| ↓↓ ... ↓⟩ = 𝛼| ⇑⟩+ 𝛽| ⇓⟩,

|𝛼|2 + |𝛽|2 = 1,
(9)

a

|�̃�⟩ =
2𝑛−1∑︁
𝑖=2

𝛾𝑖|𝜉𝑖⟩,
2𝑛−1∑︁
𝑖=2

|𝛾𝑖|2 = 1,

причому, якщо |𝑎|2 + |𝑏|2 = 1, то |Ψ⟩ нормова-
но на одиницю. У всiх базисних станах |𝜉𝑖⟩, 𝑖 =

= 2, 3, ..., 2𝑛 − 1 “проекцiя спiну” принаймнi однiєї
частинки, протилежна “проекцiї спiну” iнших ча-
стинок, i як наслiдок маємо:

Σ+|𝜉𝑖⟩ = 0, Σ−|𝜉𝑖⟩ = 0, 𝑖 = 2, 3, ..., 2𝑛 − 1.

i, тому:

Σ+|�̃�⟩ = Σ−|�̃�⟩ = 𝐴|�̃�⟩ = 0.

Тодi очевидно, маємо:

𝐴|Ψ⟩ = 𝑎𝐴|𝜒⟩, i

𝐹Ψ = ⟨Ψ|𝐴|Ψ⟩ = |𝑎|2⟨𝜒|𝐴|𝜒⟩.

Представляючи |𝜒⟩ у виглядi (2), отримуємо

𝐹Ψ = |𝑎|22𝑛−1 sinΘ sin𝜑, 𝑎 = ⟨𝜒|Ψ⟩.

Стан |Ψ⟩ можна також представити у виглядi:

|Ψ⟩ = 𝑎1| ⇑⟩+ 𝑎2| ⇓⟩+ 𝑏|�̃�⟩,

де

𝑎1 = ⟨⇑ |Ψ⟩ = |𝑎1|𝑒𝑖𝜑1 , 𝑎2 = ⟨⇓ |Ψ⟩ = |𝑎2|𝑒𝑖𝜑2 . (10)

Тодi:

|Ψ⟩ = 𝑒𝑖𝜑1(|𝑎1| · | ⇑⟩+ 𝑒𝑖(𝜑2−𝜑1)|𝑎2| · | ⇓⟩) + 𝑏|�̃�⟩ (11)

Порiвняння (11) з (8) з урахуванням (2), (9), (10)
дозволяє записати спiввiдношення мiж рiзними па-
раметрами:

𝜑 = 𝜑2 − 𝜑1, 𝑎 = 𝑒𝑖𝜑1
√︀
|𝑎1|2 + |𝑎2|2,

𝛼 =
|𝑎1|√︀

|𝑎1|2 + |𝑎2|2
, 𝛽 = 𝑒𝑖𝜑

|𝑎2|√︀
|𝑎1|2 + |𝑎2|2

,

cos
Θ

2
=

|𝑎1|√︀
|𝑎1|2 + |𝑎2|2

, sin
Θ

2
=

|𝑎2|√︀
|𝑎1|2 + |𝑎2|2

,

sinΘ =
2|𝑎1𝑎2|

|𝑎1|2 + |𝑎2|2
.

Тепер безпосередньо представимо простий ал-
горитм обчислення кореляцiйної функцiї Мермiна
для довiльного вектора 𝑛-кубiтового стану |Ψ⟩:

1. По заданому |Ψ⟩ знаходимо

𝑎1 = ⟨⇑ |Ψ⟩, 𝑎2 = ⟨⇓ |Ψ⟩.

2. Знаходимо |𝑎1|, |𝑎2|, 𝜑1= arg(𝑎1), 𝜑2= arg(𝑎2),
𝜑 = 𝜑1 − 𝜑2.
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3. Отримуємо sinΘ = 2|𝑎1𝑎2|
|𝑎1|2+|𝑎2|2 .

4. Розраховуємо 𝐹Ψ:

𝐹Ψ = ⟨Ψ|𝐴|Ψ⟩ = (|𝑎1|2 + |𝑎2|2)2𝑛−1 sinΘ sin𝜑 =

= 2𝑛|𝑎1𝑎2| sin𝜑.

Тодi умова порушення нерiвностi Мермiна даний
станом |Ψ⟩ представляється у виглядi:⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐹Ψ

𝐹max

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 1 ⇒

{︃
2

𝑛+1
2 |𝑎1𝑎2 sin𝜑| > 1, 𝑛 – непарне,

2
𝑛
2 |𝑎1𝑎2 sin𝜑| > 1, 𝑛 – парне.

(12)

Отриманi спiввiдношення повнiстю вичерпують
тему про можливiсть виявляти заплутанiсть (або
нелокальнiсть) в 𝑛-кубiтових системах за допомо-
гою нерiвностi Мермiна.

З (12) випливає, що при достатньо великих 𝑛 усi
стани |Ψ⟩ з 𝜑 ̸= 0 або 𝜑 ̸= 𝜋 i одночасно 𝑎1 ̸= 0,
𝑎2 ̸= 0 порушують нерiвнiсть Мермiна. Якщо ж
має мiсце хоча б одна рiвнiсть: 𝜑 = 0, 𝜑 = 𝜋, 𝑎1 =
= 0 або 𝑎2 = 0, то оператор Мермiна (4) не може
виявити наявнiсть кореляцiй.

Стани |Φ1⟩ i |Φ2⟩ порушують нерiвнiсть Мермi-
на в найбiльшому степенi серед усiх 𝑛-кубiтових
станiв.

Якщо деякий стан |Ψ⟩ не порушує нерiвнiсть
Мермiна, то це не свiдчить про вiдсутнiсть в ньому
заплутаностi, а свiдчить тiльки про те, що опера-
тор Мермiна 𝐴 в принципi не може виявити на-
явнiсть (або вiдсутнiсть) заплутаностi в даному
станi.

3. Нерiвнiсть Ардехалi

В роботi Ардехалi [11] запропонована нерiвнiсть
для багатокубiтових систем, що має схожiсть з роз-
глянутою вище нерiвнiстю Мермiна. Внаслiдок та-
кої схожостi в даному роздiлi будуть опущенi де-
якi подробицi, щоб уникнути повторень. При цьо-
му умовнi позначення з попереднього роздiлу бу-
дуть збереженi. Метою дослiджень, як i у попере-
дньому роздiлi, є пошук критерiїв порушення не-
рiвностi Ардехалi спочатку в класi узагальнених
GHZ-станiв, а потiм i для довiльного 𝑛-кубiтового
стану.

Оператор 𝑛-кубiтової кореляцiйної функцiї Ар-
дехалi має вигляд:

𝐴 = 𝐴1 +𝐴2,

де

𝐴1 = (−𝜎1
𝑥𝜎

2
𝑥𝜎

3
𝑥 ... 𝜎

𝑛−1
𝑥 + 𝜎1

𝑦𝜎
2
𝑦𝜎

3
𝑥 ... 𝜎

𝑛−1
𝑥 + ...−

−𝜎1
𝑦𝜎

2
𝑦𝜎

3
𝑦𝜎

4
𝑦𝜎

5
𝑥 ... 𝜎

𝑛−1
𝑥 − ...+

+𝜎1
𝑦 ... 𝜎

6
𝑦𝜎

7
𝑥 ... 𝜎

𝑛−1
𝑥 + ...− ...)(𝜎𝑛

𝑎 − 𝜎𝑛
𝑏 ),

𝐴2 = (𝜎1
𝑦𝜎

2
𝑥 ... 𝜎

𝑛−1
𝑥 + ...− 𝜎1

𝑦𝜎
2
𝑦𝜎

3
𝑦𝜎

4
𝑥 ... 𝜎

𝑛−1
𝑥 − ...+

+𝜎1
𝑦 ... 𝜎

5
𝑦𝜎

6
𝑥 ... 𝜎

𝑛−1
𝑥 + ...−

−𝜎1
𝑦 ... 𝜎

7
𝑦𝜎

8
𝑥 ... 𝜎

𝑛−1
𝑥 − ...+ ...)(𝜎𝑛

𝑎 + 𝜎𝑛
𝑏 ),

(13)

де змiст знакiв “+...” та “−...” пояснюється у дода-
тку, 𝜎𝑗

𝑥, 𝜎
𝑗
𝑦 – оператори Паулi, 𝑗 – номери частинок,

а 𝜎𝑎, 𝜎𝑏 визначаються такими виразами:

𝜎𝑎 = 𝜎 · a = 𝜎
1√
2
(e𝑥 + e𝑦) =

1√
2
(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦),

𝜎𝑏 = 𝜎 · b = 𝜎
1√
2
(−e𝑥 + e𝑦) =

1√
2
(−𝜎𝑥 + 𝜎𝑦),

𝜎𝑎 + 𝜎𝑏 =
√
2𝜎𝑦 =

1

𝑖
√
2
(𝜎+ − 𝜎−),

𝜎𝑎 − 𝜎𝑏 =
√
2𝜎𝑥 =

1√
2
(𝜎+ + 𝜎−),

де 𝜎+ = 𝜎𝑥+𝑖𝜎𝑦, 𝜎− = 𝜎𝑥−𝑖𝜎𝑦 – оператори, власти-
востi яких представлено в попередньому роздiлi, а
a i b – вектори, що знаходяться в площинi 𝑂𝑥𝑦,
мають одиничну довжину i утворюють з вiссю 𝑂𝑥
кути, вiдповiдно 45∘ та 135∘ тобто

a =
1√
2
(e𝑥 + e𝑦), b =

1√
2
(−e𝑥 + e𝑦).

Така структура оператора 𝐴 вiдповiдає експери-
менту, в якому над 𝑛− 1 частинками виконується
вимiрювання проекцiй спiну на напрямки осей 𝑋
та 𝑌 , а у 𝑛-ї частинки вимiрюються проекцiї на
напрямки, що задаються одиничними векторами
a,b.

У роботi Ардехалi розглядається 𝑛-кубiтовий
стан, що вiдповiдає вектору

|𝜒2⟩ =
1√
2
(| ↑↑ ... ↑⟩ − | ↓↓ ... ↓⟩),

або в прийнятих вище позначеннях:

|𝜒2⟩ =
1√
2
(| ⇑⟩ − | ⇓⟩). (14)

Ардехалi показав, що в межах теорiї локального
реалiзму кореляцiйна функцiя, що вiдповiдає опе-
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ратору 𝐴 (13), обмежена значеннями

𝐹 ≤

{︃
2

𝑛
2 , 𝑛 – парне,

2
𝑛+1
2 , 𝑛 – непарне,

𝐹max =

{︃
2

𝑛
2 , 𝑛 – парне,

2
𝑛+1
2 , 𝑛 – непарне,

тодi як розрахунки за правилами квантової меха-
нiки для стану (14) приводять до результату

𝐹𝜒2 = ⟨𝜒2|𝐴|𝜒2⟩ = 2𝑛−
1
2 .

Отже, квантово-механiчне значення 𝐹𝜒2
переви-

щує значення 𝐹 в 𝐾 разiв:

𝐾 =
𝐹𝜒2

𝐹max
=

{︃
2

𝑛−1
2 , 𝑛 – парне,

2
𝑛
2 −1, 𝑛 – непарне.

(15)

Далi послiдовно виконаємо такi дiї:
1. Приведемо оператор (13) до вигляду, схожо-

го з виглядом оператора Мермiна в попередньо-
му роздiлi i потiм простим способом покажемо, що
дiйсно 𝐹𝜒2 = 2𝑛−

1
2 .

2. Обчислимо квантове значення кореляцiйної
функцiї в узагальненому GHZ-станi (2), (7):⎧⎨⎩|𝜒⟩ = 𝛼| ⇑⟩+ 𝛽| ⇓⟩, |𝛼|2 + |𝛽|2 = 1

|𝜒⟩ = cos
Θ

2
| ⇑⟩+ 𝑒𝑖𝜑 sin

Θ

2
| ⇓⟩.

3. Знайдемо значення кореляцiйної функцiї в до-
вiльних 𝑛-кубiтових станах |Ψ⟩.

4. Знайдемо множину 𝑛-кубiтових станiв, що по-
рушують нерiвнiсть Ардехалi i знайдемо ступiнь
цього порушення.

Тепер оператори 𝐴1, 𝐴2 (13) можна представи-
ти в наступному виглядi (дивiться додаток в кiнцi
даної статтi):

𝐴1 = −
1

2

(︃
𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
+ +

𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
−

)︃
1
√
2

(︀
𝜎𝑛
+ + 𝜎𝑛

−
)︀
,

𝐴2 =
1

2𝑖

(︃
𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
+ −

𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
−

)︃
1

𝑖
√
2
(𝜎𝑛

+ − 𝜎𝑛
−),

𝐴 = 𝐴1 +𝐴2 = −
1

2
√
2

{︃(︃
𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
+ +

𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
−

)︃
×

× (𝜎𝑛
+ + 𝜎𝑛

−) +

(︃
𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
+ −

𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
−

)︃
(𝜎𝑛

+ − 𝜎𝑛
−)

}︃
=

= −
1

2
√
2

{︃
𝑛∏︁

𝑗=1

𝜎𝑗
+ +

𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
−𝜎

𝑛
+ +

𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
+𝜎

𝑛
− +

+

𝑛∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
− +

𝑛∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
+ −

𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
−𝜎

𝑛
+ −

−
𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
+𝜎

𝑛
− +

𝑛∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
−

}︃
.

Пiсля скорочень отримуємо:

𝐴 = −
1
√
2

(︃
𝑛∏︁

𝑗=1

𝜎𝑗
+ +

𝑛∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
−

)︃
,

або в прийнятих вище позначеннях:

𝐴 = −
1
√
2
(Σ+ +Σ−),

Такий простий вираз для оператора 𝐴 дозволяє
легко переконатись в тому, що вектор стану |𝜒2⟩
(14) дiйсно є власним вектором оператора 𝐴:

𝐴|𝜒2⟩ = −
1
√
2
(Σ+ +Σ−)

1
√
2
(| ⇑⟩ − | ⇓⟩) =

1

2
(Σ+| ⇓⟩ − Σ−| ⇑⟩) = 2𝑛−1(| ⇑⟩ − | ⇓⟩) = 2𝑛−

1
2 |𝜒2⟩,

i як наслiдок маємо: 𝐹𝜒2
= ⟨𝜒2|𝐴|𝜒2⟩ = 2𝑛−

1
2 –

тобто маємо результат Ардехалi, отриманий iншим
способом.

Простою перевiркою можна переконатись в то-
му, що |𝜒1⟩ = 1√

2
(| ⇑⟩ + | ⇓⟩) також є власним ве-

ктором оператора 𝐴:

𝐴|𝜒1⟩ = −2𝑛−
1
2 |𝜒1⟩

i, отже, значення кореляцiйної функцiї в цьому
станi дорiвнює

𝐹𝜒1 = ⟨𝜒1|𝐴|𝜒1⟩ = −2𝑛−
1
2 ,

а в узагальненому GHZ-станi (2)

𝐹𝜒 = ⟨𝜒|𝐴|𝜒⟩ = −2𝑛+
1
2𝛼Re𝛽 = −2𝑛−

1
2 sinΘ cos𝜑.

Вектори |𝜒1⟩ та |𝜒2⟩ є частинними випадками ста-
ну |𝜒⟩:

при Θ =
𝜋

2
, 𝜑 = 𝜋 |𝜒⟩ → |𝜒2⟩,

𝐹𝜒 → 𝐹𝜒2
= −2𝑛−

1
2 sin

𝜋

2
cos𝜋 = 2𝑛−

1
2 ;

при Θ =
𝜋

2
, 𝜑 = 0 |𝜒⟩ → |𝜒1⟩,

𝐹𝜒 → 𝐹𝜒1
= −2𝑛−

1
2 sin

𝜋

2
cos 0 = −2𝑛−

1
2 .
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Умова порушення нерiвностi Ардехалi станами
|𝜒⟩ набуває вигляду:

𝐾 =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐹𝜒

𝐹max

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 1 ⇒

⇒

{︃
2

𝑛−1
2 | sinΘ cos𝜑| > 1, 𝑛 – парне,

2
𝑛
2 −1| sinΘ cos𝜑| > 1, 𝑛 – непарне.

Областi на сферi Блоха, точкам котрих вiдповiда-
ють стани |𝜒⟩, якi порушують нерiвнiсть Ардеха-
лi, вiдсiкаються площинами, перпендикулярними
до осi 𝑂𝑥, на вiдмiну вiд попереднього випадку
нерiвностi Мермiна (рис. 1, 2, 3), де такi областi
вiдсiкаються площинами, перпендикулярними до
осi 𝑂𝑦. Iз зростанням числа частинок 𝑛 вiдповiднi
областi розширюються i при 𝑛 → ∞ займають всю
сферу Блоха.

Знайдемо тепер значення 𝐹Ψ = ⟨Ψ|𝐴|Ψ⟩, для до-
вiльного 𝑛-кубiтового стану |Ψ⟩.

Представляючи вектор |Ψ⟩ у виглядi (8) i вра-
ховуючи, що 𝐴|�̃�⟩ = 0 i беручи до уваги спiввiдно-
шення (11) мiж параметрами, отримаємо:

𝐹Ψ = −2𝑛+
1
2 |𝑎1𝑎2| cos𝜑

або те саме записане iнакше

𝐹Ψ = −2𝑛−
1
2 (|𝑎1|2 + |𝑎2|2) sinΘ cos𝜑.

Тодi умова порушення нерiвностi Ардехалi даним
𝑛-кубiтовим станом набуває вигляду:⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐹Ψ

𝐹max

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 1 ⇒

{︃
2

𝑛+1
2 |𝑎1𝑎2 cos𝜑| > 1, 𝑛 – парне,

2
𝑛
2 |𝑎1𝑎2 cos𝜑| > 1, 𝑛 – непарне

або iнакше{︃
2

𝑛−1
2 (|𝑎1|2 + |𝑎2|2)| sinΘ cos𝜑| > 1, 𝑛 – парне,

2
𝑛
2 −1(|𝑎1|2 + |𝑎2|2)| sinΘ cos𝜑| > 1, 𝑛 – непарне.

(16)

Висновки, що випливають з нерiвностей (15) i (16)
подiбнi висновкам, зробленим вище для нерiвностi
Мермiна: при достатньо великих значеннях 𝑛 всi
стани |Ψ⟩, для яких 𝑄 = (|𝑎1|2+|𝑎2|2)| sinΘ cos𝜑| ≠
̸= 0 порушують нерiвнiсть Ардехалi. В станах зi
значенням 𝑄 = 0, оператор Ардехалi взагалi не
може виявити наявнiсть кореляцiй. Серед усiх 𝑛-
кубiтових станiв |𝜒1⟩ та |𝜒2⟩ найбiльше порушують
нерiвнiсть Ардехалi.

Тепер спробуємо розширити клас векторiв ста-
нiв 𝑛-кубiтових систем, в яких можна виявити
кореляцiї. Для цього в операторi Ардехалi 𝐴 =
= − 1√

2
(
∏︀𝑛

𝑗=1 𝜎
𝑗
++

∏︀𝑛
𝑗=1 𝜎

𝑗
−) частину множникiв 𝜎𝑗

+

треба замiнити на 𝜎𝑗
− в першому доданку виразу, i

одночасно вiдповiднi множники 𝜎𝑗
− замiнити на 𝜎𝑗

+

в другому доданку, а також в станi |𝜒2⟩ (14) про-
вести замiну вiдповiдних одночастинкових станiв
| ↑⟩ ↔ | ↓⟩, наприклад:

𝐴 → ˜̂
𝐴 = −

1
√
2

(︃
𝑚∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
− ⊗

𝑚∏︁
𝑗=𝑚+1

𝜎𝑗
+ +

+

𝑚∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
+ ⊗

𝑚∏︁
𝑗=𝑚+1

𝜎𝑗
−

)︃
,

|𝜒2⟩ → |�̃�2⟩ =
1√
2
(| ↓↓ ... ↓⟩⏟  ⏞  

𝑚

⊗ | ↑↑ ... ↑⟩⏟  ⏞  
𝑛−𝑚

−

− | ↑↑ ... ↑⟩⏟  ⏞  
𝑚

⊗ | ↓↓ ... ↓⟩⏟  ⏞  
𝑛−𝑚

),

то очевидно, що

⟨�̃�2| ˜̂𝐴|�̃�2⟩ = ⟨𝜒2|𝐴|𝜒2⟩ = 2𝑛−
1
2 .

Повний стандартний базис в 2𝑛-вимiрному гiль-
бертовому просторi 𝑛-кубiтових систем розiб’ємо
на упорядкованi пари {|𝜂𝑘⟩ i |𝜂𝑘⟩}, де вектор |𝜂𝑘⟩
отримується з |𝜂1⟩ = | ↑↑↑ ... ↑↑⟩ замiною деякої
сукупностi 𝑚 ≤ 2𝑛−1 одночастинкових станiв | ↑⟩ з
номерами 𝑗1, 𝑗2, ..., 𝑗𝑚 на протилежнi стани | ↓⟩, а
вектор |𝜂𝑘⟩ отримується з |𝜂𝑘⟩ замiною в ньому всiх
одночастинкових станiв на протилежнi: | ↑⟩ ↔ | ↓⟩,
наприклад:

|𝜂1⟩ = | ↑↑↑ ... ↑↑⟩ → |𝜂1⟩ = | ↓↓↓ ... ↓↓⟩,
|𝜂2⟩ = | ↑↑↑ ... ↑↓⟩ → |𝜂2⟩ = | ↓↓↓ ... ↓↑⟩ i т.д.

При таких позначеннях 𝑘 – це набiр номерiв кубi-
тiв 𝑗1, 𝑗2, ..., 𝑗𝑚 зi станами яких було виконано за-
мiну. Очевидно, що таким чином з повного бази-
су утворюється 2𝑛−1 пар базисних станiв. Вiдпо-
вiдно через 𝐴𝑘 позначимо оператор, котрий утво-
рюється з оператора 𝐴1 замiною одночастинкових
операторiв з номерами 𝑗1, 𝑗2, ...𝑗𝑚 на протилежнi
𝜎𝑗
+ ↔ 𝜎𝑗

−. Оператори 𝐴𝑘 умовно назвемо модифi-
кованими операторами Ардехалi.

Тепер довiльний 𝑛-кубiтовий стан |Ψ⟩ можна
представити у виглядi розкладу

|Ψ⟩ =
2𝑛−1∑︁
𝑘=1

(𝑎1𝑘|𝜂𝑘⟩+ 𝑎2𝑘|𝜂𝑘⟩),
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2𝑛−1∑︁
𝑘=1

(|𝑎1𝑘|2 + |𝑎2𝑘|2) = 1. (17)

Вводячи позначення

|𝜇𝑘⟩ = 𝑎1𝑘|𝜂𝑘⟩+ 𝑎2𝑘|𝜂𝑘⟩ ,

i беручи до уваги, що ⟨𝜇𝑘|𝐴𝑘′ |𝜇𝑘⟩ = 0, якщо 𝑘 ̸= 𝑘′,
можна записати

⟨Ψ|𝐴𝑘|Ψ⟩ = ⟨𝜇𝑘|𝐴𝑘|𝜇𝑘⟩ = 𝐹𝑘 = −2𝑛+
1
2 |𝑎1𝑘𝑎2𝑘| cos𝜑𝑘,

(18)
де

𝑎1𝑘 = ⟨𝜂𝑘|Ψ⟩ = |𝑎1𝑘|𝑒𝑖𝜑1𝑘 , 𝑎2𝑘 = ⟨𝜂𝑘|Ψ⟩ =
= |𝑎2𝑘|𝑒𝑖𝜑2𝑘 , 𝜑𝑘 = 𝜑2𝑘 − 𝜑1𝑘.

Отже, обчисливши всi проекцiї вектора |Ψ⟩ на
базиснi стани стандартного базису, можемо зна-
йти всi значення 𝐹𝑘 i шляхом порiвняння знайдемо
найбiльше значення 𝐹𝑘. Результат (18) вiдноситься
до 𝐴𝑘 типу операторiв Ардехалi.

Очевидно, що аналогiчнi вектори |𝜇𝑘⟩ i операто-
ри 𝐴𝑘 можна ввести при розглядi нерiвностi Мер-
мiна. Знаходження значень 𝐹𝑘 дозволяє додатково
виявити кореляцiї в станi |Ψ⟩.

Таким чином, якщо замiсть оператора Ардехалi
(Мермiна) застосувати всю сукупнiсть модифiко-
ваних операторiв {𝐴𝑘}, то можна розширити клас
векторiв станiв 𝑛-кубiтових систем, в яких можна
виявити кореляцiї з факту порушення вiдповiдних
нерiвностей.

Однак, слiд зауважити, що навiть вся сукупнiсть
операторiв 𝐴𝑘 не може виявити всiх видiв заплута-
ностi в 𝑛-кубiтових станах. Так, якщо в (17) усi ко-
ефiцiєнти 𝑎1𝑘 або всi коефiцiєнти 𝑎2𝑘 дорiвнюють
нулю, то вся сукупнiсть узагальнених операторiв
𝐴𝑘 не може виявити кореляцiй у таких станах |Ψ⟩.
До того ж, оператори 𝐴𝑘 не можуть виявити ко-
реляцiй в узагальненому станi Вiгнера:

|Ψ𝑤⟩ =
(︀
𝛼1| ↑↑ ... ↑↑↓⟩+ 𝛼2| ↑↑ ... ↑↓↑⟩+ ...+

+𝛼𝑛| ↓↑ ... ↑↑↑⟩
)︀
.

Це говорить про те, що нерiвнiсть Ардехалi (як i
нерiвнiсть Мермiна) не можна розглядати в яко-
стi узагальнення нерiвностi Белла у формi CHSH
на випадок 𝑛-кубiтових квантових систем. Тим
не менш данi нерiвностi є потужним iнструмен-
том для виявлення кореляцiй для певного класу
𝑛-кубiтових систем.

4. Висновки

В данiй роботi проведено повний аналiз здатностi
вiдомих операторiв кореляцiйних функцiй Мермi-
на та Ардехалi виявляти наявнiсть квантових ко-
реляцiй (заплутаностi) окремо в узагальнених дво-
параметричних станах 𝑛-кубiтових GHZ-станах та
в довiльних 𝑛-кубiтових станах. Визначено областi
значень параметрiв векторiв станiв, при яких окре-
мо нерiвнiсть Мермiна та нерiвнiсть Ардехалi по-
рушуються. Отримано вирази, якi визначають сте-
пiнь такого порушення. Визначена множина векто-
рiв станiв, до яких оператори Мермiна i Ардехалi
зовсiм нечутливi, тобто вони (оператори) не мо-
жуть виявити наявнiсть кореляцiй, якi в дiйсностi
присутнi. Запропоновано узагальнення операторiв
Мермiна i Ардехалi, що дозволяє дещо розширити
клас 𝑛-кубiтових станiв, в яких можна виявити на-
явнiсть квантових кореляцiй. Вважаємо, що дана
робота повнiстю закриває питання про доцiльнiсть
використання нерiвностi Мермiна i Ардехалi до то-
го чи iншого класу багатокубiтових станiв.

ДОДАТОК

Покажемо, що введений нами оператор кореляцiйної фун-
кцiї

𝐴 = 𝐴1 +𝐴2,

де

𝐴1 = −
1

2

⎛⎝𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
+ +

𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
−

⎞⎠ 1
√
2
(𝜎𝑛

+ + 𝜎𝑛
−),

𝐴2 =
1

2𝑖

⎛⎝𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
+ −

𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
−

⎞⎠ 1

𝑖
√
2
(𝜎𝑛

+ − 𝜎𝑛
−)

(19)

повнiстю вiдповiдає оператору Ардехалi (13).
Приведемо тут оператор Ардехалi у формi iз оригiналь-

ної роботи [11] i проаналiзуємо його структуру:

𝐴 = 𝐴1 +𝐴2,

де

𝐴1 = (−𝜎1
𝑥𝜎

2
𝑥𝜎

3
𝑥 ... 𝜎𝑛−1

𝑥 + 𝜎1
𝑦𝜎

2
𝑦𝜎

3
𝑥 ... 𝜎𝑛−1

𝑥 + ...−

−𝜎1
𝑦𝜎

2
𝑦𝜎

3
𝑦𝜎

4
𝑦𝜎

5
𝑥 ... 𝜎𝑛−1

𝑥 − ...+

+𝜎1
𝑦 ... 𝜎6

𝑦𝜎
7
𝑥 ... 𝜎𝑛−1

𝑥 + ...− ...)(𝜎𝑛
𝑎 − 𝜎𝑛

𝑏 ), (20)

𝐴2 = (𝜎1
𝑦𝜎

2
𝑥 ... 𝜎𝑛−1

𝑥 + ...− 𝜎1
𝑦𝜎

2
𝑦𝜎

3
𝑦𝜎

4
𝑥 ... 𝜎𝑛−1

𝑥 − ...+

+𝜎1
𝑦 ... 𝜎5

𝑦𝜎
6
𝑥 ... 𝜎𝑛−1

𝑥 + ...−
−𝜎1

𝑦 ... 𝜎7
𝑦𝜎

8
𝑥 ... 𝜎𝑛−1

𝑥 − ...+ ...)(𝜎𝑛
𝑎 + 𝜎𝑛

𝑏 ). (21)

Розглянемо структуру виразу в першiй парi дужок в 𝐴1.
В першому доданку вiдсутнi множники 𝜎𝑦 . У другому до-
данку присутнi два множники 𝜎𝑦 . Далi знак “+...” означає,
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що слiд також записати доданки з двума множниками 𝜎𝑖
𝑦𝜎

𝑗
𝑦

зi всiма можливими iндексами 𝑖 < 𝑗. Число таких доданкiв
рiвне числу комбiнацiй iз 𝑛 − 1 елементiв по 2 елементи
(бiномiальний коефiцiєнт).

Такi доданки в розглянутому виразi мiстять усi можливi
рiзноманiтнi комбiнацiї з чотирма множниками 𝜎𝑖

𝑦𝜎
𝑗
𝑦𝜎

𝑘
𝑦𝜎

𝑙
𝑦 ,

𝑖 < 𝑗 < 𝑘 < 𝑙. Число таких доданкiв рiвне числу комбiнацiй
iз 𝑛 − 1 елементiв по чотири елементи. Зазначимо, що всi
доданки з числом множникiв 𝜎𝑦 кратним 4, 𝑁 = 4𝑘, 𝑘 =

= 0, 1, 2 входять в 𝐴1 зi знаком “−”, усi iншi – зi знаком “+”.
Аналогiчно в 𝐴2 входять доданки – усi можливi комбiна-

цiї з непарним числом (не перевищуючим значення 𝑛 − 1)
множникiв типу 𝜎𝑦 . Причому доданки з числом таких мно-
жникiв 𝑁 = 4𝑘 + 1, 𝑘 = 0, 1, 2... входять зi знаком “+” усi
iншi - зi знаком “−”.

Як приклад наведемо повнi вирази 𝐴1 та 𝐴2 для зна-
чення 𝑛 = 6 (𝑛 − 1 = 5). Для спрощення запису вва-
жаємо, що номера частинок iдуть в порядку зростання i
цi номери не будемо писати у явному виглядi, наприклад:
𝜎1
𝑦𝜎

2
𝑥𝜎

3
𝑦𝜎

4
𝑥𝜎

5
𝑥 = 𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑥. Тодi:

𝐴1 = (−𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑥 + 𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑥 + 𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑥 +

+𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑥 + 𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑦 + 𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑥 +

+𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑥 + 𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑦 + 𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑥 +

+𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑦 + 𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑦 − 𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑥 −

−𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑦 − 𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑦 − 𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑦 −

−𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑦)(𝜎
𝑛
𝑎 − 𝜎𝑛

𝑏 ),

𝐴2 = (+𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑥 + 𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑥 + 𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑥 +

+𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑥 + 𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑦 − 𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑥 −

−𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑥 − 𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑦 − 𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑥 −

−𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑦 − 𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑦 − 𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑥 −

−𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑦 − 𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑦 − 𝜎𝑥𝜎𝑥𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑦 +

+𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑦𝜎𝑦)(𝜎
𝑛
𝑎 + 𝜎𝑛

𝑏 ).

Розглянемо тепер вираз для 𝐴1 прийнятий нами. Запи-
шемо його у виглядi:

𝐴1 = −
1

2

⎛⎝𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
+ +

𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
−

⎞⎠ 1
√
2
(𝜎𝑛

+ + 𝜎𝑛
−). (22)

Вираз у перших дужках:

�̂� =

⎛⎝𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
+ +

𝑛−1∏︁
𝑗=1

𝜎𝑗
−

⎞⎠ =

= (𝜎1
𝑥 + 𝑖𝜎1

𝑦)(𝜎
2
𝑥 + 𝑖𝜎2

𝑦) (𝜎
3
𝑥 + 𝑖𝜎3

𝑦)... (𝜎
𝑛−1
𝑥 + 𝑖𝜎𝑛−1

𝑦 )+

+ (𝜎1
𝑥 − 𝑖𝜎1

𝑦)(𝜎
2
𝑥 − 𝑖𝜎2

𝑦)(𝜎
3
𝑥 − 𝑖𝜎3

𝑦) ... (𝜎
𝑛−1
𝑥 − 𝑖𝜎𝑛−1

𝑦 ).

Вiдволiчемось поки вiд iстинного значення 𝜎𝑥 та 𝜎𝑦 i бу-
демо вважати цi величини деякими дiйсними параметрами.
Тодi:

�̂� = 2Re
{︀
(𝜎1

𝑥 + 𝑖𝜎1
𝑦)(𝜎

2
𝑥 + 𝑖𝜎2

𝑦)×

× (𝜎3
𝑥 + 𝑖𝜎3

𝑦) ... (𝜎
𝑛−1
𝑥 + 𝑖𝜎𝑛−1

𝑦 )
}︀
.

Розкриваючи дужки i беручи дiйсну частину вiд дано-
го виразу, а також враховуючи, що 𝑖4𝑘 = (−𝑖)4𝑘 = 1,
𝑘 = 0, 1, 2, ..., а 𝑖2(2𝑘+1) = −1, отримуємо, що (22) у то-
чностi збiгається з (20). Аналогiчнi мiркування показують,
що 𝐴2 у виглядi (19) в точностi збiгається з 𝐴2 введеним
Ардехалi (21).
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I.С. Доценко, Р.С. Коробка

I.S. Dotsenko, P.S.Korobka

DETECTION OF THE ENTANGLEMENT
IN MANY-QUBIT QUANTUM SYSTEMS ON THE BASIS
OF THE MERMIN AND ARDEHALI CRITERIA

S u m m a r y

A possibility to reveal the entanglement in generalized 𝑛-qubit

two-parameter GHZ states, as well as in any 𝑛-qubit states,

with the help of the Mermin and Ardehali inequalities from

the collection generally called the Mermin–Ardehali–Belinskii–

Klyshko inequalities has been studied. Formulas for the cal-

culation of the Mermin and Ardehali correlation functions in

any quantum 𝑛-qubit states are derived, and criteria of the

violation of corresponding inequalities by specific states are

obtained. A set of states that are absolutely insensitive to the

Mermin and Ardehali operators is revealed. Modified Mermin

and Ardehali operators are proposed, the set of which makes it

possible to extend the class of 𝑛-qubit states, in which quantum

correlations can be revealed.
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