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МОДЕЛЮВАННЯ ДИФУЗIЇ ГАЗУ
В МЕТАЛЕВIЙ ПЛАСТИНЦI ЗА НАЯВНОСТI
ФАЗОВОГО ПЕРЕТВОРЕННЯУДК 539.219.3

В статтi пропонується модель, яка описує дифузiю газу в металевiй пластинцi. Мо-
дель базується на припущеннi, що при проникненнi газу в метал, коли концентрацiя
газу перевищує певне критичне значення, вiдбувається фазове перетворення, в резуль-
татi чого властивостi системи змiнюються якiсним чином. В рамках моделi наяв-
нiсть фазового перетворення враховується через змiну значення коефiцiєнта дифузiї
газу в металi. Зокрема, розглядається система, що складається з двох фаз, якi вiдрi-
зняються значенням коефiцiєнта дифузiї, а границя подiлу цих фаз рухається внаслiдок
дифузiї газу. Також у моделi припускається, що на границi подiлу фаз концентрацiя га-
зу в кожнiй фазi фiксована i є вiдомою. Аналiтичний розв’язок отримано в наближеннi,
що швидкiсть дифузiйних процесiв у металевiй фазi (вихiдний стан металевого зразка)
значно бiльша за швидкiсть дифузiйних процесiв у газованiй фазi (виникає внаслiдок фа-
зового перетворення), а остання значно бiльша за швидкiсть руху границi подiлу фаз.
На основi моделi розраховано профiль просторового розподiлу концентрацiї газу у газо-
ванiй фазi та отримано аналiтичну залежнiсть для закону руху границi подiлу фаз.
К люч о в i с л о в а: газ, метал, дифузiя, фазове перетворення, рухома границя.

1. Вступ
Дана стаття присвячена проблемi дифузiї газу в
металi. Ця тема є цiкавою i перспективною, не-
зважаючи на досить довгу iсторiю i наявний зна-
чний доробок. Скажiмо, один з найбiльш перспе-
ктивних напрямкiв сучасних дослiджень в обла-
стi дифузiї в твердих тiлах пов’язаний iз вивчен-
ням дифузiї водню у чистих металах та металевих
сплавах. Актуальнiсть систем типу метал-водень
зумовлена декiлькома чинниками, серед яких є не
тiльки фiзичнi, а й економiчнi. Скажiмо, металево-
водневi сполуки використовуються в ядернiй енер-
гетицi, при вирiшеннi екологiчних проблем, в про-
цесах очистки водню та при його зберiганнi [1–6].

Особливiсть систем типу метал-водень частиною
пов’язана iз тою обставиною, що водень має висо-
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ку дифузiйну рухливiсть, i це дозволяє йому вiдно-
сно легко поширюватися у металах. Зрозумiло, що
в такому випадку можна очiкувати змiни фiзико-
хiмiчних властивостей сплаву. Не є виключенням i
ситуацiя, коли дифузiя водню в металi призводить
до фазових перетворень, якi змiнюють властивостi
системи на якiсному рiвнi.

Як приклад такої системи можна навести ма-
гнiєвий зразок, у якому поширюється шляхом ди-
фузiї водень. Вiдомо, що коли вагова частка во-
дню у металi магнiю перевищує 7,6% вiдбувається
фазове перетворення в стан гiдриду (див., напри-
клад, [7]). З прикладної точки зору (в планi вивче-
ння дифузiї водню) металевий стан та гiдрид якi-
сно вiдрiзняються швидкiстю дифузiйних проце-
сiв: в металевому станi дифузiя вiдбувається зна-
чно швидше, нiж у гiдриду. Отже, маємо систе-
му з двома фазами, властивостi яких якiсно вiд-
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рiзняються. I оскiльки утворення нової фази по-
в’язане з дифузiєю водню, то фактично, в подi-
бних випадках мова йде про поширення нової фа-
зи у зразку [8–11]. Задача має давню iсторiю (див.,
наприклад, [12]), але, зважаючи на її складнiсть,
вона залишається актуальною i нинi. Модель, яка
пропонується далi, має безпосереднє вiдношення
до даної проблематики. На вiдмiну вiд попереднiх
робiт, в яких основна увага придiляється отриман-
ню числових розв’язкiв, ми отримаємо наближенi
аналiтичнi розв’язки, котрi можуть виявитися ко-
рисними не тiльки для кiлькiсного, а й для якi-
сного аналiзу систем з рухомою границею подi-
лу фаз.

2. Модель

Ми будемо розглядати дифузiю газу в металi.
Зокрема, ми розглядаємо металеву пластинку тов-
щини 𝐿 (вiдповiдно, просторова координата 0 ≤
≤ 𝑧 ≤ 𝐿 вздовж осi, направленої перпендикулярно
площинi пластинки). В пластинку може проникати
газ. З одного боку пластинки (при 𝑧 = 𝐿) пiдтри-
мується постiйна концентрацiя газу 𝐶𝐿. З iншого
боку пластинки (при 𝑧 = 0) пiдтримується концен-
трацiя газу 𝐶0 < 𝐶𝐿. Ми виходимо з того, що при-
сутнiсть газу в металi приводитиме до фазового
перетворення, внаслiдок чого якiсно змiнюються
дифузiйнi властивостi системи. Фазове перетворе-
ння вiдбувається за умови, що концентрацiя газу
перевищує певне критичне значення 𝐶𝑠, яке вва-
жаємо вiдомим. Таким чином, пластинка умовно
розбивається на два прошарки: вихiдна, метале-
ва фаза (координата 0 ≤ 𝑧 < 𝑠), i нова газована
фаза (координата 𝑠 < 𝑧 ≤ 𝐿), яка є наслiдком фа-
зового перетворення. Границя подiлу фаз визна-
чається координатою 𝑥 = 𝑠, причому з часом ця
границя перемiщується, тобто 𝑠 = 𝑠(𝑡). Перемiще-
ння границi подiлу фаз пов’язане з поширенням
нової фази вiд правої границi пластинки (коорди-
ната 𝑧 = 𝐿) в глибину, в напрямку лiвої границi
(координата 𝑥 = 0). Ми виходимо з того, що на
границi подiлу фаз, з боку нової газованої фази,
концентрацiя газу фiксована i дорiвнює 𝐶𝑠. В ме-
талевiй фазi, на границi подiлу фаз концентрацiя
газу теж фiксована i дорiвнює 𝐶0 (така сама, як
на лiвiй границi пластинки). Фактично це означає
(враховуючи швидкiсть дифузiйних процесiв у ме-
талевiй фазi), що у металевiй фазi концентрацiя

Рис. 1. На правiй границi зразка концентрацiя газу ста-
новить величину 𝐶𝐿. В металевiй фазi концентрацiя газу
постiйна i дорiвнює 𝐶0. В новiй газованiй фазi, на грани-
цi подiлу фаз, концентрацiя газу дорiвнює 𝐶𝑠. Цифрою 2
позначена область металевої фази, а цифрою 1 позначена
область пластинки з газованою фазою (нова фаза, в яку
вiдбувається перехiд з металевої фази)

газу стала i дорiвнює 𝐶0. Ситуацiя схематично на-
ведена на рис. 1.

В загальному випадку система описується рiв-
няннями дифузiйного типу:

𝜕𝐶𝑘

𝜕𝑡
= 𝐷𝑘Δ𝐶𝑘. (1)

Тут 𝑘 = 1, 2, через 𝐷𝑘 позначений коефiцiєнт ди-
фузiї в 𝑘-й фазi, а 𝐶𝑘(𝑡, 𝑥) є концентрацiєю газу в
цiй фазi. Данi рiвняння мають бути доповненi гра-
ничними умовами. Вони, в силу зазначеного вище,
такi:

𝐶2(𝑡, 0) = 𝐶2(𝑡, 𝑠) = 𝐶0, (2)
𝐶1(𝑡, 𝑠) = 𝐶𝑠, (3)
𝐶1(𝑡, 𝐿) = 𝐶𝐿. (4)

Специфiка задачi в тому, що границя подiлу фаз
рухома, тому, як зазначалося ранiше, слiд врахува-
ти, що 𝑠 = 𝑠(𝑡). Рiвняння для визначення динамi-
ки границi подiлу фаз можна отримати з рiвняння
балансу [7, 8]:

𝑑𝑠

𝑑𝑡
=

𝐷2
𝜕𝐶2

𝜕𝑧

⃒⃒
𝑧=𝑠

−𝐷1
𝜕𝐶1

𝜕𝑧

⃒⃒
𝑧=𝑠

𝐶1

⃒⃒
𝑧=𝑠

− 𝐶2

⃒⃒
𝑧=𝑠

. (5)

Початкова умова для функцiї 𝑠(𝑡) має очевидний
вигляд

𝑠(0) = 𝐿, (6)
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яке фактично означає, що в початковий момент
нова фаза вiдсутня.

Формально наведенi вище рiвняння мають бути
доповненi початковою умовою для розподiлу кон-
центрацiї газу в пластинцi. Разом з тим, враховую-
чи часову iєрархiю процесiв, ситуацiю можна зна-
чно спростити. Так, в першу чергу будемо виходи-
ти з того, що дифузiйнi процеси в металевiй фазi
вiдбуваються набагато швидше, нiж в новiй фазi
(умова 𝐷2 ≫ 𝐷1) [7]. Тому з гарним наближенням
можна припустити, що в металевiй фазi розподiл
газу стацiонарний, а враховуючи граничнi умови,
вважатимемо що

𝐶2(𝑡, 𝑧) ≡ 𝐶0. (7)

В цьому випадку рiвняння, яке визначає динамiку
границi подiлу фаз, матиме такий вигляд:

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −

𝐷1
𝜕𝐶1

𝜕𝑧

⃒⃒
𝑧=𝑠

𝐶𝐿 − 𝐶0
. (8)

Просторово-часовий розподiл концентрацiї в новiй
фазi (область 1 на рис. 1) буде визначатися рiвня-
нням дифузiї (рiвняння (1) для значення 𝑘 = 1)
з граничними умовами (3), (4). Нескладно збагну-
ти, що головна технiчна проблема в даному ви-
падку пов’язана з тим, що одна з границь (грани-
ця 𝑥 = 𝑠(𝑡) в умовi (3)), на якiй задане граничне
значення концентрацiї газу, є рухомою – її поло-
ження змiнюється з часом. Такого типу задачi ма-
ють давню iсторiю i їх розв’язують в основному
числовими методами (див. [7–13] i посилання, що
мiстяться там). Ми пiдемо iншим шляхом i отри-
маємо наближений, але аналiтичний розв’язок. Та
спочатку обезрозмiримо задачу.

3. Наближений аналiтичний розв’язок

Для формалiзацiї задачi введемо такi позначен-
ня: безрозмiрна координата 𝑥 = 𝑧/𝐿, безрозмiр-
на координата границi подiлу фаз 𝑟 = 𝑠/𝐿, без-
розмiрна концентрацiя для газу в новiй газова-
нiй фазi 𝜙 = (𝐶1 − 𝐶0)/(𝐶𝐿 − 𝐶0), безрозмiрний
час 𝜏 = 𝑡𝐷/𝐿2, а також введемо у розгляд пара-
метр 𝑎 = (𝐶𝑠 − 𝐶0)/(𝐶𝐿 − 𝐶0). В такому випадку
просторово-часовий розподiл концентрацiї газу ви-
значається рiвнянням

𝜕𝜙

𝜕𝜏
=

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
, (9)

а рiвняння для визначення руху границi подiлу
фаз запишеться так:

𝑑𝑟

𝑑𝜏
= −1

𝑎

𝜕𝜙

𝜕 𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑟

. (10)

В початковий момент для залежностi 𝑟(𝜏) маємо
умову

𝑟(0) = 1. (11)

Граничнi умови для функцiї 𝜙(𝜏, 𝑥) матимуть ви-
гляд

𝜙(𝜏, 𝑥 = 1) = 1, (12)

𝜙(𝜏, 𝑥 = 𝑟) = 𝑎. (13)

Для отримання нульового наближення 𝜙(0) для за-
кону руху границi подiлу фаз врахуємо, що швид-
кiсть дифузiйних процесiв у новiй фазi (область 1
на рис. 1) велика у порiвняннi зi швидкiстю руху
границi подiлу фаз. Якщо так, то ми можемо (в
нульовому наближеннi) вважати розподiл концен-
трацiї стацiонарним, який описується рiвнянням

𝜕2𝜙(0)

𝜕𝑥2
= 0. (14)

З урахуванням граничних умов (12) та (13) маємо
розв’язок

𝜙(0)(𝑥) = 1− 1− 𝑎

1− 𝑟
(1− 𝑥). (15)

Пiдставивши розв’язок (15) в рiвняння (10), зна-
йдемо таке:

𝑑𝑟(0)

𝑑𝜏
= −1

𝑎

1− 𝑎

1− 𝑟(0)
. (16)

Врахувавши початкову умову (11), отримаємо ну-
льове наближення для закону руху границi подiлу
фаз:

𝑟(0)(𝜏) = 1−
√
2𝜏𝛼, (17)

де параметр 𝛼 визначається виразом

𝛼 = (1− 𝑎)/𝑎. (18)

Слiд зазначити, що отриманi спiввiдношення до-
бре узгоджуються з результатами iнших дослi-
джень (див., наприклад, [7,8,11]). Разом з тим, ну-
льове наближення є досить грубим, i його бажано
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уточнити. Зокрема, якщо пiдставити залежнiсть
(17) у вираз (15) для стацiонарного розв’язку, який
визначає розподiл концентрацiї газу, то формально
розподiл концентрацiї залежатиме вiд часу (через
залежнiсть вiд часу параметра 𝑟). Однак з фiзи-
чної точки зору такий розв’язок не можна вважа-
ти коректним. Адже в процесi його отримання ми
врахували вплив розподiлу газу на динамiку ру-
ху границi подiлу фаз. Однак iснує i “зворотний”
вплив: рух границi подiлу фаз впливає на розподiл
концентрацiї газу. Щоб оцiнити цей вплив, пред-
ставимо функцiю 𝜙 в такому виглядi:

𝜙 = 𝜙(0) + 𝛿𝜙, (19)

де 𝛿𝜙 є добавкою до нульового наближення. Ця
добавка зумовлена рухом границi подiлу фаз. Тодi
(з урахуванням рiвняння (14)) для 𝛿𝜙 отримаємо
таке рiвняння:

𝜕𝛿𝜙

𝜕𝜏
=

𝜕2𝛿𝜙

𝜕𝑥2
− 𝜕𝜙(0)

𝜕𝑟

𝑑𝑟

𝑑𝜏
. (20)

Фактично, це є “точне” рiвняння. Але якщо швид-
кiсть руху границi подiлу фаз є малою у порiвнян-
нi зi швидкiстю релаксацiйних процесiв в газова-
нiй фазi, то для даного рiвняння припустимо вва-
жати границю подiлу фаз нерухомою. Тодi можна
обмежитись пошуком стацiонарного розв’язку, по-
передньо замiнивши вираз для 𝑑𝑟/𝑑𝜏 вiдповiдно до
спiввiдношення (16). В результатi отримаємо таке
рiвняння:

𝜕2𝛿𝜙

𝜕𝑥2
=

(1− 𝑎)2(1− 𝑥)

𝑎(1− 𝑟)3
. (21)

Врахувавши граничнi умови

𝛿𝜙(1) = 𝛿𝜙(𝑟) = 0, (22)

легко знаходимо розв’язок:

𝛿𝜙 = − (1− 𝑎)2(1− 𝑥)(𝑥− 𝑟)(2− 𝑟 − 𝑥)

6𝑎(1− 𝑟)3
. (23)

Таким чином, для профiлю густини в першому на-
ближеннi отримуємо такий вираз:

𝜙(1) = 1− (1− 𝑎)(1− 𝑥)

1− 𝑟
−

− (1− 𝑎)2(1− 𝑥)(𝑥− 𝑟)(2− 𝑟 − 𝑥)

6𝑎(1− 𝑟)3
. (24)

Отже, перше наближення дає нелiнiйну поправку
(для залежностi вiд координати) в просторовому
розподiлi концентрацiї газу в новiй фазi.

Якщо скористатися першим наближенням (24)
для концентрацiї газу, то в першому наближеннi
рiвняння для визначення руху границi подiлу фаз
матиме вигляд

𝑑𝑟(1)

𝑑𝜏
=

(1− 4𝑎)(1− 𝑎)

3𝑎2(1− 𝑟(1))
. (25)

В першому наближеннi отримаємо

𝑟(1)(𝜏) = 1−
√︀

2𝛽𝜏, (26)

де параметр 𝛽 визначається як

𝛽 =
(1− 𝑎)(4𝑎− 1)

3𝑎2
. (27)

Таким чином, як в нульовому, так i в першому
наближеннi залежнiсть координати границi подiлу
фаз вiд часу (вирази (17) та (26)) має однотипний
характер, однак коефiцiєнти (𝛼 i 𝛽) пiд коренем
рiзнi. Цi параметри є важливими, оскiльки визна-
чають час 𝑇 повного проникнення нової фази в
металеву пластину. В нульовому наближеннi

𝑇 (0) =
1

2𝛼
=

𝑎

2(1− 𝑎)
, (28)

в той час, як у першому наближеннi

𝑇 (1) =
1

2𝛽
=

3𝑎2

2(1− 𝑎)(4𝑎− 1)
. (29)

Обидва параметри (а отже, i час повного про-
никнення нової фази) залежать вiд параметра 𝑎,
однак залежнiсть ця якiсно рiзна. Вона проiлю-
стрована на рис. 2.

Залежнiсть 𝛼(𝑎) є монотонною, на вiдмiну вiд
залежностi 𝛽(𝑎). Остання має екстремум за зна-
чення 𝑎 = 0,4, i обертається в нуль за значень
𝑎 = 0,25 та 𝑎 = 1. Тому залежнiсть часу повного
проникнення нової фази в пластинку в нульовому
та першому наближеннях демонструє якiсно рiзну
поведiнку. Цi залежностi наведенi на рис. 3.

В нульовому наближеннi час повного проникне-
ння нової фази монотонно зменшується до кiнцево-
го нульового значення за умови зменшення значен-
ня параметра 𝑎. В першому наближеннi у випадку
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Рис. 2. Залежнiсть параметрiв 𝛼 (пунктирна лiнiя) та 𝛽

(суцiльна лiнiя) вiд параметра 𝑎

Рис. 3. Залежнiсть часу повного проникнення нової фази
вiд параметра 𝑎 (пунктирна лiнiя – нульове наближення
𝑇 (0), суцiльна лiнiя – перше наближення 𝑇 (1))

Рис. 4. Просторовий розподiл концентрацiї газу в новiй
фазi (нульове наближення 𝜙(0) – штрихована лiнiя, перше
наближення 𝜙(1) – суцiльна лiнiя). Для розрахункiв вико-
ристанi значення 𝑟 = 0,6 та 𝑎 = 0,25

зменшення значення параметра 𝑎 час проникнення
нової фази зменшується до мiнiмального значення
2/3 за значення 𝑎 = 0,4, пiсля чого час проникнен-
ня починає зростати (до нескiнченностi). Значення
𝑎 = 0,25 є особливим (час проникнення нескiнчен-
ний). Особливiсть цього значення пов’язана з тим,
що внаслiдок вiдхилення розподiлу концентрацiї
газу в новiй фазi вiд лiнiйного потiк газу через
границю подiлу фаз дорiвнює нулю (див. спiввiд-
ношення (25)). Ситуацiя проiлюстрована на рис. 4.

Профiлi розподiлу концентрацiї газу наведенi в
нульовому та першому наближеннях. В розрахун-
ках були використанi значення 𝑟 = 0,6 та 𝑎 = 0,25.
Якщо формально зменшити значення параметра
𝑎, то похiдна вiд функцiї концентрацiї на грани-
цi змiнює знак. Фактично це означає, що значення
𝑎 = 0,25 є граничним, а модель застосовна при
значеннях 0,25 < 𝑎 < 1.

4. Аналiз результатiв

Далi проаналiзуємо отриманi результати та оцi-
нимо область застосовностi запропонованої моде-
лi. Зокрема, використане нами наближення базу-
валось на припущеннi, що швидкiсть руху границi
подiлу фаз набагато менша за швидкiсть дифузiй-
них процесiв у новiй фазi. Математично це твер-
дження зводиться до умови⃒⃒⃒𝑑𝑟
𝑑𝜏

⃒⃒⃒
≪ 1, (30)

що, з урахуванням виразу (10), дає таке спiввiдно-
шення:⃒⃒⃒𝜕𝜙
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=𝑟

≪ 𝑎. (31)

Якщо ввести у розгляд параметр

𝜉 = 1− 𝑟, (32)

який визначає глибину проникнення нової фази в
пластинку, то умову застосовностi моделi можна
подати як

𝜉 ≫ 𝛼 ≥ 𝛽. (33)

Ця умова виконується, якщо

|1− 𝑎| ≪ 1. (34)
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Таким чином, параметр |1−𝑎| в рамках викори-
станого пiдходу має розглядатись як малий пара-
метр. Тодi розподiл (24) можна iнтерпретувати як
розклад по малому параметру (до другого поряд-
ку). У вiдповiдному виразi лiнiйний доданок (по
малому параметру) вiдповiдає наближенню, в рам-
ках якого границя подiлу фаз є нерухомою. Ква-
дратичний доданок (по малому параметру) врахо-
вує вплив руху границi подiлу фаз на розподiл кон-
центрацiї газу у новiй фазi.

Слiд також вiдзначити, що запропонована мо-
дель не описує динамiку системи на початковому
етапi утворення нової фази в металi. Причина в то-
му, що при малих значеннях глибини проникнення
𝜉, як це є на початку процесу, умова (33) не вико-
нується. Це давно вiдома проблема. Разом з тим,
якщо виконується умова (34), то область, для якої
незастосовна модель, є незначною i даним ефектом
можна знехтувати.

5. Висновки

Запропонований в роботi пiдхiд дозволив отрима-
ти аналiтичний наближений розв’язок для профi-
лю концентрацiї газу в новiй фазi. Цей розв’язок
враховує як вплив потоку газу на положення гра-
ницi подiлу фаз, так i вплив руху границi на роз-
подiл концентрацiї газу в новiй фазi. Зокрема по-
казано, що рух границi подiлу фаз приводить до
нелiнiйного розподiлу концентрацiї в новiй газо-
ванiй фазi. Розрахованi аналiтичнi залежностi, як
мiнiмум на якiсному рiвнi, узгоджуються з наяв-
ними експериментальними даними та результата-
ми числових розрахункiв [6–8,12]. Тому є пiдстави
вважати, що отриманi результати i загальна мето-
дологiя можуть бути корисними для обробки ре-
зультатiв експериментiв та прогнозування власти-
востей вiдповiдних систем.

Автор висловлює щиру подяку А.М. Лахнику за
кориснi обговорення та мотивацiю для проведен-
ня дослiджень.
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A.N.Vasilev

A MODEL OF GAS
DIFFUSION IN A METAL PLATE
WITH PHASE TRANSFORMATION

S u m m a r y

A model of gas diffusion in a metal plate has been pro-

posed, in which a phase transformation “metal–gassed met-

al” takes place, when the gas concentration exceeds a cer-

tain critical value, and the properties of the system change

qualitatively. The phase transformation is modeled by chang-

ing the coefficient of gas diffusion. In particular, a system of

two phases with different diffusion coefficients and a moving

interface between them is considered. The gas concentrations

in both phases at the interface are assumed to be the known

constants. An analytical solution is obtained in the approxi-

mation that the diffusion in the metal phase (the initial state

of a metal layer) is much quicker than that in the gassed-metal

one, with the both being much quicker than the motion of the

phase interface. In the framework of this model, the spatial

distribution of the gas concentration in the gassed-metal phase

is calculated, and the analytic formula describing the motion

of a phase interface is derived.
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