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ОРIЄНТАЦIЙНА НЕСТIЙКIСТЬ
ДИРЕКТОРА В ПЛАНАРНIЙ НЕМАТИЧНIЙ
КОМIРЦI З КЕРОВАНИМИ МЕЖОВИМИ
УМОВАМИ В ЕЛЕКТРИЧНОМУ ПОЛIУДК 532.783

Дослiджується переорiєнтацiя директора iз одного планарного стану в iнший планар-
ний стан у комiрцi нематичного рiдкого кристала пiд дiєю постiйного електричного
поля. Враховується проковзування осi легкого орiєнтування директора в площинi полi-
мерної пiдкладки комiрки, зумовлене взаємодiєю цiєї осi з електричним полем. Внесок
такої взаємодiї в густину поверхневої вiльної енергiї комiрки вважається лiнiйним по
напруженостi електричного поля, якщо еластичнi частини молекул полiмерної пiд-
кладки мають власнi дипольнi моменти. Якщо ж дипольнi моменти еластичних ча-
стин молекул полiмеру наводяться електричним полем, то аналогiчний внесок вважа-
ється квадратичним по напруженостi електричного поля. Показано, що в залежностi
вiд характеру взаємодiї легкої осi з електричним полем орiєнтацiйна нестiйкiсть дире-
ктора може бути як пороговою, так i безпороговою. В обох випадках дослiджена часова
поведiнка директора i легкої осi з моменту ввiмкнення електричного поля з наступним
виходом системи в стацiонарний стан та закiнчуючи поверненням системи в вихiдний
однорiдний стан пiсля вимкнення поля.
К люч о в i с л о в а: нематичний рiдкий кристал, орiєнтацiйна нестiйкiсть, проковзуван-
ня легкої осi, часова поведiнка директора, час ввiмкнення/вимкнення, порiг переходу
Фредерiкса.

1. Вступ
Протягом останнiх десятилiть рiдкi кристали (РК)
знайшли широке застосування в ролi елемен-
тної бази низки пристроїв вiдображення iнформа-
цiї завдяки своїм унiкальним магнiто- i електро-
оптичним властивостям. Останнi тiсно пов’язанi з
орiєнтацiйним впорядкуванням мезофази. Орiєн-
тацiйна впорядкованiсть РК в об’ємi комiрки зале-
жить вiд умов на її пiдкладках, а саме вiд величи-
ни енергiї зчеплення, напряму осi легкого орiєнту-
вання директора тощо. В ролi пiдкладок рiдкокри-
сталiчних комiрок широке застосування знайшли
полiмернi плiвки, в яких орiєнтацiйна анiзотро-
пiя (вiсь легкого орiєнтування) наводиться шля-
хом опромiнення поляризованим свiтлом (так зва-
на фотоорiєнтацiя) [1, 2]. Виявляється, що таким
чином наведена на полiмернiй поверхнi легка вiсь
директора може змiнювати свою орiєнтацiю (про-
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ковзувати) в зовнiшньому свiтловому або постiй-
ному електричному/магнiтному полi. Це вплива-
тиме на рiвноважну конфiгурацiю поля директора
в комiрцi РК та вiдкриває можливостi створення
керованих зовнiшнiми полями умов для директо-
ра на орiєнтуючiй поверхнi. Проковзування легкої
осi в площинi поверхнi фотоорiєнтованого полiме-
ру експериментально спостерiгалося в комiрцi не-
матичного рiдкого кристала (НРК) у присутностi
електричного [3–5] i магнiтного [5–7] поля. На дум-
ку авторiв [3, 6], проковзування легкої осi можли-
ве завдяки взаємодiї молекул НРК з еластични-
ми фрагментами молекул полiмеру. За невеликої
енергiї зчеплення НРК з пiдкладкою поворот при-
поверхневого шару нематика пiд дiєю зовнiшнього
поля спричиняє переорiєнтацiю легкої осi. У [4, 5]
пояснення переорiєнтацiї легкої осi ґрунтується на
адсорбцiї молекул НРК на поверхнi полiмерної
пiдкладки. Механiчний момент, зумовлений зовнi-
шнiм полем, передається з об’єму НРК адсорбова-
ним на поверхнi молекулам нематика, викликаючи
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тим самим змiщення легкої осi. Поля, в яких спо-
стерiгалося проковзування легкої осi, виявляються
на 1-2 порядки величини сильнiшими за наявно-
стi адсорбцiї молекул НРК на поверхнi пiдклад-
ки, нiж за вiдсутностi. У роботi [7] розглядали-
ся обидва згаданi механiзми повороту осi легкого
орiєнтування директора НРК на поверхнi пiдклад-
ки. Процеси переорiєнтацiї директора НРК i лег-
кої осi в площинi полiмерної пiдкладки в сильному
змiнному електричному полi та релаксацiя систе-
ми пiсля вимкнення поля експериментально i тео-
ретично вивчалися в [8]. Дослiджена одночасна дiя
змiнного електричного поля i поляризованого свi-
тла на часову поведiнку директора НРК поблизу
полiмерної поверхнi, попередньо опромiненої уль-
трафiолетом [9, 10]. У роботах [8–10] переорiєнта-
цiя легкої осi пояснювалася механiзмом, що базу-
ється на адсорбцiї молекул НРК на поверхнi пiд-
кладки. Запропонована в цих роботах феномено-
логiчна модель явища враховує вплив об’єму нема-
тика на рух легкої осi, гальмiвну дiю полiмеру та
в’язкiсть руху легкої осi. Проте, використовуючи
НРК 5СВ, у роботi [11] експериментально встанов-
лена можливiсть наведення i постiйним електри-
чним полем орiєнтацiйної анiзотропiї на поверхнi
електрочутливого азополiмеру. Причиною явища
вважалася переорiєнтацiя еластичних вуглеводне-
вих ланцюгiв молекул азополiмеру, зумовлена вза-
ємодiєю їх власних або наведених дипольних мо-
ментiв iз зовнiшнiм електричним полем [12].

У данiй роботi дослiджується орiєнтацiйна не-
стiйкiсть директора в комiрцi планарно орiєнтова-
ного НРК у постiйному електричному полi. Остан-
нє орiєнтовано вздовж поверхнi комiрки перпенди-
кулярно до вихiдної однорiдної орiєнтацiї директо-
ра. Враховується можливiсть проковзування осi
легкого орiєнтування директора в площинi однi-
єї iз полiмерних пiдкладок комiрки. Вважається,
що рух легкої осi зумовлений її взаємодiєю з еле-
ктричним полем. Внесок такої взаємодiї в густину
поверхневої вiльної енергiї комiрки НРК вважає-
ться лiнiйним або квадратичним по величинi на-
пруженостi електричного поля вiдповiдно до того,
дипольнi моменти еластичних частин молекул по-
лiмерної пiдкладки є власними чи наводяться еле-
ктричним полем. Встановлено, що орiєнтацiйна не-
стiйкiсть НРК є безпороговою в першому випадку
i пороговою в другому. Розраховано i проаналiзо-
вано часовi залежностi кутiв вiдхилення директо-

ра i рухомої легкої осi починаючи з моменту ввi-
мкнення електричного поля iз наступним виходом
системи в стацiонарний стан та закiнчуючи її по-
верненням у вихiдний однорiдний стан пiсля ви-
мкнення поля.

2. Вiльна енергiя НРК
та рiвняння для директора

Нехай маємо плоскопаралельну комiрку НРК,
обмежену площинами 𝑧 = 0 i 𝑧 = 𝐿, з початковою
однорiдною орiєнтацiєю директора вздовж осi 𝑂𝑥.
Комiрка помiщена в зовнiшнє постiйне однорiдне
електричне поле з вектором напруженостi вздовж
осi 𝑂𝑦, E = (0, 𝐸, 0). Вважаємо, що вiсь e легкого
орiєнтування директора на верхнiй 𝑧 = 𝐿 полiмер-
нiй пiдкладцi комiрки взаємодiє з електричним по-
лем E. Наслiдком такої взаємодiї є проковзування
легкої осi e в площинi пiдкладки. Зчеплення НРК
з нижньою 𝑧 = 0 пiдкладкою однорiдне i нескiн-
ченно сильне.

Вiльна енергiя комiрки НРК може бути записа-
на в виглядi

𝐹 = 𝐹el + 𝐹𝐸 + 𝐹𝑆 + 𝐹𝑆𝐸 , (1)

𝐹el=
1

2

∫︁
𝑉

{︁
𝐾1(divn)

2+𝐾2(n·rotn)2+𝐾3[n×rotn]2
}︁
𝑑𝑉,

𝐹𝐸 = − 1

8𝜋

∫︁
𝑉

ED 𝑑𝑉,

𝐹𝑆 = −𝑊
2

∫︁
𝑆

(en)2 𝑑𝑆,

𝐹𝑆𝐸 = − 𝛼

𝑚

∫︁
𝑆

(︀
eE

)︀𝑚
𝑑𝑆.

Тут 𝐹el – пружна енергiя НРК, 𝐹𝐸 – анiзотро-
пний внесок у вiльну енергiю електричного поля,
𝐹𝑆 – поверхнева вiльна енергiя, записана в фор-
мi потенцiалу Рапiнi, 𝐹𝑆𝐸 – внесок у поверхневу
вiльну енергiю взаємодiї рухомої осi легкого орi-
єнтування директора на верхнiй 𝑧 = 𝐿 полiмер-
нiй пiдкладцi з електричним полем, 𝐾1, 𝐾2, 𝐾3 –
пружнi сталi НРК, n – директор, D = 𝜖E – ве-
ктор електричної iндукцiї, 𝜖 = 𝜖⊥1̂ + 𝜖𝑎n ⊗ n,
𝜖𝑎 = 𝜖‖ − 𝜖⊥ > 0 – вiдповiдно тензор та анiзо-
тропiя статичної дiелектричної проникностi НРК,
𝑊 – азимутальна енергiя зчеплення НРК з верх-
ньою 𝑧 = 𝐿 пiдкладкою комiрки, пов’язана з вiд-
хиленнями директора в площинi 𝑥𝑂𝑦. Параметр 𝑚
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приймається рiвним 1 або 2 залежно вiд наявностi
у молекул полiмерного орiєнтанту власних або на-
ведених дипольних моментiв вiдповiдно.

Унаслiдок однорiдностi системи в площинi 𝑥𝑂𝑦,
директор n в об’ємi та легку вiсь e на верхнiй пiд-
кладцi комiрки запишемо у виглядi

n = i · cos𝜙(𝑧, 𝑡) + j · sin𝜙(𝑧, 𝑡),
e = i · cos𝜓(𝑡) + j · sin𝜓(𝑡), (2)

де i, j – орти декартової системи координат.
Вiднесена до одиницi площi поверхнi комiрки

вiльна енергiя (1) матиме вигляд

𝐹 =
𝐾2

2

𝐿∫︁
0

[︃(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑧

)︂2
− 𝐸2

4𝜋𝐾2

(︀
𝜖⊥ + 𝜖𝑎 sin

2 𝜙
)︀]︃
𝑑𝑧−

− 𝑊

2
cos2(𝜙𝐿 − 𝜓)− 𝛼

𝑚

(︀
𝐸 sin𝜓

)︀𝑚
, (3)

де 𝜙𝐿 = 𝜙(𝑧 = 𝐿) – кут повороту директора на
верхнiй пiдкладцi комiрки. Тут вираз для вiльної
енергiї (3) враховує розв’язок рiвнянь електроста-
тики для електричного поля E в об’ємi НРК.

Мiнiмiзуючи вiльну енергiю (3) за кутами 𝜙 i 𝜓,
отримуємо таке рiвняння:

𝜙′′
𝑧𝑧 +

𝜀𝑎𝐸
2

4𝜋𝐾2
sin𝜙 cos𝜙 = 𝜂1𝜙

′
𝑡 (4)

i межовi умови до нього

𝜙
⃒⃒
𝑧=0

= 0, (5)

𝐾2 𝜙
′
𝑧

⃒⃒
𝑧=𝐿

+𝑊 sin(𝜙𝐿 − 𝜓) cos(𝜙𝐿 − 𝜓) = 0, (6)[︀
𝑊 sin(𝜙− 𝜓) cos(𝜙− 𝜓)+

+𝛼𝐸𝑚 cos𝜓 sin𝑚−1 𝜓
]︀
𝑧=𝐿

= 𝜂2𝜓
′
𝑡, (7)

де штрихи бiля функцiй 𝜙 i 𝜓 позначають похiднi
по вiдповiдних аргументах. Доданок у правiй ча-
стинi рiвняння (4) враховує, як i в роботах [1, 13],
дисипативнi процеси в об’ємi НРК при поворотi
директора в нехтуваннi його зв’язками з гiдроди-
намiчними рухами нематика, 𝜂1 – коефiцiєнт об’-
ємної в’язкостi НРК. Проковзування легкої осi в
площинi 𝑧 = 𝐿 верхньої пiдкладки комiрки опису-
ється, як i в [8–10], членом у правiй частинi умо-
ви (7), 𝜂2 – коефiцiєнт в’язкостi легкої осi. У за-
гальному випадку розв’язок рiвняння (4), що за-
довольняє межовi умови (5)–(7), може бути зна-
йдений тiльки чисельно.

3. Лiнiйна взаємодiя
легкої осi з електричним полем

3.1. Часова поведiнка
директора i рухомої легкої осi

Нехай внесок у поверхневу вiльну енергiю НРК вiд
взаємодiї рухомої осi e легкого орiєнтування дире-
ктора на верхнiй 𝑧 = 𝐿 пiдкладцi комiрки з еле-
ктричним полем E лiнiйний по напруженостi цього
поля (у виразi 𝐹𝑆𝐸 (1) параметр 𝑚 = 1). Вважати-
мемо напруженiсть 𝐸 електричного поля малою у
порiвняннi з величиною порога 𝐸∞

th = 𝜋
𝐿

√︁
4𝜋𝐾2

𝜖𝑎
пе-

реходу Фредерiкса при нескiнченно сильному зче-
пленнi НРК з пiдкладками комiрки за вiдсутностi
проковзування легкої осi. Тодi, вважаючи кути 𝜙
i 𝜓 малими, обмежимося лiнеаризованими по 𝜙 i 𝜓
рiвнянням (4):

𝜙′′
𝜉𝜉 + 𝑒2𝜙 = 𝜙′

𝜏 (8)

i межовими умовами (5)–(7)

𝜙
⃒⃒
𝜉=0

= 0, (9)

𝜙′
𝜉

⃒⃒
𝜉=1

+ 𝜀(𝜙𝐿 − 𝜓) = 0, (10)

𝜀(𝜙𝐿 − 𝜓) + �̃�𝑒 = 𝛾𝜓′
𝜏 . (11)

Тут використанi безрозмiрнi координата 𝜉 = 𝑧/𝐿,
час 𝜏 = 𝑡𝐾2/(𝜂1𝐿

2), коефiцiєнт в’язкостi 𝛾 =
= 𝜂2/(𝜂1𝐿), енергiя зчеплення 𝜀 =𝑊𝐿/𝐾2, напру-
женiсть електричного поля 𝑒 = 𝜋𝐸/𝐸∞

th та пара-
метр взаємодiї �̃� = 𝛼

√︀
4𝜋/(𝜖𝑎𝐾2).

Враховуючи (11), межова умова (10) набуває ви-
гляду 𝜙′

𝜉

⃒⃒
𝜉=1

= �̃�𝑒− 𝛾𝜓′
𝜏 . Тодi побудуємо функцiю

𝑢(𝜉, 𝜏) = 𝜙(𝜉, 𝜏)− 𝜉(�̃�𝑒− 𝛾𝜓′
𝜏 ), (12)

яка, як випливає з (8)–(10), задовольняє рiвняння

𝑢′′𝜉𝜉 + 𝑒2𝑢 = 𝑢′𝜏 − 𝜉
(︀
𝛾𝜓′′

𝜏𝜏 − 𝛾𝑒2𝜓′
𝜏 + �̃�𝑒3

)︀
(13)

та однорiднi межовi умови

𝑢
⃒⃒
𝜉=0

= 𝑢′𝜉
⃒⃒
𝜉=1

= 0. (14)

Розв’язок рiвняння (13), що задовольняє межовi
умови (14), запишемо у виглядi розкладу

𝑢(𝜉, 𝜏) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛(𝜏) sin
[︀
𝜋(𝑛+ 1/2)𝜉

]︀
, (15)
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де 𝑢𝑛 – невiдомi коефiцiєнти розкладу. Пiдставив-
ши вираз (15) у рiвняння (13) i скориставшись лi-
нiйною незалежнiстю функцiй sin

[︀
𝜋(𝑛 + 1/2)𝜉

]︀
на

вiдрiзку [0, 1], отримаємо рiвняння для визначення
коефiцiєнтiв 𝑢𝑛:

𝑢′𝑛 +
(︀
𝜋2(𝑛+ 1/2)2 − 𝑒2

)︀
𝑢𝑛 =

=
2(−1)𝑛

𝜋2(𝑛+ 1/2)2
(︀
𝛾𝜓′′

𝜏𝜏 − 𝛾𝑒2𝜓′
𝜏 + �̃�𝑒3

)︀
, (16)

де 𝑛 = 0, 1, 2, ... .
У невеликих порiвняно з критичним 𝐸∞

th еле-
ктричних полях у розкладi (15) нехтуємо вищими
гармонiками, вважаючи їх малими. В ролi розв’яз-
ку рiвняння (13) розглядаємо тiльки перший член
розкладу (15):

𝑢(𝜉, 𝜏) = 𝑢0(𝜏) sin(𝜋𝜉/2). (17)

Пiдстановка виразу (17) в межову умову (11),
попередньо записану для функцiї 𝑢(𝜉, 𝜏), дає

𝑢0 = 𝜓 + (1 + 1/𝜀)(𝛾𝜓′
𝜏 − �̃�𝑒). (18)

Враховуючи в (16) при 𝑛 = 0 значення 𝑢0 (18),
приходимо до рiвняння вiдносно функцiї 𝜓(𝜏):

𝑎𝜓′′ + 𝑏𝜓′ + 𝑐𝜓 = 𝑑, (19)

де

𝑎 = 𝛾
[︀
1 +

(︀
1− 8/𝜋2

)︀
𝜀
]︀
,

𝑏 = 𝛾
[︀
8𝜀𝑒2/𝜋2 + 𝜀/𝛾 + (𝜀+ 1)

(︀
𝜋2/4− 𝑒2

)︀]︀
,

𝑐 = 𝜀
(︀
𝜋2/4− 𝑒2

)︀
,

𝑑 = �̃�𝑒
[︀
8𝜀𝑒2/𝜋2 + (𝜀+ 1)

(︀
𝜋2/4− 𝑒2

)︀]︀
.

Розв’язок рiвняння (19) дає часову залежнiсть
кута повороту рухомої легкої осi на поверхнi 𝑧 = 𝐿
комiрки у виглядi

𝜓(𝜏) =
𝑘2𝑑/𝑐− �̃�𝑒/𝛾

𝑘1 − 𝑘2
𝑒−𝑘1𝜏− 𝑘1𝑑/𝑐− �̃�𝑒/𝛾

𝑘1 − 𝑘2
𝑒−𝑘2𝜏+

𝑑

𝑐
,

(20)

де 𝑘1,2 = (𝑏±
√
𝑏2 − 4𝑎𝑐)/(2𝑎) > 0. Коефiцiєнти бi-

ля 𝑒−𝑘1,2𝜏 у (20) отримуються iз початкових умов
𝜓(𝜏 = 0) = 0 i 𝜓′

𝜏 (𝜏 = 0) = �̃�𝑒/𝛾. Остання випли-
ває з (11) як наслiдок 𝜙(𝜉, 𝜏 = 0) = 0. Пiдстановка
залежностi 𝜓(𝜏) (20) у рiвняння (18) дає значення

𝑢0(𝜏) i вiдповiдно функцiю 𝑢(𝜉, 𝜏) (17). Враховую-
чи останню i значення 𝜓(𝜏) (20) iз спiввiдношен-
ня (12) отримуємо значення кута 𝜙(𝜉, 𝜏) повороту
директора в об’ємi НРК. Вираз для 𝜙(𝜉, 𝜏) тут не
приводиться через його громiздкiсть.

Проте, в наближеннi 𝛾 ≫ 1 (𝜂2 ≫ 𝜂1𝐿) [8],
обмежившись величинами першого порядку мало-
стi по 1/𝛾, часовi залежностi кутiв вiдхилення ди-
ректора i легкої осi запишуться у виглядi:

𝜙(𝜉, 𝜏) ≈ �̃�𝑒

(︂
32𝑒2

𝜋4
sin

𝜋𝜉

2
+ 𝜉

)︂
×

×
[︂
1− exp

(︂
− 𝜀𝜏

𝛾(1 + 𝜀)

)︂]︂
,

𝜓(𝜏) ≈ �̃�𝑒
1 + 𝜀

𝜀

[︂
1− exp

(︂
− 𝜀𝜏

𝛾(1 + 𝜀)

)︂]︂
.

(21)

Як видно з (21), у як завгодно слабкому електри-
чному полi мають мiсце деформацiї поля директо-
ра i вiдхилення рухомої легкої осi вiд вихiдного
напрямку. Тому, орiєнтацiйна нестiйкiсть НРК в
електричному полi є безпороговою. Характерний
час ввiмкнення системи рiвний

𝑡on =
𝜂2𝐿(1 + 𝜀)

𝜀𝐾2
. (22)

Зi збiльшенням величини енергiї зчеплення 𝜀
час 𝑡on зменшується, наближаючись до значен-
ня 𝜂2𝐿/𝐾2 у випадку нескiнченно сильного зчепле-
ння НРК з верхньою 𝑧 = 𝐿 пiдкладкою комiрки.
Вiд значень параметра взаємодiї 𝛼 i коефiцiєнта 𝜂1
об’ємної в’язкостi НРК час 𝑡on не залежить.

У цiлому, характер часової поведiнки директо-
ра n i рухомої легкої осi e пiсля ввiмкнення еле-
ктричного поля i до виходу системи в стацiонарний
стан визначається напруженiстю 𝐸 поля i значен-
нями параметрiв комiрки НРК. На рис. 1 наведенi
часовi залежностi кутiв вiдхилення 𝜙𝐿 директора
i 𝜓 легкої осi на поверхнi 𝑧 = 𝐿 комiрки для декiль-
кох значень напруженостi 𝐸 електричного поля.
Приведенi залежностi 𝜙𝐿(𝑡) i 𝜓(𝑡), отриманi в ре-
зультатi числового розв’язку рiвняння (4) з межо-
вими умовами (5)–(7) для нематика 5CB товщини
𝐿 = 10 мкм. Коефiцiєнти об’ємної в’язкостi НРК i
в’язкостi легкої осi бралися рiвними 𝜂1 = 0,5 П [14],
𝜂2 = 0,01 П · см [11, 12] вiдповiдно.

Нехай величина напруженостi 𝐸 електричного
поля не перевищує значення порога 0,5𝐸∞

th пере-
ходу Фредерiкса за вiдсутностi зчеплення НРК з

394 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2017. Т. 62, № 5



Орiєнтацiйна нестiйкiсть директора в планарнiй нематичнiй комiрцi

верхньою 𝑧 = 𝐿 пiдкладкою комiрки (𝜀 = 0). Тодi,
з моменту ввiмкнення електричного поля i до ви-
ходу системи в стацiонарний стан швидше вiдхиля-
тиметься рухома легка вiсь завдяки її взаємодiї з
електричним полем. Директор в об’ємi НРК повер-
татиметься за легкою вiссю, так що 𝜙𝐿 6 𝜓 (див.
рис. 1). Найбiльшi деформацiї поля директора ма-
тимуть мiсце на поверхнi 𝑧 = 𝐿 з рухомою легкою
вiссю, 𝜙(𝑧, 𝑡) 6 𝜙𝐿(𝑡). На вiдмiну вiд випадку фi-
ксованого положення легкої осi на обох пiдкладках
комiрки, коли найбiльше вiдхилення директора до-
сягається тiльки в об’ємi НРК.

Пiд час виходу системи в стацiонарний стан в
електричному полi 𝐸 > 0,5𝐸∞

th , у цiлому, дире-
ктор вiдхиляючись повертає за собою рухому лег-
ку вiсь, так, що 𝜙𝐿 > 𝜓 (див. рис. 1). Макси-
мальне вiдхилення директора тепер досягається в
об’ємi НРК. По мiрi наближення системи до ста-
цiонарного стану найбiльшi деформацiї поля дире-
ктора змiщуються з об’єму НРК у бiк поверхнi з
рухомою легкою вiссю. Так, значення кута вiдхи-
лення директора по товщинi комiрки, розрахованi
в рiзнi моменти часу до виходу системи в стацiо-
нарний стан, наведенi на рис. 2. У стацiонарному
станi завжди 𝜓 > 𝜙𝐿 незалежно вiд величини на-
пруженостi електричного поля. Пiдкреслимо, що
при збiльшеннi об’ємної в’язкостi НРК i в’язкостi
легкої осi часовi залежностi 𝜙(𝑧, 𝑡) i 𝜓(𝑡) повiльнi-
ше виходять на насичення.

У стацiонарному станi (𝜙′
𝑡 = 𝜓′

𝑡 = 0) згiдно з
межовими умовами (6) i (7), на верхнiй поверхнi
комiрки 𝜙′

𝑧

⃒⃒
𝑧=𝐿

> 0. Очевидно в об’ємi НРК та-
кож 𝜙′

𝑧 > 0. Тому максимальне вiдхилення дире-
ктора досягається на поверхнi 𝑧 = 𝐿. Проiнтегру-
вавши двiчi по 𝑧 рiвняння (4) та беручи до уваги
межовi умови (5)–(7), отримаємо рiвняння

𝐾2

𝐸

𝜙∫︁
0

𝑑𝜙[︂
𝜀𝑎𝐾2

4𝜋
(sin2 𝜙𝐿 − sin2 𝜙) + 𝛼2 cos2 𝜓

]︂1/2 = 𝑧.

(23)

Враховуючи умову (7), iз рiвняння (23) при 𝑧 =
= 𝐿 знаходимо кути вiдхилення 𝜙𝐿 директора i 𝜓
легкої осi на поверхнi комiрки. Пiдставивши зна-
йденi значення 𝜙𝐿 i 𝜓 у рiвняння (23), отримає-
мо кут 𝜙 повороту директора по товщинi комiрки
при заданiй напруженостi 𝐸 електричного поля.

Рис. 1. Часовi залежностi кутiв 𝜙𝐿 директора (суцiльнi
лiнiї) i 𝜓 рухомої легкої осi (штриховi) на поверхнi комiрки
у випадку лiнiйної взаємодiї легкої осi з електричним полем.
𝜀 = 10, �̃� = 1. 𝐸 = 0,5𝐸∞

th (1), 1,5𝐸∞
th (2)

Рис. 2. Часова динамiка кута вiдхилення директора по
товщинi комiрки з моменту ввiмкнення електричного поля
(𝑡 = 0 c) до виходу системи в стацiонарний стан (𝑡 = 10 c)
з iнтервалом 0,1 c у випадку лiнiйної взаємодiї легкої осi з
електричним полем. 𝜀 = 10, �̃� = 1, 𝐸 = 1,5𝐸∞

th

Розрахунковi залежностi 𝜙(𝑧) для рiзних значень
напруженостi 𝐸 i параметра взаємодiї 𝛼 наведе-
нi на рис. 3. Зi збiльшенням величини енергiї зче-
плення 𝜀 i параметра 𝛼 деформацiї поля директо-
ра НРК зростають i досягають найбiльшого значе-
ння на поверхнi 𝑧 = 𝐿. При збiльшеннi напружено-
стi 𝐸 кути вiдхилення 𝜙𝐿 директора i 𝜓 легкої осi
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a

б
Рис. 3. Залежностi кута 𝜙 вiдхилення директора вiд коор-
динати 𝑧 при 𝜀 = 1: а – �̃� = 1, 𝐸/𝐸∞

th = 0,2 (1 ), 0,5 (2 ), 1
(3 ), 2 (4 ), 3 (5 ); б – 𝐸/𝐸∞

th = 0,5, �̃� = 0,1 (1 ), 0,5 (2 ), 1 (3 ),
2 (4 ), 10 (5 )

монотонно зростають, так що 𝜙𝐿 6 𝜓, i досягають
найбiльшого можливого значення рiвного 𝜋/2 вже
при 𝐸 & 2𝐸∞

th .
Розглянемо релаксацiю системи iз стацiонарного

стану в вихiдний однорiдний стан пiсля вимкнення
електричного поля, 𝐸 = 0. Лiнеаризуючи 𝜙 i 𝜓
отримуємо рiвняння

𝜙′′
𝜉𝜉 = 𝜙′

𝜏 (24)

i межовi умови до нього

𝜙
⃒⃒
𝜉=0

= 0, (25)

𝜙′
𝜉

⃒⃒
𝜉=1

+ 𝜀(𝜙𝐿 − 𝜓) = 0, (26)
𝜀(𝜙𝐿 − 𝜓) = 𝛾𝜓′

𝜏 . (27)

Розв’язуючи (24)–(27) i враховуючи обмеже-
нiсть розв’язку при 𝜏 → +∞ знайдемо величини
кутiв вiдхилення директора i рухомої легкої осi
вiдповiдно

𝜙(𝜉, 𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝑒
−κ2

𝑛𝜏 sin(κ𝑛𝜉), (28)

𝜓(𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

𝛾κ𝑛
𝑒−κ2

𝑛𝜏 cosκ𝑛, (29)

де 𝐴𝑛 – сталi, κ𝑛 – додатнi коренi рiвняння

tgκ =
1

𝛾κ
− κ
𝜀
. (30)

Зазначимо, що вираз (29) для кута 𝜓(𝜏) отриму-
ється з умови 𝜙′

𝜉

⃒⃒
𝜉=1

+ 𝛾𝜓′
𝜏 = 0, яка є наслiдком

сумiсного розгляду межових умов (26) i (27). Як
випливає iз (28) i (29), характерний час релаксацiї
системи визначається найбiльш повiльно затухаю-
чою модою, а, саме, з 𝑛 = 1 i є рiвним

𝑡off =
𝜂1𝐿

2

κ2
1𝐾2

. (31)

Можливiсть проковзування легкої осi на пiд-
кладцi 𝑧 = 𝐿 комiрки приводить до збiльшення
часу релаксацiї 𝑡off системи в порiвняннi з випад-
ком вiдсутностi такого проковзування. Зокрема,
при нескiнченно сильному зчепленнi НРК з обома
пiдкладками комiрки 𝑡off = 4𝑡∞off , де 𝑡∞off = 𝜂1𝐿

2

𝜋2𝐾2
–

час релаксацiї системи за вiдсутностi проковзува-
ння легкої осi при 𝑊 = ∞. Проте, вiд величини
параметра взаємодiї 𝛼 час 𝑡off не залежить. Збiль-
шення значень енергiї зчеплення 𝜀 приводить до
зменшення часу 𝑡off , що пояснюється посиленням
взаємодiї директора i легкої осi. На рис. 4 наведенi
значення кута повороту директора по товщинi ко-
мiрки, розрахованi в рiзнi моменти часу пiсля ви-
мкнення електричного поля в системi, яка попере-
дньо знаходилася в стацiонарному станi. Як видно,
найбiльшi деформацiї поля директора досягаються
на поверхнi з рухомою легкою вiссю. Характерно,
що залежнiсть 𝜙(𝑧, 𝑡) стає практично лiнiйною по 𝑧
досить швидко у порiвняннi iз загальним часом
повної релаксацiї системи у вихiдний однорiдний
стан. Пiсля вимкнення електричного поля швидше
вертається у вихiдний однорiдний стан директор,
повертаючи за собою легку вiсь, так, що 𝜙𝐿 6 𝜓.
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4. Квадратична взаємодiя
легкої осi з електричним полем

Нехай внесок у поверхневу вiльну енергiю НРК вiд
взаємодiї осi легкого орiєнтування директора на
пiдкладцi 𝑧 = 𝐿 комiрки з електричним полем ква-
дратичний по напруженостi 𝐸 останнього (𝑚 = 2
у виразi 𝐹𝑆𝐸 (1)). Мiнiмiзацiя вiльної енергiї (3) за
кутами 𝜙 i 𝜓 приводить до рiвняння (4) i межових
умов (5)–(7) з 𝑚 = 2. У наближеннi малих кутiв 𝜙
i 𝜓 поведiнка системи описується лiнеаризовани-
ми рiвнянням (8) з межовими умовами (9), (10) та
умовою

𝜀(𝜙𝐿 − 𝜓) + �̃�𝑒2𝜓 = 𝛾𝜓′
𝜏 , (32)

де �̃� = 4𝜋𝛼/(𝜖𝑎𝐿).
Як результат розгляду лiнеаризованої задачi ма-

ємо кути вiдхилення директора i легкої осi вiдпо-
вiдно

𝜙(𝜉, 𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛𝑒
𝜆2
𝑛𝜏 sin

(︀√︀
𝑒2 − 𝜆2𝑛 𝜉

)︀
, (33)

𝜓(𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛𝑒
𝜆2
𝑛𝜏

(︂
1

𝜀

√︀
𝑒2 − 𝜆2𝑛 cos

√︀
𝑒2 − 𝜆2𝑛 +

+ sin
√︀
𝑒2 − 𝜆2𝑛

)︂
, (34)

де 𝐵𝑛 – сталi, 𝜆𝑛 – додатнi коренi рiвняння

tg
√︀
𝑒2 − 𝜆2 =

√︀
𝑒2 − 𝜆2

(︂
1

�̃�𝑒2 − 𝛾𝜆2
− 1

𝜀

)︂
. (35)

Як видно iз (33) i (34), за умови 𝜆𝑛 > 0 у систе-
мi експоненцiально наростає просторове збурення
поля директора типу sin

(︀√︀
𝑒2 − 𝜆2𝑛 𝜉

)︀
. При цьому,

перша гармонiка виявляється найсильнiшою. Та-
ким чином, орiєнтацiйна нестiйкiсть НРК в еле-
ктричному полi є пороговою. Величина порога пе-
реходу Фредерiкса дається найменшим додатним
коренем рiвняння(︂

1

�̃�𝑒2
− 1

𝜀

)︂
𝑒 = tg 𝑒, (36)

яке отримується iз (35) за умови 𝜆 = 0.
На рис. 5 наведена, знайдена з рiвняння (36),

залежнiсть порога 𝐸th переходу Фредерiкса вiд ве-
личини параметра взаємодiї 𝛼 для декiлькох зна-
чень енергiї зчеплення 𝜀. Зi збiльшенням значень
параметра 𝛼 та зi зменшенням енергiї зчеплення 𝜀

Рис. 4. Часова динамiка кута вiдхилення директора по
товщинi комiрки пiсля вимкнення електричного поля (𝑡 =
= 0 c) до повернення системи у вихiдний однорiдний стан
(𝑡 = 50 c) з iнтервалом 0,5 c. 𝜀 = 10, �̃� = 1

Рис. 5. Залежностi величини порога 𝐸th вiд значень пара-
метра взаємодiї 𝛼: 𝜀 = 0,1 (1 ), 0,5 (2 ), 1 (3 ), 2 (4 ), 10 (5 )

величина порога 𝐸th спадає. Зазначимо, що неза-
лежно вiд величини енергiї зчеплення 𝜀 в грани-
чному випадку 𝛼 → 0 порiг переходу Фредерiкса
наближається до його значення 0,5𝐸∞

th за вiдсутно-
стi зчеплення НРК з верхньою 𝑧 = 𝐿 пiдкладкою
комiрки.

При невеликому перевищеннi напруженiстю 𝐸
електричного поля порога 𝐸th кути 𝜙 i 𝜓 можна
вважати малими. Оскiльки першими збуджуються
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найнижчi гармонiки, у розкладах (33) i (34) вищи-
ми гармонiками знехтуємо. Тодi значення кутiв 𝜙
та 𝜓 будуть даватися членами з 𝑛 = 1 виразiв (33)
i (34) вiдповiдно. Звiдси маємо характерний час
ввiмкнення системи у виглядi

𝑡on =
𝜂1𝐿

2

(1− 𝜎)(𝑒2 − 𝑒2th)𝐾2
, (37)

де

𝜎 =
2(𝛾 − �̃�)

�̃�2𝑒th (𝑒th cos−2 𝑒th − tg 𝑒th) + 2𝛾
, 𝑒th =

𝜋𝐸th

𝐸∞
th

.

На вiдмiну вiд випадку лiнiйної взаємодiї легкої осi
з електричним полем, час ввiмкнення 𝑡on зменшу-
ється зi зменшенням енергiї зчеплення 𝜀, коефiцi-
єнта 𝜂1 об’ємної в’язкостi нематика та зi збiльше-
нням величини параметра взаємодiї 𝛼. Проте, як i
в випадку лiнiйної взаємодiї легкої осi з електри-
чним полем, зi зменшенням в’язкостi 𝜂2 легкої осi
час 𝑡on зменшується.

Як показують розрахунки, часова поведiнка ди-
ректора i рухомої легкої осi якiсно аналогiчна по-
ведiнцi у випадку лiнiйної взаємодiї легкої осi з
електричним полем при 𝐸 > 0,5𝐸∞

th .
Процес повернення системи iз стацiонарного у

вихiдний однорiдний стан пiсля вимкнення еле-
ктричного поля очевидно не залежить вiд хара-
ктеру взаємодiї легкої осi з електричним полем.
Характерний час релаксацiї 𝑡off , як i у випадку лi-
нiйної взаємодiї легкої осi з електричним полем,
дається виразом (31).

5. Висновки

Дослiджено переорiєнтацiю директора iз одного
планарного стану в iнший планарний стан у ко-
мiрцi НРК пiд дiєю постiйного електричного по-
ля. Електричне поле напрямлене вздовж поверхнi
комiрки перпендикулярно до вихiдної однорiдної
орiєнтацiї директора. Враховується проковзуван-
ня осi легкого орiєнтування директора в площинi
однiєї з полiмерних пiдкладок комiрки, зумовлене
взаємодiєю цiєї осi з електричним полем. Внесок
такої взаємодiї в густину поверхневої вiльної енер-
гiї НРК вважається лiнiйним або квадратичним по
напруженостi електричного поля у вiдповiдностi
до того, дипольнi моменти еластичних частин мо-
лекул матерiалу полiмерної пiдкладки є власними
чи наводяться електричним полем.

Встановлено, що характер часової поведiнки ди-
ректора i рухомої легкої осi визначається величи-
нами напруженостi 𝐸 електричного поля, параме-
тра 𝛼 взаємодiї легкої осi з електричним полем,
енергiї 𝜀 зчеплення НРК з пiдкладкою iз рухомою
легкою вiссю, коефiцiєнтiв об’ємної в’язкостi НРК
та в’язкостi легкої осi. Отримано аналiтичнi часо-
вi залежностi кутiв вiдхилення директора i легкої
осi пiсля ввiмкнення/вимкнення електричного по-
ля як розв’язки лiнеаризованих варiацiйних рiвня-
ння та межових умов.

У випадку лiнiйної по напруженостi 𝐸 взаємо-
дiї легкої осi з електричним полем орiєнтацiйна
нестiйкiсть НРК є безпороговою. Так, з моменту
ввiмкнення електричного поля напруженостi 𝐸 6
6 0,5𝐸∞

th (𝐸∞
th – порiг переходу Фредерiкса при

нескiнченно сильному зчепленнi НРК з пiдклад-
ками комiрки за вiдсутностi проковзування лег-
кої осi) i до виходу системи в стацiонарний стан
швидше вiдхилятиметься легка вiсь, повертаючи
за собою директор. При цьому найбiльшi дефор-
мацiї поля директора досягаються на поверхнi з
рухомою легкою вiссю. Пiд час виходу системи в
стацiонарний стан в електричному полi з напру-
женiстю 𝐸 > 0,5𝐸∞

th , навпаки, в цiлому швидше
вiдхилятиметься директор, повертаючи за собою
легку вiсь. Найбiльшi деформацiї поля директора
досягаються в об’ємi НРК i змiщуються в бiк по-
верхнi з рухомою легкою вiссю по мiрi наближення
системи до стацiонарного стану. Характерний час
𝑡on ввiмкнення системи виявляється незалежним
вiд об’ємної в’язкостi НРК i параметра взаємодiї
𝛼 та зменшується при збiльшеннi значень енергiї
зчеплення 𝜀.

Якщо взаємодiя легкої осi з електричним по-
лем квадратична по напруженостi 𝐸 останнього,
орiєнтацiйна нестiйкiсть НРК має пороговий ха-
рактер. Порiг орiєнтацiйної нестiйкостi понижує-
ться зi збiльшенням параметра взаємодiї 𝛼 та зi
зменшенням енергiї зчеплення 𝜀. У граничному ви-
падку вiдсутностi взаємодiї легкої осi з електри-
чним полем порiг наближається до його значення
0,5𝐸∞

th за вiдсутностi зчеплення НРК з пiдклад-
кою iз рухомою легкою вiссю. При перевищеннi
напруженiстю 𝐸 порогового значення часовi за-
лежностi кутiв вiдхилення директора i легкої осi
якiсно аналогiчнi вiдповiдним залежностям у ви-
падку лiнiйної взаємодiї легкої осi з електричним
полем 𝐸 > 0,5𝐸∞

th . Час ввiмкнення 𝑡on зменшує-
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ться зi зменшенням значень енергiї зчеплення 𝜀 та
зi збiльшенням параметра взаємодiї 𝛼. Незалежно
вiд характеру взаємодiї легкої осi з електричним
полем зменшення коефiцiєнта в’язкостi легкої осi
приводить до зменшення часу ввiмкнення 𝑡on.

У стацiонарному станi найбiльшi деформацiї по-
ля директора зосередженi на поверхнi з рухомою
легкою вiссю, незалежно вiд характеру взаємодiї
цїєї осi з електричним полем. Збiльшення значень
енергiї зчеплення 𝜀 i параметра взаємодiї 𝛼 приво-
дить до зростання деформацiй директора.

Пiсля вимкнення електричного поля в системi,
що попередньо знаходилася в стацiонарному ста-
нi, незалежно вiд характеру взаємодiї легкої осi з
електричним полем швидше вертається у вихiдний
однорiдний стан директор, повертаючи за собою
легку вiсь. При цьому найбiльше вiдхилення дире-
ктора зберiгається на поверхнi з рухомою легкою
вiссю. Зазначимо, що пiд час релаксацiї встанов-
люється практично лiнiйна залежнiсть кута вiд-
хилення директора вiд координати по товщинi ко-
мiрки. В обох випадках взаємодiї легкої осi з еле-
ктричним полем характерний час 𝑡off релаксацiї
системи виявляється однаковим. Зi збiльшенням
значень енергiї зчеплення та зi зменшенням кое-
фiцiєнтiв об’ємної в’язкостi НРК i в’язкостi легкої
осi час 𝑡off зменшується.

Автори висловлюють подяку I.П. Пiнкевичу та
В.Ю. Решетняку за кориснi зауваження при обго-
вореннi результатiв роботи.
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INSTABILITY OF DIRECTOR
ORIENTATION IN A PLANAR NEMATIC
CELL UNDER TUNABLE BOUNDARY
CONDITIONS IN THE ELECTRIC FIELD

S u m m a r y

The planar-planar director reorientation in a nematic liquid

crystal (NLC) cell by an external static electric field has been

studied. The gliding of the NLC director easy axis over the

polymer substrate due to the interaction between the easy axis

and the electric field is taken into account. The contribution

of this interaction to the surface free energy of the system is

assumed to be linear in the electric field, if the elastic frag-

ments of substrate polymer molecules possess their own dipole

moments. If the dipole moments of the elastic fragments of

polymer molecules are induced by the electric field, the corre-

sponding contribution is taken to be quadratic in the electric

field. Depending on the character of the interaction between

the easy axis and the electric field, the orientation instability

of the director is shown to either have a threshold or not. In

both cases, the dynamics of the director and the easy axis has

been analyzed, by starting from the field switching-on time

moment, during the transition of the system to a stationary

state, and until the field is switched-off and the system returns

to the initial homogeneous state.
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