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НЕЛIНIЙНЕ РIВНЯННЯ ШРЕДIНҐЕРА
ВИЩОГО ПОРЯДКУ ДЛЯ ОБВIДНОЇ ПОВIЛЬНО
МОДУЛЬОВАНИХ ГРАВIТАЦIЙНИХ ХВИЛЬ
НА ПОВЕРХНI РIДИНИ СКIНЧЕННОЇ ГЛИБИНИ
ТА ЙОГО КВАЗIСОЛIТОННI РОЗВ’ЯЗКИУДК 532.591

Розглянуто нелiнiйне рiвняння Шредiнґера вищого порядку, виведене ранiше Ю.В. Се-
длецьким [УФЖ 48(1), 82 (2003)] для обвiдної першої гармонiки повiльно модульованих
гравiтацiйних хвиль на поверхнi безвихрової, нев’язкої та нестисливої рiдини зi скiн-
ченною глибиною i плоским дном. Це рiвняння враховує дисперсiю третього порядку i
кубiчнi нелiнiйно-дисперсiйнi доданки. В данiй роботi воно приведено до безрозмiрного
вигляду, в якому фiгурує лише один безрозмiрний параметр 𝑘ℎ, де 𝑘 – хвильове число
несучої хвилi, а ℎ – незбурена глибина рiдини. Показано, що при врахуваннi доданкiв
вищого порядку односолiтоннi розв’язки класичного нелiнiйного рiвняння Шредiнґера
перетворюються в квазiсолiтоннi розв’язки з повiльно змiнною амплiтудою. Цi квазi-
солiтоннi розв’язки представляють вториннi модуляцiї гравiтацiйних хвиль.
К люч о в i с л о в а: нелiнiйне рiвняння Шредiнґера, гравiтацiйнi хвилi, скiнченна глиби-
на, повiльнi модуляцiї, обвiдна хвилi, квазiсолiтон, багатомасштабнi розвинення.

1. Вступ

Нелiнiйне рiвняння Шредiнґера (НРШ):

𝐴𝜏 = −𝑎1𝐴𝜒 − i𝑎2𝐴𝜒𝜒 + i𝑎0, 0, 0𝐴|𝐴|2 (1.1)

виникає при описi нелiнiйних хвиль у рiзних роз-
дiлах фiзики, таких як нелiнiйна оптика [68], фi-
зика плазми [8], наноелектронiка [26], феромагне-
тизм [24], конденсацiя Бозе–Ейнштейна [7], гiдро-
динамiка [5, 29, 53, 70] тощо. Тут 𝜒 – напрямок по-
ширення хвилi, 𝜏 – час, 𝐴(𝜒, 𝜏) – комплексна обвi-
дна першої гармонiки несучої хвилi, iндекси при 𝐴
позначають частиннi похiднi. НРШ враховує дис-
персiю другого порядку (доданок з 𝐴𝜒𝜒) i фазову
автомодуляцiю (доданок з 𝐴|𝐴|2). Коефiцiєнти 𝑎1,
𝑎2 i 𝑎0, 0, 0 набувають рiзного вигляду в залежностi
вiд фiзичної природи хвиль.

У загальному контекстi слабонелiнiйних диспер-
сiйних хвиль це рiвняння було вперше розгляну-
то Беннi i Ньюеллом [20]. У випадку поширення
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гравiтацiйних хвиль на поверхнi безвихрової, не-
в’язкої i нестисливої рiдини нескiнченної глибини
НРШ було спочатку отримано Захаровим [4] мето-
дом гамiльтонiвського формалiзму, а потiм Юен-
ом i Лейком [70] методом усередненого лагранжiа-
на. Для скiнченної сталої глибини НРШ у виглядi
(1.1) було вперше отримано Хазiмото i Оно [42] ме-
тодом багатьох масштабiв, а потiм Стясснi i Шеме-
ром [62] з iнтегральних рiвнянь Захарова. Також
необхiдно згадати нещодавню роботу Томаса та iн.
[65], в якiй було виведено НРШ для хвиль на по-
верхнi рiдини скiнченної глибини з сталою зави-
хренiстю.

За певного спiввiдношення мiж параметрами,
коли

𝑎2𝑎0, 0, 0 < 0, (1.2)

НРШ допускає точнi розв’язки у виглядi солiто-
нiв, що iснують завдяки балансу мiж дiсперсiєю i
нелiнiйнiстю й поширюються, не змiнюючи форму
i зберiгаючи енергiю [3]. В цьому випадку споча-
тку однорiдна несуча хвиля є нестiйкою до дов-
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гохвильових модуляцiй, що призводить до фор-
мування солiтонiв обвiдної несучої хвилi. Такий
вид нестiйкостi вiдомий як модуляцiйна нестiй-
кiсть або нестiйкiсть Бенжамiна–Фейра [72] (її бу-
ло вперше виявлено в оптицi Беспаловим i Тала-
новим [1]). У випадку поверхневих гравiтацiйних
хвиль умова (1.2) виконується при 𝑘ℎ & 1,363, де
𝑘 – хвильове число несучої хвилi, а ℎ – незбуре-
на глибина рiдини. Додатково до теоретичних ре-
зультатiв солiтони обвiдної спостерiгали в числен-
них експериментах, виконаних у басейнах з водою
[23, 53, 57, 58, 60, 64, 70, 71].

У точцi бiфуркацiї 𝑎0, 0, 0 = 0 (𝑘ℎ ≈ 1,363), коли
модуляцiйна нестiйкiсть змiнюється на стiйкiсть,
НРШ вигляду (1.1) не достатнє для опису ево-
люцiї обвiдної хвильових пакетiв, оскiльки голов-
ний нелiнiйний член стає рiвним нулю. У цьому
випадку слiд враховувати нелiнiйнi й нелiнiйно-
дисперсiйнi доданки вищого порядку. У випад-
ку нескiнченної глибини вiдповiдне НРШ вищо-
го порядку (НРШВП) було вперше отримано Ди-
стом [32]. Воно включає дисперсiю третього по-
рядку (𝐴𝜒𝜒𝜒) i кубiчнi нелiнiйно-дисперсiйнi до-
данки (|𝐴|2𝐴𝜒, 𝐴2𝐴*

𝜒, зiрочка позначає компле-
ксне спряження), а також додатковий нелiнiйно-
дисперсiйний член, що описує внесок усереднено-
го потоку, наведеного хвилею (деякi з цих додан-
кiв були введенi ранiше Роскесом [55], не беру-
чи до уваги наведений хвилями потiк). Це рiвня-
ння звичайно згадують як НРШ четвертого по-
рядку, щоб пiдкреслити його вiдмiннiсть вiд НРШ
третього порядку. Янссен [45] вивiв рiвняння Ди-
ста повторно i виправив знак в одному з нелiнiй-
них дисперсiйних доданкiв. Хоган [43], слiдуючи за
бiльш ранньою роботою Стясснi [61], одержав подi-
бне рiвняння для гравiтацiйно-капiлярних хвиль,
враховуючи вплив поверхневого натягу. Селезов
та iн. [56] розширив НРШВП, отримане Хоганом,
на випадок нелiнiйного поширення хвильового па-
кета на поверхнi роздiлу двох напiвнескiнченних
рiдин без врахування наведеного хвилями пото-
ку. Гiдна згадування також робота Лукомського
[9], який одержав рiвняння Диста в iнший спосiб.
Пiзнiше Трулсен i Дист [66] узагальнили рiвнян-
ня, отримане Дистом, на випадок бiльш широко-
го спектра хвильових чисел, врахувавши лiнiйну
дисперсiю четвертого i п’ятого порядкiв. Дебсарма
i Дас [28] одержали ще бiльш загальне НРШВП,
яке є на один порядок вищим за рiвняння, отри-

мане Трулсеном i Дистом. Гремстад i Трулсен [37]
вивели систему двох зчеплених НРШ четверто-
го порядку, що можуть описувати два взаємодiю-
чих хвильових пакети з рiзними довжинами хвиль
або напрямками поширення. Захаров i Дьячен-
ко [30, 31, 73] зробили конформне вiдображення
областi рiдини на нижню напiвплощину i одер-
жали аналог рiвняння Диста в нових канонiчних
змiнних (так зване компактне рiвняння Дьяченко–
Захарова [34, 35]).

Первинне рiвняння Диста було записано для
першої гармонiки обвiдної потенцiалу швидкостi,
а не профiлю поверхнi. У випадку стандартного
НРШ це не є суттєвим, оскiльки при цьому амплi-
туди перших гармонiк потенцiалу швидкостi й про-
фiлю поверхнi вiдрiзняються лише розмiрним мно-
жником. Проте, це не є вiрним у випадку НРШВП,
як було вказано Хоганом [44]. Враховуючи цю об-
ставину, Трулсен та iн. [67] переписали рiвняння
Диста в термiнах обвiдної першої гармонiки про-
фiлю поверхнi. При цьому вони додатково враху-
вали лiнiйну дисперсiю в довiльному порядку.

У випадку скiнченної глибини вплив наведеного
усередненого потоку проявляється вже в третьо-
му порядку, i НРШ в загальному випадку зчепле-
не з рiвнянням для наведеного потоку [21]. Про-
те, Девi i Стюартсон [27] показали, що цi зв’язанi
рiвняння еквiвалентнi єдиному НРШ, отриманому
Хазiмото i Оно [42]. З iншого боку, така еквiва-
лентнiсть не зберiгається для рiвнянь вищого по-
рядку. Перша спроба вивести НРШВП у випад-
ку скiнченної глибини була зроблена Джонсоном
[46], але лише для 𝑘ℎ ≈ 1,363, коли кубiчний член
НРШ обертається на нуль. Подiбна спроба була
також зроблена Какутанi i Мiчiхiро [48] (див. та-
кож бiльш формальне виведення, зроблене пiзнi-
ше Паркесом [54]). Загальне НРШ четвертого по-
рядку для обвiдної першої гармонiки профiлю по-
верхнi було отримано Брiнч-Нiльсеном i Йонссо-
ном [22]. Це НРШВП зчеплене з iнтегральним рiв-
нянням для наведеного потоку. Гремстад i Трулсен
[38, 39] отримали НРШ четвертого порядку в тер-
мiнах канонiчних змiнних, що зберiгають гамiль-
тонiвську структуру задачi.

Седлецький [11, 12] використав метод багатьох
масштабiв i одержав єдине НРШ четвертого по-
рядку для обвiдної першої гармонiки профiлю по-
верхнi, провiвши додаткове степеневе розвинення
наведеного потоку. Це рiвняння є прямим анало-
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гом рiвняння Диста, записаного в термiнах першої
гармонiки профiлю поверхнi [67], але для випадку
скiнченної глибини. Слюняєв [13] пiдтвердив ре-
зультати, отриманi в [12], i розширив їх до п’ято-
го порядку. Грiмшоу i Аннєнков [41] розглянули
НРШВП для хвильових пакетiв на поверхнi рiди-
ни змiнної глибини.

У випадку нескiнченної глибини НРШВП в фор-
мi рiвняння Диста широко використовувалося при
чисельному моделюваннi еволюцiї хвиль [14, 16–
18, 25, 33, 36, 51, 59]. З iншого боку, у випадку скiн-
ченної глибини таких дослiджень досi не було че-
рез складнiсть рiвнянь у порiвняннi з випадком не-
скiнченої глибини. Рiвняння, отримане в [11, 12],
може бути використане як вiдправне для моделю-
вання еволюцiї обвiдної несучої хвилi при скiнчен-
нiй глибинi. Дана робота має за мету переписати
це рiвняння в безрозмiрному виглядi, що пiдходить
для чисельного iнтегрування, i дослiдити еволю-
цiю солiтонiв НРШ, взятих за початкову форму
обвiдних при врахуваннi вищих членiв НРШ для
декiлькох значень глибини.

Робота мiстить шiсть роздiлiв. У роздiлi 2 за-
писанi повнi нелiнiйнi рiвняння гiдродинамiки, що
є вiдправними в нашому дослiдженнi. В роздiлi 3
сформульованi умови, за яких повнi нелiнiйнi рiв-
няння можуть бути зведенi до НРШВП. Потiм у
загальних рисах описано метод багатьох масшта-
бiв, використаний для одержання НРШВП, яке
представлене в роздiлi 4. Пiсля цього для перехо-
ду до безрозмiрного НРШВП введенi безрозмiрнi
координата, час i амплiтуда. В перетвореному рiв-
няннi фiгурує лише один безрозмiрний параметр
𝑘ℎ. Заключним кроком є перехiд до системи коор-
динат, що рухається з груповою швидкiстю несучої
хвилi. В роздiлi 5 представленi результати чисель-
них обчислень i проведене порiвняння поведiнки
розв’язкiв НРШ i НРШВП. Висновки зробленi в
роздiлi 6.

2. Постановка задачi

Ми розглядаємо динамiку потенцiальних двови-
мiрних хвиль на поверхнi безвихрової, нев’язкої
та нестисливої рiдини пiд впливом сили тяжiння.
Вважатимемо, що хвилi поширюються вздовж го-
ризонтальної осi 𝑥, а вертикальну вiсь 𝑦 спрямуємо
протилежно до напрямку дiї сили тяжiння. Рiдину
вважатимемо обмеженою твердим плоским дном

Рис. 1. Схематичне зображення фiзичної площини, зайня-
тою iдеальною нестисливою рiдиною скiнченної глибини

𝑦 = −ℎ знизу i вiльною поверхнею 𝑦 = 𝜂(𝑥, 𝑡) зго-
ри (рис. 1). Атмосферний тиск вважаємо сталим
на вiльнiй поверхнi. Тодi еволюцiя хвиль та вiдпо-
вiдного потоку рiдини описується такою системою
рiвнянь [2, 15]:

Φ𝑥𝑥 +Φ𝑦𝑦 = 0, −∞ < 𝑥 < ∞, −ℎ < 𝑦 < 𝜂(𝑥, 𝑡);

(2.1)

Φ𝑡 +
1

2

(︀
Φ2

𝑥 +Φ2
𝑦

)︀
+ 𝑔𝜂 = 0, 𝑦 = 𝜂(𝑥, 𝑡); (2.2)

𝜂𝑡 − Φ𝑦 + 𝜂𝑥Φ𝑥 = 0, 𝑦 = 𝜂(𝑥, 𝑡); (2.3)

Φ𝑦 = 0, 𝑦 = −ℎ; (2.4)

де Φ(𝑥, 𝑦, 𝑡) – потенцiал швидкостi (швидкiсть рiв-
на ∇Φ), 𝑔 – прискорення вiльного падiння, 𝑡 – час.
Тут (2.1) – рiвняння Лапласа в областi рiдини,
(2.2) – динамiчна гранична умова (так званий iнте-
грал Бернуллi або iнтеграл Кошi–Лагранжа), (2.3)
i (2.4) – кiнематичнi граничнi умови (рiдина не пе-
ретинає вiльну поверхню i дно), iндекси 𝑥, 𝑦, 𝑡 по-
значають частиннi похiднi за вiдповiдними змiнни-
ми. Положення нульового рiвня 𝑦 = 0 вибране так,
щоб стала Бернуллi (права частина рiвняння (2.2))
була рiвна нулю.

Розглянемо модульований хвильовий пакет з не-
сучими частотою 𝜔 i хвильовим числом 𝑘. В цьому
випадку розв’язок рiвнянь (2.1)–(2.4) можна шука-
ти у виглядi розвинень Фур’є зi змiнними коефiцi-
єнтами:(︂
Φ(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝜂(𝑥, 𝑡)

)︂
=

∞∑︁
𝑛=−∞

(︂
Φ𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝜂𝑛(𝑥, 𝑡)

)︂
ei𝑛(𝑘𝑥−𝜔𝑡),

𝜂−𝑛 ≡ 𝜂*𝑛, Φ−𝑛 ≡ Φ*
𝑛,

(2.5)

де * позначає комплексне спряження (несучу хви-
лю вважаємо симетричною), а функцiї Φ(𝑥, 𝑦, 𝑡)
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i 𝜂(𝑥, 𝑡) є дiйсними за визначенням. Пiдставля-
ючи (2.5) в (2.1)–(2.4) i прирiвнюючи коефiцiєн-
ти при однакових степенях exp(i(𝑘𝑥 − 𝜔𝑡)), мо-
жна одержати систему нелiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь у частинних похiдних для функцiй
Φ𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) i 𝜂𝑛(𝑥, 𝑡). Лiнеаризацiя цих рiвнянь при
𝑛 = 1 дає дисперсiйне спiввiдношення для гравiта-
цiйних хвиль:

𝜔2 = 𝑔𝑘 tanh(𝑘ℎ). (2.6)

3. Повiльно модульованi
квазiгармонiчнi хвильовi пакети
i багатомасштабнi розвинення

У загальному випадку система рiвнянь для
Φ𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) i 𝜂𝑛(𝑥, 𝑡) аж нiяк не простiша за вихiднi
рiвняння. Її можна спростити, якщо шукати роз-
в’язки в класi функцiй з вузьким спектром, |Δ𝑘| ≪
≪ 𝑘. У цьому випадку задача має формальний
малий параметр 𝜇 ∼ |Δ𝑘|

⧸︀
𝑘 (умова квазiмонохро-

матичностi), при цьому Φ𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) i 𝜂𝑛(𝑥, 𝑡) є по-
вiльними функцiями вiд 𝑥 i 𝑡. Вiдповiдно, хвильо-
вий рух можна роздiлити на повiльний i швидкий,
увiвши рiзнi часовi й рiзнi просторовi масштаби:

𝑇𝑛 ≡ 𝜇𝑛𝑡, 𝑋𝑛 ≡ 𝜇𝑛𝑥. (3.1)

Похiднi за частом i координатою представляють у
виглядi таких рядiв:

𝜕

𝜕𝑡
=

∞∑︁
𝑛=0

𝜇𝑛 𝜕

𝜕𝑇𝑛
,

𝜕

𝜕𝑥
=

∞∑︁
𝑛=0

𝜇𝑛 𝜕

𝜕𝑋𝑛
, (3.2)

де часи 𝑇𝑛 i координати 𝑋𝑛 вважають незалежни-
ми змiнними.

За вiдсутностi резонансiв мiж гармонiками ам-
плiтуди коефiцiєнтiв Фур’є спадають з ростом їх
номера (умова квазiгармонiчностi):

𝜂𝑛 ∼ 𝜀𝑛𝐴, 𝑛 > 1, 𝜂0 ∼ 𝜀2𝐴, 𝜀 < 1, (3.3)

де

𝜂1 ≡ 1

2
𝜀𝐴(𝑥, 𝑡). (3.4)

Параметр 𝜀 можна вважати формальним малим
параметром, пов’язаним з малiстю амплiтуди хви-
лi порiвняно з довжиною несучої хвилi 𝜆 ≡ 2𝜋

𝑘 .
У цьому випадку невiдомi функцiї Φ𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) i

𝜂𝑛(𝑥, 𝑡) можна розвинути в степеневi ряди за фор-
мальним параметром 𝜀:(︂
Φ𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝜂𝑛(𝑥, 𝑡)

)︂
=

∞∑︁
𝑚=1

𝜀𝑚

(︃
Φ

(𝑚)
𝑛 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜂
(𝑚)
𝑛 (𝑥, 𝑡)

)︃
. (3.5)

Багатомасштабнi розвинення (3.2) i (3.5) дозволя-
ють виразити функцiї Φ𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) i 𝜂𝑛(𝑥, 𝑡) через
комплексну амплiтуду першої гармонiки 𝐴(𝑥, 𝑡),
як це детально описано в роботi [11]. Зауважимо,
що в описаному в [11] методi слiд покласти 𝜀 ≡ 𝜇.

З практичних мiркувань умову квазiгармонiчно-
стi можна переписати як

|𝑘𝜂1| ≪ 1, (3.6)

а умову повiльної модуляцiї (квазiмонохромати-
чностi) можна формалiзувати у виглядi спiввiдно-
шення⃒⃒⃒⃒
𝐴𝑥

𝑘𝐴

⃒⃒⃒⃒
≪ 1, (3.7)

яке стає очевидним пiсля диференцiювання фун-
кцiї 𝐴(𝑥, 𝑡) exp

(︀
i(𝑘𝑥−𝜔𝑡)

)︀
за 𝑥. При виконаннi цих

двох умов, використовуючи малоамплiтуднi роз-
винення (3.2) i (3.5), початкову систему рiвнянь
(2.1)–(2.4) можна звести до одного еволюцiйного
рiвняння для обвiдної першої гармонiки 𝐴(𝑥, 𝑡).

4. Нелiнiйне рiвняння
Шредiнґера вищого порядку

4.1. Рiвняння, виведене Седлецьким

Седлецький [11, 12] застосував описаний вище ме-
тод багатьох масштабiв для виведення НРШВП
для обвiдної першої гармонiки 𝐴(𝑥, 𝑡) (рiвнян-
ня (68) в [11]):

i
(︂

𝜕𝐴

𝜕(𝜀𝑡)
+ 𝑉𝑔

𝜕𝐴

𝜕(𝜀𝑥)

)︂
+

+ 𝜀

(︂
1

2
𝜔′′ 𝜕2𝐴

𝜕(𝜀𝑥)2
+ 𝜔𝑘2𝑞3|𝐴|2𝐴

)︂
+

+ i𝜀2
(︂
−1

6
𝜔′′′ 𝜕3𝐴

𝜕(𝜀𝑥)3
+ 𝜔𝑘𝑄41|𝐴|2 𝜕𝐴

𝜕(𝜀𝑥)
+

+𝜔𝑘𝑄42𝐴
2 𝜕𝐴*

𝜕(𝜀𝑥)

)︂
= 0 [м/c]. (4.1)

Порiвняно зi стандартним НРШ це рiвняння вра-
ховує додатковi нелiнiйно-дисперсiйнi члени по-
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рядку 𝒪(𝜀2). Рiвняння (4.1) було пiзнiше виведе-
не повторно Слюняєвим [13], який пiдтвердив сим-
вольнi обчислення, представленi в [11,12], i розши-
рив їх до порядку 𝒪(𝜀3). В данiй роботi ми обме-
жимось рiвнянням (4.1). Параметри цього рiвнян-
ня мають такий вигляд:

𝜔 = (𝑔𝑘𝜎)
1/2

, 𝜎 ≡ tanh(𝑘ℎ), (4.2a)

𝜔′ =
𝜕𝜔

𝜕𝑘
≡ 𝑉𝑔 =

𝜔

2𝑘

(︂
1 +

2𝑘ℎ

sinh(2𝑘ℎ)

)︂
=

=
𝜔

2𝑘

(︂
1 +

1− 𝜎2

𝜎
𝑘ℎ

)︂
, (4.2b)

𝜔′′ =
𝜕2𝜔

𝜕𝑘2
=

𝜔

4𝑘2𝜎2

(︁(︀
𝜎2 − 1

)︀ (︀
3𝜎2 + 1

)︀
𝑘2ℎ2 −

− 2𝜎
(︀
𝜎2 − 1

)︀
𝑘ℎ− 𝜎2

)︁
, (4.2c)

𝜔′′′ =
𝜕3𝜔

𝜕𝑘3
= − 𝜔

8𝑘3𝜎3

(︁(︀
𝜎2 − 1

)︀
×

×
(︀
15𝜎4− 2𝜎2 + 3

)︀
𝑘3ℎ3−3𝜎

(︀
𝜎2− 1

)︀(︀
3𝜎2+ 1

)︀
𝑘2ℎ2 −

− 3𝜎2
(︀
𝜎2 − 1

)︀
𝑘ℎ− 3𝜎3

)︁
, (4.2d)

𝑞3 = − 1

16𝜎4𝜈

(︁(︀
𝜎2 − 1

)︀2 (︀
9𝜎4 − 10𝜎2 + 9

)︀
𝑘2ℎ2 +

+2𝜎
(︀
3𝜎6 − 23𝜎4 + 13𝜎2 − 9

)︀
𝑘ℎ−

−𝜎2
(︀
7𝜎4 − 38𝜎2 − 9

)︀)︁
, (4.2e)

𝑄41 =
1

32𝜎5𝜈2

(︁(︀
𝜎2 − 1

)︀5 ×
×
(︀
3𝜎6 − 20𝜎4 − 21𝜎2 + 54

)︀
𝑘5ℎ5 −

−𝜎
(︀
𝜎2− 1

)︀3 (︀
11𝜎8− 99𝜎6− 61𝜎4+ 7𝜎2+ 270

)︀
𝑘4ℎ4 +

+2𝜎2
(︀
𝜎2 − 1

)︀ (︀
7𝜎10 − 58𝜎8 + 38𝜎6 + 52𝜎4 −

− 181𝜎2 + 270
)︀
𝑘3ℎ3 − 2𝜎3

(︀
3𝜎10 + 18𝜎8 − 146𝜎6 −

− 172𝜎4+183𝜎2−270
)︀
𝑘2ℎ2−𝜎4

(︀
𝜎8−109𝜎6+517𝜎4 +

+217𝜎2+270
)︀
𝑘ℎ+𝜎5

(︀
𝜎6 − 40𝜎4 + 193𝜎2 + 54

)︀)︁
+Δ,

(4.2f)

𝑄42 =
1

32𝜎5𝜈2

(︁
−
(︀
𝜎2 − 1

)︀5 ×
×
(︀
3𝜎6 + 7𝜎4 − 11𝜎2 + 9

)︀
𝑘5ℎ5 +

+𝜎
(︀
𝜎2− 1

)︀3 (︀
11𝜎8− 48𝜎6+ 66𝜎4+ 8𝜎2+ 27

)︀
𝑘4ℎ4 −

− 2𝜎2
(︀
𝜎2 − 1

)︀ (︀
7𝜎10 − 79𝜎8 + 282𝜎6 −

− 154𝜎4 − 𝜎2 + 9
)︀
𝑘3ℎ3 + 2𝜎3

(︀
3𝜎10 − 63𝜎8 + 314𝜎6 −

− 218𝜎4 + 19𝜎2 + 9
)︀
𝑘2ℎ2 + 𝜎4

(︀
𝜎8 + 20𝜎6 − 158𝜎4 −

− 28𝜎2−27
)︀
𝑘ℎ−𝜎5

(︀
𝜎6 − 7𝜎4 + 7𝜎2 − 9

)︀)︁
−Δ, (4.2g)

𝜈 =
(︀
𝜎2 − 1

)︀2
𝑘2ℎ2 − 2𝜎

(︀
𝜎2 + 1

)︀
𝑘ℎ+ 𝜎2. (4.2h)

Величина 𝑉𝑔 є груповою швидкiстю хвиль. Пара-
метр Δ задає введену Слюняєвим [13] поправку до
коефiцiєнтiв, виведених в [11,12]. Ця поправка зне-
хтовно мала при 𝑘ℎ & 1 (див. Додаток А), тому ми
iгноруємо її, покладаючи Δ = 0.

Змiщення вiльної поверхнi можна виразити че-
рез 𝐴 таким чином:

𝜂 = 𝜀2𝜂0 + 𝜀Re
(︀
𝐴ei(𝑘𝑥−𝜔𝑡)

)︀
+

+ 𝜀2 2Re
(︀
𝜂2 e

2i(𝑘𝑥−𝜔𝑡)
)︀
+𝒪(𝜀3), (4.3)

де Re{·} позначає дiйсну частину комплексної
функцiї. Тут 𝜂0 i 𝜂2 визначенi як

𝜂0 =
𝜎 + 2

(︀
1− 𝜎2

)︀
𝑘ℎ

𝜈
𝑘|𝐴|2, (4.4a)

𝜂2 =
3− 𝜎2

8𝜎3
𝑘𝐴2. (4.4b)

Вiдповiдний потенцiал швидкостi можна записати
як

Φ = 𝜀Φ0 + 𝜀 2Re
(︀
Φ1 e

i(𝑘𝑥−𝜔𝑡)
)︀
+

+ 𝜀2 2Re
(︀
Φ2 e

2i(𝑘𝑥−𝜔𝑡)
)︀
+𝒪(𝜀3), (4.5)

де

Φ1 =
𝜔

2𝑘𝜎

(︃(︂
𝜕𝐴

𝜕𝑥

(︂
ℎ𝜎 +

𝑉𝑔

𝜔

)︂
− i𝐴

)︂
cosh

(︀
𝑘(𝑦 + ℎ)

)︀
cosh(𝑘ℎ)

−

− (𝑦 + ℎ)
𝜕𝐴

𝜕𝑥

sinh
(︀
𝑘(𝑦 + ℎ)

)︀
cosh(𝑘ℎ)

)︃
, (4.6a)

Φ2 = 3i𝜔
(𝜎4 − 1)

16𝜎4

cosh
(︀
2𝑘(𝑦 + ℎ)

)︀
cosh(2𝑘ℎ)

𝐴2. (4.6b)

Доданок Φ0 описує середнiй потiк, наведений хви-
лями. Вiн неявно виражений у термiнах своїх по-
хiдних:

𝜕Φ0

𝜕𝑥
= 𝜀

𝜔𝑘𝛾1
2𝜎𝜈

|𝐴|2 + i𝜀
𝜔𝛾2
8𝜎2𝜈2

(︂
𝐴
𝜕𝐴*

𝜕𝑥
−𝐴* 𝜕𝐴

𝜕𝑥

)︂
,

(4.7a)

𝜕Φ0

𝜕𝑡
= −𝑉𝑔

𝜕Φ0

𝜕𝑥
, (4.7b)
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Рис. 2. Залежнiсть 𝜔′′ (в м2/с) вiд ℎ при 𝑘 = 1 i 𝑔 =

= 9,8 м/с2

де

𝛾1 =
(︀
𝜎2 − 1

)︀2
𝑘ℎ− 𝜎

(︀
𝜎2 − 5

)︀
, (4.8a)

𝛾2 =
(︀
𝜎2 − 1

)︀5
𝑘4ℎ4 + 4𝜎

(︀
𝜎2 − 1

)︀2(︀
13𝜎2 + 3

)︀
𝑘3ℎ3 −

− 2𝜎2
(︀
𝜎2 − 1

)︀(︀
3𝜎4 + 32𝜎2 − 3

)︀
𝑘2ℎ2 +

+4𝜎3
(︀
2𝜎4 − 𝜎2 − 5

)︀
𝑘ℎ− 3𝜎4

(︀
𝜎2 − 5

)︀
. (4.8b)

Функцiї (4.3) i (4.5) визначають наближений роз-
в’язок початкової системи рiвнянь (2.1)–(2.4) в
термiнах обвiдної першої гармонiки 𝐴, яку можна
знайти з рiвняння (4.1).

4.2. Безрозмiрне представлення

Введемо безрозмiрнi час, координату i амплiтуду:

𝜏 = 𝛽𝑡, 𝜒 = 𝑘𝑥, 𝑢 = 𝛼−1𝜀𝐴, (4.9)

де 𝛼 i 𝛽 – параметри, якi необхiдно визначити.
Зв’язок мiж старими i новими похiдними такий:

𝜕

𝜕𝑥
= 𝑘

𝜕

𝜕𝜒
,

𝜕

𝜕𝑡
= 𝛽

𝜕

𝜕𝜏
.

Тодi рiвняння (4.1) набуває вигляду

i𝛼 (𝛽𝑢𝜏 + 𝑘𝑉𝑔𝑢𝜒)+𝛼

(︂
1

2
𝜔′′𝑘2𝑢𝜒𝜒 + 𝜔𝑘2𝑞3|𝛼|2|𝑢|2𝑢

)︂
+

+ i𝛼
(︁
−1

6
𝜔′′′𝑘3𝑢𝜒𝜒𝜒 + 𝜔𝑘2𝑄41|𝛼|2𝑢𝜒|𝑢|2 +

+𝜔𝑘2𝑄42|𝛼|2𝑢2𝑢*
𝜒

)︁
= 0 [м/с].

Тут iндекси 𝜒 i 𝜏 позначають частиннi похiднi за
вiдповiдними змiнними. Враховуючи те, що 𝜔′′ < 0
при всiх ℎ > 0 (рис. 2), роздiлимо це рiвняння на
𝜔′′𝑘2𝛼 i одержимо

i
(︂

𝛽

𝜔′′𝑘2
𝑢𝜏 +

𝑉𝑔

𝜔′′𝑘
𝑢𝜒

)︂
+

(︂
1

2
𝑢𝜒𝜒 +

𝜔

𝜔′′ |𝛼|
2𝑞3|𝑢|2𝑢

)︂
+

+ i
(︁
−1

6

𝜔′′′𝑘

𝜔′′ 𝑢𝜒𝜒𝜒 +
𝜔

𝜔′′ |𝛼|
2𝑄41𝑢𝜒|𝑢|2 +

+
𝜔

𝜔′′ |𝛼|
2𝑄42𝑢

2𝑢*
𝜒

)︁
= 0.

При виборi значень 𝛼 i 𝛽 так, що

|𝛼|2 = −𝜔′′

𝜔
> 0, 𝛽 = −𝜔′′𝑘2 > 0, (4.10)

рiвняння (4.1) набуває безрозмiрного вигляду:

i
(︂
𝑢𝜏 − 𝑉𝑔

𝜔′′𝑘
𝑢𝜒

)︂
− 1

2
𝑢𝜒𝜒 + 𝑞3|𝑢|2𝑢+

+ i
(︂
1

6

𝜔′′′𝑘

𝜔′′ 𝑢𝜒𝜒𝜒 +𝑄41𝑢𝜒|𝑢|2 +𝑄42𝑢
2𝑢*

𝜒

)︂
= 0

або, еквiвалентно,

i
(︀
𝑢𝜏 + 𝑎1𝑢𝜒

)︀
− 𝑎2𝑢𝜒𝜒 + 𝑎0, 0, 0|𝑢|2𝑢+ i

(︁
−𝑎3𝑢𝜒𝜒𝜒 +

+ 𝑎1, 0, 0𝑢𝜒|𝑢|2 + 𝑎0, 0, 1𝑢
2𝑢*

𝜒

)︁
= 0, (4.11a)

що остаточно можна записати як

𝑢𝜏 = −𝑎1𝑢𝜒 − i𝑎2𝑢𝜒𝜒 + i𝑎0, 0, 0|𝑢|2𝑢+

+
(︁
𝑎3𝑢𝜒𝜒𝜒 − 𝑎1, 0, 0𝑢𝜒|𝑢|2 − 𝑎0, 0, 1𝑢

2𝑢*
𝜒

)︁
, (4.11b)

де ми використали унiфiкованi позначення, введе-
нi Лукомським i Ганджою [10]. Тут коефiцiєнти

𝑎1 = − 𝑉𝑔

𝜔′′𝑘
= − 2

𝜐

(︁
𝜎2 + 𝜎

(︀
1− 𝜎2

)︀
𝑘ℎ
)︁
> 0,

𝑎2 =
1

2
,

𝑎3 ≡ −1

6

𝜔′′′𝑘

𝜔′′ =

=
1

12𝜎𝜐

(︁(︀
𝜎2 − 1

)︀ (︀
15𝜎4 − 2𝜎2 + 3

)︀
𝑘3ℎ3 −

− 3𝜎
(︀
𝜎2 − 1

)︀ (︀
3𝜎2 + 1

)︀
𝑘2ℎ2 −

− 3𝜎2
(︀
𝜎2 − 1

)︀
𝑘ℎ− 3𝜎3

)︁
,

𝑎0, 0, 0 ≡ 𝑞3, 𝑎1, 0, 0 ≡ 𝑄41, 𝑎0, 0, 1 ≡ 𝑄42,

𝜐 =
(︀
𝜎2 − 1

)︀ (︀
3𝜎2 + 1

)︀
𝑘2ℎ2 − 2𝜎

(︀
𝜎2 − 1

)︀
𝑘ℎ− 𝜎2

(4.12)
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Рис. 3. Залежнiсть нормованих коефiцiєнтiв НРШВП вiд 𝑘ℎ

є дiйсними i залежать лише вiд одного безрозмiр-
ного параметра 𝑘ℎ. Їх залежнiсть вiд 𝑘ℎ показана
на рис. 3. Видно, що рiвняння (4.1) справедливе
при 𝑘ℎ & 1, коли коефiцiєнти 𝑎0, 0, 0, 𝑎1, 0, 0 i 𝑎0, 0, 1
не розбiгаються. При менших глибинах необхiдно
використовувати рiвняння Кортевега–де Врiза та
його узагальнення [47, 50]. З iншого боку, при ве-
ликих 𝑘ℎ, слiд використовувати граничний перехiд
до нескiнченної глибини (рiвняння Диста). Справ-
дi, при 𝑘ℎ → ∞ можна легко одержати такi асим-
птотики:

𝑎3 =
1

4
, 𝑎0, 0, 0 = −1

2
, 𝑎1, 0, 0 =

3

2
, 𝑎0, 0, 1 =

1

4
. (4.13)

Вони збiгаються з вiдповiдними коефiцiєнтами рiв-
няння Диста [67], за виключенням члена з наве-
деним хвилями потоком, який не можна вiдтво-
рити явно з рiвняння (4.11) внаслiдок додатково-
го степеневого розвинення наведеного потоку, зро-
блене при виводi рiвняння (4.1). Проте, цей член
можна вiдтворити з рiвнянь, з яких випливає рiв-
няння (4.1), на стадiї, коли наведений потiк ще не
виключений з рiвняння для 𝐴 [11]. Враховуючи цi
обмеження, ми будемо цiкавитися таким iнтерва-
лом промiжних глибин:

1 < 𝑘ℎ < 5. (4.14)

4.3. Рухома система координат

Рiвняння (4.11) можна переписати у виглядi, який
не мiстить доданка з 𝑢𝜒. Для цього перейдемо до

системи координат, що рухається зi швидкiстю 𝑎1
(безрозмiрною груповою швидкiстю):

𝜉 = 𝜒− 𝑎1𝜏, 𝑇 = 𝜏. (4.15)

Зв’язок мiж похiдними в нових i старих змiнних
заданий формулами

𝜕

𝜕𝜒
=

𝜕𝜉

𝜕𝜒

𝜕

𝜕𝜉
+

𝜕𝑇

𝜕𝜒

𝜕

𝜕𝑇
=

𝜕

𝜕𝜉
,

𝜕

𝜕𝜏
=

𝜕𝜉

𝜕𝜏

𝜕

𝜕𝜉
+

𝜕𝑇

𝜕𝜏

𝜕

𝜕𝑇
= −𝑎1

𝜕

𝜕𝜉
+

𝜕

𝜕𝑇
,

звiдки

𝑢𝜏 = −i𝑎2𝑢𝜉𝜉 + i𝑎0, 0, 0|𝑢|2𝑢+

+
(︁
𝑎3𝑢𝜉𝜉𝜉 − 𝑎1, 0, 0𝑢𝜉|𝑢|2 − 𝑎0, 0, 1𝑢

2𝑢*
𝜉

)︁
. (4.16)

Це рiвняння є нашим цiльовим рiвнянням для чи-
сельного моделювання. Воно має iнтеграл руху

𝐼0(𝜏) =

∞∫︁
−∞

|𝑢(𝜉, 𝜏)|2d𝜉 = const, (4.17)

який виражає збереження хвильової дiї. Вивiд цьо-
го закону збереження даний у Додатку В. Цей iн-
теграл дозволяє вiдслiдковувати чисельну похибку
при обчисленнях:

Er(𝐼0) =
|𝐼0(𝜏)− 𝐼0(0)|

𝐼0(0)
. (4.18)
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Рис. 4. Спiввiдношення безрозмiрних фазової i групової
швидкостей як функцiя 𝑘ℎ

Окремий iнтерес має можливий зв’язок рiвнян-
ня (4.16) з iншими НРШВП, одержаними в iнших
задачах. У Додатку Б ми розглянули одне таке
рiвняння (рiвняння Саса–Сацуми) i показали, що
рiвняння (4.16) не може бути зведене до нього при
будь-яких 𝑘ℎ.

4.4. Безрозмiрнi змiщення
вiльної поверхнi й потенцiал швидкостi

Безрозмiрне змiщення вiльної поверхнi, записане в
термiнах функцiї 𝑢, має такий вигляд:

𝜁 ≡ 𝑘𝜂 = 𝛼0|𝑢|2 + 𝛼1 Re
(︀
𝑢 ei𝜃

)︀
+ 2𝛼2 Re

(︀
𝑢2 e2i𝜃

)︀
,

(4.19)

𝛼0 =
𝜎 + 2

(︀
1− 𝜎2

)︀
𝑘ℎ

𝑐𝜈
, 𝛼1 =

1√
𝑐
, 𝛼2 =

3− 𝜎2

8𝑐𝜎3
,

де

𝜃 = 𝑘𝑥− 𝜔𝑡 = 𝜒− 𝑐𝜏 = 𝜉 + (𝑎1 − 𝑐) 𝜏 (4.20)

є фазою хвилi, а

𝑐 =
1

|𝛼|2𝑘2
= −4𝜎2

𝜐
(4.21)

є безрозмiрною фазовою швидкiстю. На рис. 4 по-
казано вiдношення фазової швидкостi 𝑐 до групо-
вої швидкостi 𝑎1 як функцiю вiд 𝑘ℎ. Це вiдношення
дорiвнює одиницi при 𝑘ℎ → 0, а при 𝑘ℎ → ∞ воно
є вдвiчi бiльшим, у повнiй вiдповiдностi до класи-
чної теорiї хвиль на поверхнi рiдини [2]. Обвiдну
профiлю хвилi можна знайти за формулою

[𝜁]обвiдна = 𝛼1|𝑢|+ (𝛼0 + 2𝛼2) |𝑢|2. (4.22)

Вiдповiдний безрозмiрний потенцiал швидкостi
виражений як

𝜙 ≡ − 1

𝜔′′Φ = 𝜙0 + 2Re
(︀
𝜙1 e

i𝜃)︀+
+2Re

(︀
𝜙2 e

2i𝜃)︀, (4.23)

(𝜙0)𝜉 =
𝛾1
2𝜎𝜈

|𝑢|2 + i𝛾2
8𝜎2𝜈2

(︀
𝑢𝑢*

𝜉 − 𝑢*𝑢𝜉

)︀
,

(𝜙0)𝜏 = −𝑎1 (𝜙0)𝜉 ,

𝜙1 =

√
𝑐

2𝜎

(︃(︂
−i𝑢+

(︀
𝜎2 + 1

)︀
𝑘ℎ+ 𝜎

2𝜎
𝑢𝜉

)︂
×

× cosh(𝑧 + 𝑘ℎ)

cosh(𝑘ℎ)
− (𝑧 + 𝑘ℎ)

sinh(𝑧 + 𝑘ℎ)

cosh(𝑘ℎ)
𝑢𝜉

)︃
,

𝜙2 =
3i
(︀
𝜎4 − 1

)︀
16𝜎4

cosh(2(𝑧 + 𝑘ℎ)
)︀

cosh(2𝑘ℎ)
𝑢2,

де 𝑧 ≡ 𝑘𝑦 – безрозмiрна вертикальна координата.
Умова квазiгармонiчностi має вигляд

|𝑢|√
𝑐
≪ 1, (4.24)

а умова квазiмонохроматичностi така:⃒⃒⃒𝑢𝜉

𝑢

⃒⃒⃒
≪ 1. (4.25)

Нарештi, початковi рiвняння гiдродинамiки мо-
жна переписати в такому безрозмiрному виглядi:

𝜙𝜉𝜉 + 𝜙𝑧𝑧 = 0, −∞ < 𝜉 < ∞, −𝑘ℎ < 𝑧 < 𝜁(𝜉, 𝜏);

(4.26)

𝜙𝜏 +
1

2

(︀
𝜙2
𝜉 + 𝜙2

𝑧

)︀
+

𝑐2

𝜎
𝜁 = 0, 𝑧 = 𝜁(𝜉, 𝜏); (4.27)

𝜁 𝜏 − 𝜙𝑧 + 𝜁 𝜉 𝜙𝜉 = 0, 𝑧 = 𝜁(𝜉, 𝜏); (4.28)

𝜙𝑧 = 0, 𝑧 = −𝑘ℎ. (4.29)
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5. Чисельне моделювання

У цьому роздiлi для обчислення розв’язкiв
НРШВП (4.16) ми використовуємо метод Фур’є
з розщепленим кроком (SSF), описаний у Дода-
тку Г. Для перевiрки точностi нашої чисельної
схеми розпочнемо з класичного НРШ (1.1), запи-
саного в термiнах координати 𝜉. При 𝑎0, 0, 0 < 0
(𝑘ℎ & 1,363) воно має точний односолiтонний роз-
в’язок [5]:

𝑢(𝜉, 𝜏) =
𝑢0 exp (i𝜅𝜉 − iΩ𝜏)

cosh
(︀
𝐾(𝜉 − 𝜉0 − 𝑉 𝜏)

)︀ , (5.1)

Ω =
(︀
𝐾2 − 𝜅2

)︀
𝑎2, 𝑉 = −2𝜅𝑎2, 𝐾 = |𝑢0|

√︂
−𝑎0, 0, 0

2𝑎2
,

𝑢0 ∈ C, 𝜅, 𝜉0 ∈ R.

Тут 𝑉 – швидкiсть солiтона, 𝑢0 – його комплексна
амплiтуда, 𝜅 i Ω – хвильове число i частота солiто-
на, 𝜉0 задає початкове положення солiтона. Амплi-
туда 𝑢0 i хвильове число 𝜅 мають бути вибраними
так, щоб були виконанi умови квазiгармонiчностi й
квазiмонохроматичностi (4.24), (4.25). Фактично,
цi умови означають, що амплiтуда солiтона i його
хвильове число мають бути малими:

|𝑢0| ≪ 1, 𝜅 ≪ 1.

В цiй роботi ми обмежуємось таким вибором пара-
метрiв:

𝑢0 = 0,1, 𝜅 = −𝐾 (⇒ Ω = 0), 𝜉0 = 0. (5.2)

На рис. 5 i 6 продемонстровано, що цi параметри
цiлком задовольняють умови (4.24) i (4.25). Вiд-
значимо, що при 𝜅 < 0 швидкiсть 𝑉 > 0. У цьому
випадку солiтони поширюються злiва направо зi
швидкiстю, що перевищує групову швидкiсть не-
сучої хвилi.

На рис. 7 показано солiтон, обчислений при 𝑘ℎ =
= 3 з використанням аналiтичної формули (5.1)
для початкового моменту 𝜏 = 0 i моменту 𝜏 =
= 10000. Той самий солiтон був узятий у ролi поча-
ткової умови для моделювання методом SSF. Ви-
дно, що вiдхилення вiд точного розв’язку знехтов-
но мале. Це пiдтверджує чисельна похибка, оцiне-
на за формулою (4.18):

𝑆(2)|𝜏=10000 : Er(𝐼0) = 1,3 · 10−10%,

Δrms(𝑢точний, 𝑢модел.) = 1,0 · 10−4%,
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2 Π c

Рис. 5. Перевiрка умови квазiгармонiчностi (4.24) при
𝑘ℎ = 3
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Рис. 6. Перевiрка умови квазiмонохроматичностi (4.25)
при 𝑘ℎ = 3

𝑆(4)|𝜏=10000 : Er(𝐼0) = 2,3 · 10−10%,

Δrms(𝑢точний, 𝑢модел.) = 3,5 · 10−9%,

де 𝑆(2) i 𝑆(4) визначають вибраний при обчислен-
нях порядок методу SSF (див. Додаток Г), а

Δrms(𝑢, 𝑔)(𝜏) =

√︃∫︀∞
−∞ (|𝑢(𝜉, 𝜏)| − |𝑔(𝜉, 𝜏)|)2 d𝜉

𝐼0

є вiдносним середнiм квадратичним вiдхиленням
двох функцiй. Таким чином, наша чисельна схема
вiдтворює точний односолiтонний розв’язок НРШ
з високою точнiстю.

На рис. 8 зображено еволюцiю того самого одно-
солiтонного хвильового профiлю, взятого за поча-
тковий у НРШВП (4.16). Порiвняно з випадком
НРШ амплiтуда хвилi менша, ширина iмпульсу
бiльша, i швидкiсть хвилi вища. Амплiтуда хви-
лi не залишається сталою, демонструючи повiльнi
коливання, якi можна iнтерпретувати як вториннi
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Рис. 7. Еволюцiя односолiтонного розв’язку (5.1) НРШ (1.1) при 𝑘ℎ = 3. Параметри
SSF: Δ𝜏 = 1, Δ𝜉 = 2, 𝜉 ∈ [−1000, 1000); 𝑉 ≈ 0,0566
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Рис. 8. Еволюцiя односолiтонного хвильового профiлю (5.1), взятого за початковий
у НРШВП (4.16) при 𝑘ℎ = 3. Параметри SSF: Δ𝜏 = 0.5, Δ𝜉 = 2, 𝜉 ∈ [−4000, 4000).
Чисельна точнiсть: 𝑆(2)|𝜏=50000 : Er(𝐼0) = 0,050%
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Рис. 9. Коливання амплiтуди квазiсолiтонного розв’язку
залежно вiд вiдстанi при 𝑘ℎ = 3
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Рис. 10. Залежнiсть середньої швидкостi хвилi вiд вiдста-
нi при 𝑘ℎ = 3: суцiльна крива – квазiсолiтон, пунктирна
лiнiя – солiтон НРШ (𝑉 ≈ 0,0566)
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Рис. 11. Еволюцiя односолiтонного хвильового профiлю (5.1), взятого за поча-
тковий у НРШВП (4.16) при 𝑘ℎ = 2. Параметри SSF: Δ𝜏 = 0,5, Δ𝜉 = 2, 𝜉 ∈
∈ [−4000, 4000). Чисельна точнiсть: 𝑆(2)|𝜏=60000 : Er(𝐼0) = 0,028%

модуляцiї несучої хвилi. Амплiтуда цих коливань
зменшується з часом (рис. 9). Такий розв’язок не
пiдпадає пiд визначення солiтона, оскiльки не збе-
рiгає амплiтуду i форму сталими пiд час еволюцiї.
З iншого боку, вiн поширюється з майже сталою
швидкiстю (рис. 10) i демонструє унiкальну вла-
стивiсть солiтонiв iснувати протягом тривалих пе-
рiодiв часу без руйнування. З огляду на цю унi-
кальну властивiсть, ми називаємо такi розв’язки
квазiсолiтонами. Термiн “квазiсолiтон” був введе-
ний ранiше Захаровим i Кузнєцовим [6], але в де-
що iншому контекстi; потiм Карпмен та iн. [49] i
Слюняєв [14] використовували цей термiн у тому
самому контекстi, як i в данiй роботi.

Така поведiнка солiтонiв НРШ у випадку
НРШВП була вперше описана Акиласом [18] у
контекстi асимптотичного i чисельного моделюва-
ння рiвняння Диста для випадку нескiнченної гли-
бини. Зростання швидкостi солiтона вiдповiдає до-
бре вiдомому явищу зсуву несучої частоти вниз,
яке спостерiгав експериментально Су [64] на гли-
бокiй водi. Ло i Мей [51] виявили цей частотний
зсув при моделюваннi рiвняння Диста. Ще ранi-
ше Дист [32] зазначав, що це явище виникає зав-
дяки наведеному хвилею потоку, проекцiя якого
на напрямок поширення хвилi викликає локаль-
ний доплерiвський зсув. У нашiй роботi вперше
показано, що це вiдоме явище можна спостерiга-
ти також у випадку скiнченних глибин. Цей ре-
зультат є головним практичним досягненням да-
ної роботи. На рис. 11, 12 i 13 продемонстровано,
що такий самий квазiсолiтонний розв’язок i часто-
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Рис. 12. Коливання амплiтуди квазiсолiтонного розв’язку
залежно вiд вiдстанi при 𝑘ℎ = 2
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Рис. 13. Залежнiсть середньої швидкостi хвилi вiд вiдста-
нi при 𝑘ℎ = 2: суцiльна крива – квазiсолiтон, пунктирна
лiнiя – солiтон НРШ (𝑉 ≈ 0,0469)
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Рис. 15. Вплив поправки Δ на коефiцiєнти 𝑎1, 0, 0 i 𝑎0, 0, 1

тний зсув iснують i у випадку меншої глибини,
𝑘ℎ = 2.

Нарештi, на рис. 14 показаний профiль вiль-
ної поверхнi, обчислений за формулою (4.19) при
𝑘ℎ = 3. Безрозмiрне максимальне пiдняття вiль-
ної поверхнi дорiвнює приблизно 0,046. Значення
𝑘ℎ = 3 вiдповiдає довжинам хвиль, удвiчi бiль-
шим за глибину: 𝜆 ≈ 2ℎ. Типова глибина шельфу
бiля пiвнiчно-захiдного узбережжя Чорного моря
змiнюється вiд 10 до 100 м. Отже, довжина хви-
лi, що вiдповiдає 𝑘ℎ = 3, знаходиться в межах
дiапазону вiд 20 до 200 м, що є цiлком типовим
для хвиль, спостережуваних у Чорному морi. Для
ℎ = 30 м маємо 𝜆 ≈ 60 м i 𝑘 = 0,1 м−1. Вiдповiдне
максимальне пiдняття вiльної поверхнi, показаної
на рис. 14, дорiвнює приблизно 0,5 м, а характерна
ширина обвiдної хвильового пакета сягає величини
2 км. Таким чином, квазiсолiтоннi розв’язки, отри-
манi в цiй роботi, можуть описувати брижi, що по-
ширюються на вiдносно спокiйному тлi по поверх-

нi моря з порiвняно невеликою, але одночасно не-
малою, глибиною. Типова висота таких бриж вiд
впадини до гребеня становить приблизно 1 м.

6. Висновки

НРШВП, виведене ранiше Ю.В. Седлецьким [11]
для обвiдної першої гармонiки повiльно модульо-
ваних гравiтацiйних хвиль на поверхнi безвихро-
вої, нев’язкої i нестисливої рiдини зi скiнченною
глибиною i плоским дном, було переписано в без-
розмiрному виглядi, зручному для чисельного мо-
делювання. При врахуваннi доданкiв, що мiстя-
ться в НРШВП, односолiтоннi розв’язки НРШ
стають квазiсолiтонами з повiльно змiнною амплi-
тудою. Цi квазiсолiтони представляють вториннi
модуляцiї гравiтацiйних хвиль. Вони поширюю-
ться з майже сталою швидкiстю i демонструють
унiкальну властивiсть солiтонiв iснувати протягом
тривалих перiодiв часу без руйнування. Виявило-
ся, що їх швидкiсть вища за швидкiсть солiтонiв
НРШ, узятих за початкову умову в обчисленнях.
Це явище спостерiгали ранiше як в експериментi,
так i в чисельному моделюваннi у випадку великої
глибини [18, 64]. Воно пов’язане зi зсувом частоти
вниз, що виникає через наведений хвилями потiк
[32,51]. Квазiсолiтоннi розв’язки, отриманi в данiй
роботi, описують брижi, що поширюються на вiд-
носно спокiйному тлi по поверхнi моря з порiвняно
невеликою, але одночасно немалою, глибиною.

Автори вдячнi С.С. Рожкову за обговорення
проблеми, що мотивувало нас розпочати це дослi-
дження. Д.С. Дутих вдячний за гостиннiсть Iн-
ституту аналiзу при Унiверситетi Йоганна Ке-
плера в Лiнцi, де вiн виконував цю роботу.

ДОДАТОК А
До поправки, введеної Слюняєвим

Слюняєв [13] повторно одержав НРШВП (4.1) i ввiв по-
правку

Δ = −
1

16𝜎3𝜈

(︁(︀
𝜎2 − 1

)︀4(︀
3𝜎2 + 1

)︀
𝑘3ℎ3 −

−𝜎
(︀
𝜎2 − 1

)︀2(︀
5𝜎4 − 18𝜎2 − 3

)︀
𝑘2ℎ2 +

+𝜎2
(︀
𝜎2 − 1

)︀2(︀
𝜎2 − 9

)︀
𝑘ℎ+ 𝜎3

(︀
𝜎2 − 1

)︀(︀
𝜎2 − 5

)︀)︁
(А1)

до коефiцiєнтiв 𝑄41 = 𝑎1, 0, 0 i 𝑄42 = 𝑎0, 0, 1, одержаних
ранiше в [11]. Насправдi, з рис. 15 видно, що поправкою Δ

можна впевнено знехтувати без iстотної змiни точностi в
областi 𝑘ℎ & 1.
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ДОДАТОК Б
Зв’язок з рiвнянням Саса–Сацуми

Враховуючи те, що (|𝑢|2)𝜉 = 𝑢𝜉𝑢
* + 𝑢𝑢*

𝜉 , рiвняння (4.16)
можна переписати в iншiй формi:

𝑢𝜏 = −i𝑎2𝑢𝜉𝜉 + i𝑎0, 0, 0|𝑢|2𝑢+

+
(︀
𝑎3𝑢𝜉𝜉𝜉 − ̃︀𝑎1, 0, 0|𝑢|2𝑢𝜉 − 𝑎0, 0, 1𝑢 (|𝑢|2)𝜉

)︀
, (Б1)̃︀𝑎1, 0, 0 = 𝑎1, 0, 0 − 𝑎0, 0, 1.

Якщо

3(−𝑎3)𝑎0, 0, 0 =
1

2
̃︀𝑎1, 0, 0, (Б2)

рiвняння (Б1) може бути зведене до рiвняння Саса–Сацуми
[40], що має нескiнченне число iнтегралiв руху i допускає
деякi додатковi точнi багатосолiтоннi розв’язки [19], на вiд-
мiну вiд НРШВП з довiльними коефiцiєнтами. Проте, як
чiтко показано на рис. 16, вищезгадане спiввiдношення мiж
параметрами не задовольняється нi за яких 𝑘ℎ. Тому рiвня-
ння Саса–Сацуми не може бути отримане з рiвняння (4.16).

ДОДАТОК В
Збереження хвильової дiї

Помножимо рiвняння (Б1) на 𝑢*, а спряжене рiвняння –
на 𝑢,

𝑢𝜏 = −i𝑎2𝑢𝜉𝜉 + i𝑎0, 0, 0|𝑢|2𝑢+

+
(︀
𝑎3𝑢𝜉𝜉𝜉 − ̃︀𝑎1, 0, 0|𝑢|2𝑢𝜉 − 𝑎0, 0, 1𝑢 (|𝑢|2)𝜉

)︀
, | × 𝑢*,

𝑢*
𝜏 = i𝑎2𝑢*

𝜉𝜉 − i𝑎0, 0, 0|𝑢|2𝑢*+

+
(︀
𝑎3𝑢

*
𝜉𝜉𝜉 − ̃︀𝑎1, 0, 0|𝑢|2𝑢*

𝜉 − 𝑎0, 0, 1𝑢
* (|𝑢|2)𝜉

)︀
, | × 𝑢,

i додамо цi два рiвняння:

(𝑢*𝑢𝜏 + 𝑢𝑢*
𝜏 ) = −i𝑎2

(︁
𝑢*𝑢𝜉𝜉 − 𝑢𝑢*

𝜉𝜉

)︁
+

+ 𝑎3
(︁
𝑢*𝑢𝜉𝜉𝜉 + 𝑢𝑢*

𝜉𝜉𝜉

)︁
−

− ̃︀𝑎1, 0, 0 (︁|𝑢|2𝑢*𝑢𝜉 + |𝑢|2𝑢𝑢*
𝜉

)︁
− 2𝑎0, 0, 1|𝑢|2(|𝑢|2)𝜉.

Пiсля деяких алгебраїчних перетворень одержимо(︀
|𝑢|2

)︀
𝜏
= −i𝑎2

(︂(︀
𝑢*𝑢𝜉

)︀
𝜉
−

(︁
𝑢𝑢*

𝜉

)︁
𝜉

)︂
+

+ 𝑎3

(︂(︀
𝑢*𝑢𝜉𝜉

)︀
𝜉
−

(︁
𝑢𝜉𝑢

*
𝜉

)︁
𝜉
+

(︁
𝑢𝑢*

𝜉𝜉

)︁
𝜉

)︂
−

−
1

2
(̃︀𝑎1, 0, 0 + 2𝑎0, 0, 1) (|𝑢|4)𝜉.

В останньому доданку було враховане спiввiдношення

|𝑢|2(|𝑢|2)𝜉 = 𝑢𝑢*(𝑢𝑢*)𝜉 =
1

2
(𝑢𝑢*𝑢𝑢*)𝜉 =

1

2
(|𝑢|4)𝜉.

Iнтегруючи це рiвняння за 𝜉 вiд −∞ до ∞, враховуючи те,
що функцiя 𝑢 разом з її похiдними спадають до нуля на
±∞, одержимо
∞∫︁

−∞

(︀
|𝑢|2

)︀
𝜏
d𝜉 = 0 ⇔ 𝐼0 =

∞∫︁
−∞

|𝑢|2d𝜉 = const. (В1)

ДОДАТОК Г
Метод Фур’є з розщепленим кроком

1. Лiнiйне рiвняння

Розглянемо лiнiйну частину НРШВП (4.16):

𝑢𝜏 = −i𝑎2𝑢𝜉𝜉 + 𝑎3𝑢𝜉𝜉𝜉, 𝑢 = 𝑢(𝜉, 𝜏). (Г1)

Застосуємо перетворення Фур’є до функцiї 𝑢(𝜉, 𝜏):

̂︀𝑢(𝜅, 𝜏) = 1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑢(𝜉, 𝜏) exp(−i𝜅𝜉)d𝜉 ≡ ℱ𝜅[𝑢(𝜉, 𝜏)]. (Г2)

Обернене перетворення Фур’є має вигляд

𝑢(𝜉, 𝜏) =

∞∫︁
−∞

̂︀𝑢(𝜅, 𝜏) exp(i𝜅𝜉)d𝜅 ≡ ℱ−1
𝜉 [̂︀𝑢(𝜅, 𝜏)]. (Г3)

Перетворення Фур’є для похiдних функцiї 𝑢(𝜉, 𝜏) задане
виразами̂︂(𝑢𝜉) = i𝜅̂︀𝑢, (̂𝑢𝜉𝜉) = −𝜅2̂︀𝑢, ..., (̂𝑢𝑛𝜉) = (i𝜅)𝑛̂︀𝑢. (Г4)

Звiдси, лiнiйне рiвняння (Г1) в просторi Фур’є має вигляд

̂︀𝑢𝜏 =
(︀
−i𝑎2(i𝜅)2 + 𝑎3(i𝜅)3

)︀ ̂︀𝑢, ̂︀𝑢(0) ≡ ̂︀𝑢0. (Г5)

Це звичайне диференцiальне рiвняння може бути легко
проiнтегроване,

̂︀𝑢 = ̂︀𝑢0 exp
(︀
(i𝑎2𝜅2 − i𝑎3𝜅3)𝜏

)︀
, (Г6)

звiдки можна одержати такий розв’язок для 𝑢(𝜉, 𝜏):

𝑢 =

∞∫︁
−∞

̂︀𝑢0 exp
(︀
(i𝑎2𝜅2 − i𝑎3𝜅3)𝜏

)︀
exp(i𝜅𝜉)d𝜅. (Г7)

2. Нелiнiйне рiвняння

Нелiнiйне рiвняння (4.16) може бути розщеплене на лiнiйну
i нелiнiйну частини:

𝑢𝜏 = −i𝑎2𝑢𝜉𝜉 + i𝑎0, 0, 0𝑢|𝑢|2+

+
(︁
𝑎3𝑢𝜉𝜉𝜉 − 𝑎1, 0, 0𝑢𝜉|𝑢|2 − 𝑎0, 0, 1𝑢

2𝑢*
𝜉

)︁
≡ (ℒ+𝒩 )𝑢,

де

ℒ ≡ −i𝑎2𝜕𝜉𝜉 + 𝑎3𝜕𝜉𝜉𝜉, (Г8)
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Рис. 16. Залежнiсть лiвої i правої частин рiвняння (Б2)
вiд 𝑘ℎ
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𝒩 ≡ i𝑎0, 0, 0|𝑢|2 − 𝑎1, 0, 0𝑢𝜉𝑢
* − 𝑎0, 0, 1𝑢𝑢

*
𝜉 (Г9)

є вiдповiдно лiнiйним i нелiнiйним операторами. Далi про-
ведемо напiвдискретизацiю в часi,

𝑢(𝜉, 𝜏 +Δ𝜏)− 𝑢(𝜉, 𝜏)

Δ𝜏

⃒⃒⃒
Δ𝜏→0

= (ℒ+𝒩 )𝑢(𝜉, 𝜏) ⇒

⇒ 𝑢(𝜉, 𝜏 +Δ𝜏) ≈ 𝑢(𝜉, 𝜏) + Δ𝜏(ℒ+𝒩 )𝑢(𝜉, 𝜏) ≈
≈ eΔ𝜏(ℒ+𝒩 )𝑢(𝜉, 𝜏),

i використаємо формулу Стренга другого порядку для не-
комутативних операторiв [63]:

eΔ𝜏(ℒ+𝒩 ) ≡ 𝑆(2)(Δ𝜏) =

= exp
(︁Δ𝜏

2
𝒩
)︁
exp

(︀
Δ𝜏ℒ

)︀
exp

(︁Δ𝜏

2
𝒩
)︁
, (Г10)

= exp
(︁Δ𝜏

2
ℒ
)︁
exp

(︀
Δ𝜏𝒩

)︀
exp

(︁Δ𝜏

2
ℒ
)︁
. (Г11)

В наших обчисленнях розщеплення (Г11) показало себе
бiльш точним, нiж (Г10). Лiнiйну частину можна проiнте-
грувати точно, використовуючи спiввiдношення (Г7):

eΔ𝜏ℒ𝑢(𝜉, 𝜏) =

= ℱ−1
𝜉

[︀
eΔ𝜏(−i𝑎2(i𝜅)

2+𝑎3(i𝜅)
3)ℱ𝜅[𝑢(𝜉, 𝜏)]

]︀
, (Г12)

а нелiнiйну частину коректувати на кожному кроцi за фор-
мулою

eΔ𝜏𝒩𝑢(𝜉, 𝜏) =

= e
Δ𝜏

(︁
i𝑎0, 0, 0|𝑢|2−𝑎1, 0, 0𝑢𝜉𝑢

*−𝑎0, 0, 1𝑢𝑢
*
𝜉

)︁
𝑢(𝜉, 𝜏). (Г13)

Слiдуючи за Йошидою [69], можна ввести бiльш точне роз-
щеплення четвертого порядку:

𝑆(4)(Δ𝜏) = 𝑆(2) (𝑝1Δ𝜏)𝑆(2) (𝑝0Δ𝜏)𝑆(2) (𝑝1Δ𝜏), (Г14)

𝑝0 = −
21/3

2− 21/3
≈ −1,70, 𝑝1 =

1

2− 21/3
≈ 1,35.

За бiльш детальним описом методу SSF читач може звер-
нутися до роботи [52].
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И.С. Ганджа, Ю.В.Седлецкий, Д.С.Дутых

НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ
ШРЕДИНГЕРА ВЫСШЕГО ПОРЯДКА
ДЛЯ ОГИБАЮЩЕЙ МЕДЛЕННО
МОДУЛИРОВАННЫХ ГРАВИТАЦИОННЫХ
ВОЛН НА ПОВЕРХНОСТИ ЖИДКОСТИ КОНЕЧНОЙ
ГЛУБИНЫ И ЕГО КВАЗИСОЛИТОННЫЕ РЕШЕНИЯ

Р е з ю м е

Рассмотрено нелинейное уравнение Шредингера высше-
го порядка, выведенное раньше Ю.В. Седлецким [УФЖ
48(1), 82 (2003)] для огибающей первой гармоники медлен-
но модулированных гравитационных волн на поверхности
безвихревой, невязкой и несжимаемой жидкости с коне-
чной глубиной и плоским дном. Это уравнение учитыва-
ет дисперсию третьего порядка и кубические нелинейно-
дисперсионные слагаемые. В данной работе оно приведено
к безразмерной форме, в которой фигурирует лишь один
безразмерный параметр 𝑘ℎ, где 𝑘 – волновое число несущей
волны, а ℎ – невозмущенная глубина жидкости. Показано,
что при учете слагаемых высшего порядка односолитонные
решения классического нелинейного уравнения Шрединге-
ра преобразуются в квазисолитонные решения с медлен-
но меняющейся амплитудой. Эти квазисолитонные реше-
ния представляют вторичные модуляции гравитационных
волн.

I.S.Gandzha, Yu.V. Sedletsky, D.S.Dutykh

HIGH-ORDER NONLINEAR
SCHRÖDINGER EQUATION FOR THE ENVELOPE
OF SLOWLY MODULATED GRAVITY WAVES
ON THE SURFACE OF FINITE-DEPTH FLUID
AND ITS QUASI-SOLITON SOLUTIONS

S u m m a r y

We consider the high-order nonlinear Schrödinger equation de-

rived earlier by Sedletsky [Ukr. J. Phys. 48(1), 82 (2003)] for

the first-harmonic envelope of slowly modulated gravity waves

on the surface of finite-depth irrotational, inviscid, and incom-

pressible fluid with flat bottom. This equation takes into ac-

count the third-order dispersion and cubic nonlinear dispersive

terms. We rewrite this equation in dimensionless form featur-

ing only one dimensionless parameter 𝑘ℎ, where 𝑘 is the car-

rier wavenumber and ℎ is the undisturbed fluid depth. We show

that one-soliton solutions of the classical nonlinear Schrödinger

equation are transformed into quasi-soliton solutions with

slowly varying amplitude when the high-order terms are taken

into consideration. These quasi-soliton solutions represent the

secondary modulations of gravity waves.
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