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ВПЛИВ ОБМЕЖЕНИХ
ПОЛЯРИЗАЦIЙНИХ ФОНОНIВ НА ЕЛЕКТРОННИЙ
СПЕКТР ТРИБАР’ЄРНОЇ АКТИВНОЇ ЗОНИ
КВАНТОВОГО КАСКАДНОГО ДЕТЕКТОРАУДК 538.958

У моделi ефективних мас i прямокутних потенцiалiв для електронiв та в моделi поля-
ризацiйного континууму для обмежених фононiв у трибар’єрнiй резонансно-тунельнiй
наноструктурi отримано гамiльтонiан електрон-фононної системи у зображеннi чи-
сел заповнення за всiма змiнними. Методом функцiй Грiна розраховано перенормова-
ний спектр електронiв у трибар’єрнiй резонансно-тунельнiй наноструктурi на основi
GaAs-ям i Al𝑥Ga1−𝑥As-бар’єрiв при рiзних значеннях концентрацiї (𝑥) Al. Встановлено,
що при змiнi температури вiд 0 до 300 K, незалежно вiд концентрацiї Al, зi змiною
геометричної конфiгурацiї трибар’єрної резонансно-тунельної наноструктури ширини
обох нижнiх (робочих) квазiстацiонарних станiв збiльшуються, а енергiї змiщуються
у низькоенергетичну область. Ширини i змiщення виявилися сильно нелiнiйними фун-
кцiями у залежностi вiд положення внутрiшнього бар’єра в трибар’єрнiй резонансно-
тунельнiй наноструктурi.
К люч о в i с л о в а: резонансно-тунельна наноструктура, квантовий каскадний детектор,
електрон-фононна взаємодiя.

1. Вступ

Нанорозмiрнi гетероструктури iнтенсивно дослi-
джуються останнiм часом, оскiльки вони є базо-
вими елементами унiкальних наноприладiв (кван-
товi каскаднi лазери (ККЛ), квантовi каскаднi
детектори (ККД) i т.п.), робота яких здiйснює-
ться на основi нових фiзичних ефектiв, що вини-
кають у багатошарових наноструктурах взагалi i
резонансно-тунельних зокрема.

Саме електронний транспорт крiзь вiдкритi ба-
гатошаровi резонансно-тунельнi структури (РТС)
забезпечує функцiонування ККЛ i ККД, якi де-
тально дослiджуються експериментально [1–7] й
теоретично [8–12]. Що стосується ККД, то з тих
пiр, як вони були створенi й працювали, в основ-
ному при крiогенних температурах, досягнуто зна-
чний прогрес у розумiннi фiзичних процесiв у на-
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ноРТС, що дало можливiсть значно розширити
область температур, при яких успiшно функцiо-
нують цi наноприлади [13].

Температурнi залежностi фiзичних параметрiв
будь-яких систем, значною мiрою, формуються
взаємодiєю основних квазiчастинок (зокрема еле-
ктронiв) з фононами. Тому й теоретичним дослi-
дженням електрон-фононної взаємодiї у наноге-
теросистемах рiзної розмiрностi й геометричних
форм придiляється значна увага [14–16]. Стосовно
плоских наноструктур, то у переважнiй бiльшостi
теоретичних робiт вивчалася електрон-фононна
взаємодiя у закритих дво- i трибар’єрних РТС
(ТБРТС) при фiксованих геометричних параме-
трах системи. Рiзними методами дослiджували-
ся вольт-ампернi характеристики та ймовiрностi
квантових переходiв пiд дiєю електромагнiтного
поля з урахуванням електрон-фононної взаємодiї
[17, 18].
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Рис. 1. Потенцiальний профiль ТБРТС

Основною моделлю електрон-фононної взаємо-
дiї у таких роботах була модель дiелектричного
континууму, яка вперше детально розроблена в ро-
ботi Морi й Андо [19], в якiй гамiльтонiан взає-
модiї записувався у координатному зображеннi за
електронними змiнними й у зображеннi чисел за-
повнення за фононними для, так званих, бiнар-
них гетеросистем. Пiзнiше цей пiдхiд був розши-
рений на трикомпонентнi системи [20, 21]. Основ-
нi теоретичнi дослiдження виконувались з викори-
станням золотого правила Фермi. Це давало мо-
жливiсть розраховувати й аналiзувати темпера-
турну еволюцiю параметрiв, що характеризують
мiжзоннi квантовi переходи [17, 18, 21], однак не
дозволяло установити як електрон-фононна взає-
модiя змiнює величини енергiй та затухання квазi-
стацiонарних станiв електронiв у квантово-ямних
РТС.

Метою пропонованої роботи є встановлення яв-
ного вигляду гамiльтонiана системи електронiв,
якi взаємодiють з обмеженими поляризацiйними
фононами у зображеннi вторинного квантуван-
ня за всiма змiнними системи. Це дає можли-
вiсть застосувати метод температурних функцiй
Грiна електронiв для розрахунку перенормуван-
ня спектральних параметрiв (змiщень i затухан-
ня) квазiстацiонарних станiв у вiдкритих ТБРТС
з достатньо потужними зовнiшнiми бар’єрами, якi
слугують активними зонами експериментальних
ККД [22, 23], та проаналiзувати еволюцiю цих па-
раметрiв у залежностi вiд геометричного дизай-
ну, концентрацiї (𝑥) Al, та температури системи
на прикладi типових РТС на основi GaAs-ям i
Al𝑥Ga1−𝑥As-бар’єрiв.

2. Теорiя взаємодiї електронiв
з обмеженими поляризацiйними
фононами у ТБРТС

2.1. Енергетичний спектр, хвильовi
функцiї та гамiльтонiан електронiв
у зображеннi чисел заповнення

Оскiльки товщини зовнiшнiх шарiв трибар’єрних
РТС як активних зон експериментальних ККД є
досить великими (3–6 нм) [13], то для побудови
теорiї електрон-фононної взаємодiї будемо викори-
стовувати модель закритої ТБРТС (рис. 1) з вiдо-
мими ефективними масами i потенцiальним рельє-
фом:
𝑚(𝑧) =

{︁
𝑚𝑤,
𝑚𝑏, 𝑈(𝑧) =

{︁
0, reg. 2, 4,
𝑈, reg. 1, 3, 5. (1)

Подаючи електронну хвильову функцiю у
виглядi
Ψ𝑛k(r) =

1√
𝑆
eik𝜌Ψ𝑛(𝑧), (2)

де k i 𝜌 – квазiiмпульс i радiус-вектор електрона
в площинi 𝑥𝑂𝑦; 𝑆 – площа основної областi у цiй
площинi, для 𝑧-ї компоненти цiєї функцiї отриму-
ється рiвняння Шредiнгера:[︂
−~2

2

𝑑

𝑑𝑧

1

𝑚(𝑧)

𝑑

𝑑𝑧
+ 𝑈(𝑧)

]︂
Ψ𝑛(𝑧) = 𝐸𝑛Ψ𝑛(𝑧). (3)

Повна енергiя електрона (𝐸) визначається су-
мою енергiй

𝐸𝑛k = 𝐸𝑛 +
~2k2

2𝑚*
𝑛

. (4)

Тут складова енергiї у площинi, перпендикулярнiй
до осi 𝑂𝑧, визначається як у роботi [17] скорельо-
ваною по РТС ефективною масою 𝑛-ї електронної
пiдзони

1

𝑚*
𝑛

=

∞∫︁
−∞

|Ψ𝑛(𝑧)|2

𝑚(𝑧)
𝑑𝑧, (5)

де Ψ𝑛(𝑧), як i 𝐸𝑛, визначаються розв’язками рiв-
няння (3). При цьому

Ψ𝑛(𝑧) =

5∑︁
𝑗=1

Ψ𝑗𝑛(𝑧) =

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑︁
𝑗=2,4

(𝐴𝑗𝑛 cos 𝑘𝑛𝑧 +𝐵𝑗𝑛 sin 𝑘𝑛𝑧);∑︁
𝑗=1,3,5

(𝐴𝑗𝑛e
𝜒𝑛𝑧 +𝐵𝑗𝑛e

−𝜒𝑛𝑧);
(6)
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𝑘𝑛 = ~−1
√︀
2𝑚𝑤𝐸𝑛;𝜒𝑛 = ~−1

√︀
2𝑚𝑏(𝑈 − 𝐸𝑛) =

=
√︀

2𝑚𝑏𝑈~−2 − 𝑘2𝑛𝑚𝑏/𝑚𝑤. (7)

За умови зникнення хвильової функцiї при
𝑧 → ±∞ 𝐵1𝑛 = 𝐴5𝑛 = 0, решта коефiцiєнтiв
𝐴𝑗𝑛, 𝐵𝑗𝑛 та енергетичний спектр 𝐸𝑛 однозначно
визначаються граничними умовами

Ψ𝑗𝑛(𝑧)|𝑧=𝑧𝑗 = Ψ𝑗+1𝑛(𝑧)|𝑧=𝑧𝑗 ; 𝑗 = 1–4;

1

𝑚𝑗

𝑑Ψ𝑗𝑛(𝑧)

𝑑𝑧
|𝑧=𝑧𝑗 =

1

𝑚𝑗+1

𝑑Ψ𝑗+1𝑛(𝑧)

𝑑𝑧
|𝑧=𝑧𝑗 ,

(8)

та умовою нормування
∞∫︁

−∞

Ψ*
𝑛(𝑧)Ψ𝑛′(𝑧)𝑑𝑧 = 𝛿𝑛𝑛′ . (9)

Здiйснивши в електронному гамiльтонiанi пе-
рехiд до зображення вторинного квантування на
квантованiй хвильовiй функцiї

Ψ̂(r) =
∑︁
𝑛,k

Ψ𝑛k(𝜌, 𝑧)𝑎𝑛k, (10)

отримується гамiльтонiан невзаємодiючих еле-
ктронiв у зображеннi чисел заповнення

𝐻𝑒 =
∑︁
𝑛,k

𝐸𝑛k𝑎
+
𝑛k𝑎𝑛k (11)

з визначеним (4) електронним спектром 𝐸𝑛k та
фермiонними операторами народження (𝑎+𝑛k) i
знищення (𝑎𝑛k) електронних станiв, що задоволь-
няють антикомутацiйнi спiввiдношення.

2.2. Гамiльтонiани обмежених
фононiв та електрон-фононної взаємодiї

Як вiдомо [17, 21], у моделi дiелектричного конти-
нууму спектри iнтерфейсних та обмежених фоно-
нiв i потенцiали їх полiв поляризацiї визначаються
рiвнянням

𝜀𝑗(𝜔)∇2Φ(r) = 0, (12)

де 𝜀𝑗(𝜔) – дiелектрична проникливiсть 𝑗-го шару
системи подвiйного чи потрiйного матерiалу вiд-
повiдно

𝜀𝑗(𝜔) = 𝜀𝑗∞
𝜔2 − 𝜔2

𝐿𝑗

𝜔2 − 𝜔2
𝑇𝑗

;

𝜀𝑗(𝜔) = 𝜀𝑗∞
(𝜔2 − 𝜔2

𝐿𝑗1)(𝜔
2 − 𝜔2

𝐿𝑗2)

(𝜔2 − 𝜔2
𝑇𝑗1)(𝜔

2 − 𝜔2
𝑇𝑗2)

.

(13)

Тут 𝜀𝑗∞ – високочастотна проникливiсть; 𝜔𝐿𝑗 ,
𝜔𝐿𝑗1, 𝜔𝐿𝑗2, 𝜔𝑇𝑗 , 𝜔𝑇𝑗1, 𝜔𝑇𝑗2 – частоти поздовжнiх
(𝐿) та поперечних (𝑇 ) коливань 𝑗-го середовища.

Рiвняння (12) має два типи розв’язкiв, якi
для неоднорiдних наногетеросистем доповнюю-
ться граничними умовами на всiх її межах. A)
Якщо 𝜀𝑗(𝜔) ̸= 0, то ∇2Φ𝐼(r) = 0 i тодi з урахуван-
ням граничних умов, що пов’язанi з неперервнiстю
потенцiалу Φ𝐼 й iндукцiї цього поля на всiх межах
гетеросистеми знаходиться поле поляризацiї iнтер-
фейсних фононiв (𝐼-фононiв), квантування якого
визначає енергетичний спектр цих фононiв [21]. B)
Якщо ∇2Φ𝐿(r) ̸= 0, то 𝜀𝑗(𝜔) = 0 i з урахуванням
вiдомих ще з роботи [19] граничних умов зникнен-
ня потенцiалу поля поляризацiї обмежених фоно-
нiв (Φ𝑗𝐿(𝜌, 𝑧𝑗) = 0) на всiх межах наногетеросисте-
ми незалежно вiд того чи середовища обмеженi, чи
напiвобмеженi, та чи вони є дво- чи трикомпонен-
тними матерiалами, енергiї обмежених фононiв у
них визначаються тими ж частотами, що й у ма-
сивних матерiалах

Ω𝑗 = ~𝜔𝐿𝑗 , Ω𝑗ℓ = ~𝜔𝐿𝑗ℓ, (ℓ = 1, 2). (14)

Розклад потенцiала поля поляризацiї 𝑗-го сере-
довища у двовимiрний ряд Фур’є:

Φ𝑗(𝜌, 𝑧) =
∑︁
𝜆,ℓ,q

Φ𝑗ℓ𝜆(q, 𝑧)e
iq𝜌, (15)

з наступним переходом вiд фур’є-компонент споча-
тку до нормальних узагальнених координат i iм-
пульсiв, а потiм до операторiв чисел заповнення
за вiдомою квантово-механiчною схемою [16] ви-
значає гамiльтонiан обмежених фононiв у моделi
трикомпонентного матерiалу

�̂�𝐿 =
∑︁

𝑗,ℓ,𝜆,q

Ω𝑗ℓ(𝑏
+
𝑗ℓ𝜆q𝑏𝑗ℓ𝜆q + 1/2). (16)

Зауважимо, що тут i далi математичнi викладки
приводяться для бiльш загальної трикомпонентної
моделi, в якiй iндекс ℓ набуває значення 1 i 2. Усi
формули справедливi й для двокомпонентної моде-
лi при ℓ = 1. Оператори 𝑏+𝑗ℓ𝜆q, 𝑏𝑗ℓ𝜆q задовольняють
бозоннi комутацiйнi спiввiдношення.

Нормалiзацiю мод i квантування поля 𝐿-фоно-
нiв у моделi дiелектричного континууму викона-
нo Морi й Андо [19] для бiнарних гетеросистем, а
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для потрiйних – у роботах [17, 20]. Отже, з ура-
хуванням вiдомих з робiт [17, 20] потенцiалiв по-
лiв поляризацiї окремих 𝑗-х середовищ, гамiльто-
нiан взаємодiї (�̂�𝑒−𝐿 = −𝑒Φ(r)) електронiв зi всiма
гiлками (𝜆) обмежених i напiвобмежених фононiв
всiєї гетеросистеми у зображеннi вторинного кван-
тування за фононними змiнними можна подати у
виглядi

�̂�𝑒−𝐿 =

= −
∑︁

𝑗,ℓ,𝜆,q

⎯⎸⎸⎸⎷8𝜋~𝑒2𝑑𝑗
(︁
𝜕𝜀𝑗(𝜔)
𝜕𝜔 |𝜔=𝜔𝐿𝑗ℓ

)︁−1

𝑆(𝜋2𝜆2 + 𝑞2𝑑2𝑗 )
×

×

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
cos

[︂
𝜋𝜆

(︂
𝑧 − 𝑧𝑗−1

𝑑𝑗
− 1

2

)︂]︂
, 𝜆 = 1, 3, 5, ...

sin

[︂
𝜋𝜆

(︂
𝑧 − 𝑧𝑗−1

𝑑𝑗
− 1

2

)︂]︂
, 𝜆 = 2, 4, 6, ...

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭×

×𝐻𝑗(𝑧)e
iq𝜌(𝑏𝑗ℓ𝜆q + 𝑏+𝑗ℓ𝜆q). (17)

Тут 𝐻𝑗(𝑧) – уведена в роботi [19] функцiя

𝐻𝑗(𝑧) =

{︂
1, якщо 𝑧 належить до 𝑗-го шару,
0, в iнших випадках, (18)

q – двовимiрний квазiiмпульс фононiв; 𝑑𝑗 – товщи-
на 𝑗-ї областi гетеросистеми.

Здiйснивши в гамiльтонiанi (17) перехiд до зо-
браження вторинного квантування на квантованiй
хвильовiй функцiї електронiв (10), отримується га-
мiльтонiан 𝑒 − 𝐿-взаємодiї у зображеннi чисел за-
повнення за електронними i фононними змiнними

�̂�𝑒−𝐿 =
∑︁
𝑛,𝑛′

∑︁
𝑗,ℓ

∑︁
𝜆,q

𝐹 𝑗𝜆
𝑛′𝑛(ℓ, 𝑞)×

× 𝑎+𝑛′k+q𝑎𝑛k(𝑏𝑗ℓ𝜆q + 𝑏+𝑗ℓ𝜆q). (19)

Тут функцiї зв’язку мають вигляд

𝐹 𝑗𝜆
𝑛′𝑛(ℓ, 𝑞) = 𝑓 𝑗𝜆

𝑛′𝑛(ℓ)
𝑑𝑗√
𝑆
(𝜋2𝜆2 + 𝑞2𝑑2𝑗 )

−1/2, (20)

де величини

𝑓 𝑗𝜆
𝑛′𝑛(ℓ) = −

√︃
8𝜋~𝑒2
𝑑𝑗

(︂
𝜕𝜀𝑗(𝜔)

𝜕𝜔
|𝜔=𝜔𝐿𝑗ℓ

)︂−1

×

×
𝑧𝑗∫︁

𝑧𝑗−1

𝑑𝑧Ψ*
𝑗𝑛′(𝑧)Ψ𝑗𝑛(𝑧)×

×

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
cos

[︂
𝜋𝜆

(︂
𝑧 − 𝑧𝑗−1

𝑑𝑗
− 1

2

)︂]︂
, 𝜆 = 1, 3, 5, ...

sin

[︂
𝜋𝜆

(︂
𝑧 − 𝑧𝑗−1

𝑑𝑗
− 1

2

)︂]︂
, 𝜆 = 2, 4, 6, ...

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (21)

характеризують силу електрон-фононної взає-
модiї.

Iнтеграл в (21), як видно з (6), мiстить про-
стi тригонометричнi й експоненцiйнi функцiї, то-
му хоча вiн визначається точно аналiтично, але
не приводиться через громiздкiсть. Зауважимо, що
електрон-𝐼-фононна взаємодiя тут не розглядає-
ться, оскiльки ця важлива теоретична задача, по-
перше, вимагає значного збiльшення об’єму робо-
ти, що виходить за межi цiєї статтi, по-друге, до-
бре вiдомо, що взаємодiя електронiв з 𝐼-фононами
є нехтовно малою у широких квантових ямах, а
отже для таких наносистем викладена тут теорiя
має самостiйне значення.

2.3. Гамiльтонiан електрон-фононної
системи та електронна функцiя Грiна
в ТБРТС

Отриманий гамiльтонiан електрон-фононної си-
стеми в ТБРТС

�̂� = �̂�𝑒 + �̂�𝐿 + �̂�𝑒−𝐿 (22)

дозволяє аналiтично розрахувати фур’є-образ еле-
ктронної функцiї Грiна за правилами дiаграмної
технiки Фейнмана–Пайнса [16, 25] при довiльнiй
температурi (𝑇 ) системи за умови, що середнi чи-
сла заповнення електронних станiв (𝑛k ≪ 1) ма-
лi, а фононних – визначаються розподiлом Бозе–
Ейнштейна

𝜈𝑗ℓ =

(︂
e

Ω𝑗ℓ
𝑘B𝑇 − 1

)︂−1

. (23)

У цьому випадку фур’є-образ електронної
функцiї Грiна визначається рiвнянням Дайсона
[16, 24]:

𝐺𝑛(k, 𝐸) = {𝐸 − 𝐸𝑛k −𝑀𝑛(k, 𝐸)}−1, (24)

де внаслiдок слабкостi електрон-фононного зв’яз-
ку в масовому операторi 𝑀𝑛(k, 𝐸) достатньо обме-
житись дiаграмою однофононного наближення

𝑀𝑛(k, 𝐸) =

5∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑛′=1

∑︁
ℓ,𝜆,q

𝑓 𝑗𝜆*
𝑛𝑛′ (ℓ)𝑓

𝑗𝜆
𝑛′𝑛(ℓ)×

× 𝑑2𝑗𝑆
−1

{︂
1 + 𝜈𝑗ℓ

𝐸 − 𝐸𝑛′(k+ q)− Ω𝑗ℓ + i𝜂
+

+
𝜈𝑗ℓ

𝐸 − 𝐸𝑛′(k+ q) + Ω𝑗ℓ + i𝜂

}︂
. (25)
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Тут 𝑁 – кiлькiсть енергетичних зон (рiвнiв) у
потенцiальних ямах наносистеми. Перехiд вiд су-
ми по двовимiрному квазiiмпульсу q до iнтегралiв
(
∑︀

q ⇒ (2𝜋)−2𝑆
∫︀ ∫︀

𝑑2q) у полярнiй системi коор-
динат дозволяє виконати точний аналiтичний роз-
рахунок масового оператора (25) при k = 0, що
вiдповiдає типовiй експериментальнiй ситуацiї, ко-
ли електрони рухаються перпендикулярно до по-
верхнi гетеросистеми. У результатi для 𝑀𝑛(k =
= 0, 𝐸) отримується

𝑀𝑛(k, 𝐸) = −
5∑︁

𝑗=1

𝑁∑︁
𝑛′=1

∑︁
𝜆,ℓ

(︃
2~2

𝑚*
𝑛𝑑

2
𝑗

)︃−1

𝑑2𝑗𝑆
−1×

× 𝑓 𝑗𝜆*
𝑛𝑛′ (ℓ)𝑓

𝑗𝜆
𝑛′𝑛(ℓ)

∞∫︁
0

𝑑𝑥

𝜋2𝜆2 +
(︁

~2

2𝑚*
𝑛𝑑

2
𝑗

)︁−1

𝑥
×

×
{︂

1 + 𝜈𝑗ℓ
𝑥+ 𝐸𝑛′ +Ω𝑗ℓ − 𝐸 + i𝜂

+

+
𝜈𝑗ℓ

𝑥+ 𝐸𝑛′ − Ω𝑗ℓ − 𝐸 + i𝜂

}︂
, (𝜂 → +0). (26)

З урахуванням слабкостi електрон-фононного
зв’язку, покладаючи у масовому операторi 𝐸 =
= 𝐸𝑛, та видiляючи в ньому дiйсну

Δ𝑛 = Δ𝑛𝑛 +
∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

Δ𝑛𝑛′ =

= Re𝑀𝑛𝑛(𝐸𝑛) +
∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

Re𝑀𝑛𝑛′(𝐸𝑛), (27)

й уявну

Γ𝑛 = Γ𝑛𝑛 +
∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

Γ𝑛𝑛′ =

= 2Im𝑀𝑛𝑛(𝐸𝑛) + 2
∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

Im𝑀𝑛𝑛′(𝐸𝑛), (28)

частини, якi описують вiдповiдно повнi (Δ𝑛,Γ𝑛)
змiщення й затухання 𝑛-ї зони та їх парцiальнi
внутрiшньозоннi (Δ𝑛𝑛,Γ𝑛𝑛) та мiжзоннi (Δ𝑛𝑛′ ̸=𝑛,
Γ𝑛𝑛′ ̸=𝑛) складовi, внаслiдок точного аналiтичного
iнтегрування отримується

Δ𝑛 = Δ+
𝑛 +Δ−

𝑛 =

= (Δ+
𝑛𝑛 +

∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

Δ+
𝑛𝑛′) + (Δ−

𝑛𝑛 +
∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

Δ−
𝑛𝑛′), (29)

Γ𝑛 = Γ+
𝑛 + Γ−

𝑛 =

= (Γ+
𝑛𝑛 +

∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

Γ+
𝑛𝑛′) + (Γ−

𝑛𝑛 +
∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

Γ−
𝑛𝑛′), (30)

де

Δ±
𝑛 = −

𝑁∑︁
𝑛′=1

∑︁
𝑗,𝜆,ℓ

(︃
2𝜋~2

𝑚*
𝑛𝑑

2
𝑗

)︃−1

𝑓 𝑗𝜆*
𝑛𝑛′ (ℓ)𝑓

𝑗𝜆
𝑛′𝑛(ℓ)×

× ln

[︃
(𝜋𝜆~)2

2𝑚*
𝑛𝑑

2
𝑗 |𝐸𝑛′ − 𝐸𝑛 ± Ω𝑗ℓ|

]︃{︁
1 + 𝜈𝑗ℓ
𝜈𝑗ℓ

}︁
×

×

{︃
Θ(𝐸𝑛′ − 𝐸𝑛 ± Ω𝑗ℓ)

(𝜋𝜆)2 − |𝐸𝑛′ − 𝐸𝑛 ± Ω𝑗ℓ|
(︁

~2

2𝑚*
𝑛𝑑

2
𝑗

)︁−1 +

+
Θ(𝐸𝑛 − 𝐸𝑛′ ± Ω𝑗ℓ)

(𝜋𝜆)2 + |𝐸𝑛′ − 𝐸𝑛 ± Ω𝑗ℓ|
(︁

~2

2𝑚*
𝑛𝑑

2
𝑗

)︁−1

}︃
, (31)

Γ±
𝑛 =

𝑁∑︁
𝑛′=1

∑︁
𝑗,𝜆,ℓ

(︃
4~2

𝑚*
𝑛𝑑

2
𝑗

)︃−1

𝑓 𝑗𝜆*
𝑛𝑛′ (ℓ)𝑓

𝑗𝜆
𝑛′𝑛(ℓ)×

×
Θ(𝐸𝑛 − 𝐸𝑛′ ± Ω𝑗ℓ)

{︁
1 + 𝜈𝑗ℓ
𝜈𝑗ℓ

}︁
(𝜋𝜆)2 + |𝐸𝑛′ − 𝐸𝑛 ± Ω𝑗ℓ|

(︁
~2

2𝑚*
𝑛𝑑

2
𝑗

)︁−1 . (32)

Розвинена тут теорiя дозволяє виконувати роз-
рахунок i аналiз перенормованих взаємодiєю з
обмеженими 𝐿-фононами параметрiв електронно-
го спектрa в ТБРТС при заданих фiзичних i гео-
метричних параметрах системи.

3. Аналiз температурної
i концентрацiйної залежностей параметрiв
електронного спектра на прикладi ТБРТС
з GaAs-ямами i Al𝑥Ga1−𝑥As-бар’єрами

Розрахунок змiщень i затухання, як параметрiв
електронного спектрa, виконувався на прикладi
ТБРТС GaAs/Al𝑥Ga1−𝑥As, якa є активною зоною
експериментально дослiджуваних ККД [21, 22].
Фiзичнi параметри складових елементiв системи
наведено в таблицi.

На рис. 2, а–е наведено залежностi спектральних
параметрiв електронiв вiд положення (𝑎1) внутрi-
шнього бар’єра мiж зовнiшнiми для двох ТБРТС
з однаковими сумарними розмiрами обох ям (𝑎 =
= 𝑎1 + 𝑎2 = 13,9 нм) та при фiксованих розмiрах
внутрiшнього бар’єра (𝑏 = 1,13 нм), але з рiзними
концентрацiями Al в усiх бар’єрах: А) 𝑥 = 0,15, з
малим потенцiальним бар’єром 𝑈 = 120 меВ, Б)
𝑥 = 0,45, з великим бар’єром 𝑈 = 320 меВ при
𝑇 = 0 K.

З рис. 2 видно, що незалежно вiд концентрацiї
(𝑥) Al у шарах-бар’єрах РТС залежнiсть усiх спе-
ктральних параметрiв електронiв вiд розмiру (𝑎1)
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Фiзичнi параметри складових елементiв наносистеми

𝜀∞ ~𝜔𝐿1, меВ ~𝜔𝑇1, меВ ~𝜔𝐿2, меВ ~𝜔𝑇2, меВ 𝑚, 𝑚𝑒 𝑈 , меВ

GaAs 10,89 36,25 33,29 0,067 0,6 (1266𝑥+260𝑥2)

Al𝑥Ga1−𝑥As 10,89 – 2,73𝑥 36,25 – 6,553𝑥+ 33,29 – 0,643𝑥 – 44,63+8,783𝑥 – 44,63+0,553𝑥 – 0,067+
+1,793𝑥2 – 1,163𝑥2 – 3,323𝑥2 – 0,303𝑥2 +0,083𝑥

першого шару-ями якiсно подiбнi й симетричнi вiд-
носно середини 𝑎1 = 𝑎/2 ТБРТС. У ТБРТС (А) з
мiлкими ямами (𝑥 = 0,15) є три квазiстацiонар-
них стани, з яких енергiї (𝐸1, 𝐸2) двох робочих
станiв розташованi нижче, нiж вiдповiднi енергiї
у ТБРТС (Б) з глибокими ямами (𝑥 = 0,45) з чо-
тирма квазiстацiонарними станами (рис. 2 а, е).

Енергiя квантового переходу мiж двома най-
нижчими рiвнями (𝐸21 = 𝐸2 − 𝐸1) з поглинан-
ням електромагнiтного поля нелiнiйно залежить
вiд розмiру першої ями 𝑎1. При збiльшеннi 𝑎1 вiд
нуля до величини порядку 𝑎/4 величина 𝐸21 збiль-
шується, досягаючи максимального значення: А)
max𝐸21 = 48 меВ, Б) max𝐸21 = 76 меВ. З подаль-
шим збiльшенням 𝑎1 величина 𝐸21 зменшується,
досягаючи мiнiмального значення: А) min𝐸21 =
29 меВ, Б) min𝐸21 = 20 меВ при 𝑎1 = 𝑎/2.

Повне вiд’ємне змiщення (Δ1) першого робочого
рiвня (рис. 2, б, д) за рахунок взаємодiї електро-
нiв з вiртуальними фононами зi збiльшенням 𝑎1 в
iнтервалi 0 ≤ 𝑎1 ≤ 𝑎/2 – зменшується. При цьо-
му його величина майже при всiх значеннях 𝑎1, в
основному, формується внутрiшньозонною взаємо-
дiєю (Δ11), а парцiальнi внески електронної взає-
модiї з фононами через iншi зони є досить мали-
ми, i лише в околi 𝑎1 ≈ 𝑎/2 їх сумарний внесок
у змiщення (Δ1Σ =

∑︀
𝑛′ ̸=𝑛 Δ1𝑛′) сумiрний з ве-

личиною Δ11.
Повне вiд’ємне змiщення (Δ2) другого робочого

рiвня (рис. 2, в, г) зi збiльшенням 𝑎1 в iнтервалi
0 ≤ 𝑎1 ≤ 𝑎/4 зменшується, в iнтервалi 𝑎/4 ≤ 𝑎1 ≤
≤ 𝑎/3 – збiльшується, а в iнтервалi 𝑎/3 ≤ 𝑎1 ≤ 𝑎/2
є слабо нелiнiйним. При цьому в iнтервалi 0 ≤
≤ 𝑎1 ≤ 𝑎/3 для системи А (рис. 2, в) сумарний
внесок (Δ2Σ) мiжзонної взаємодiї у змiщення Δ2

порiвняний з внеском Δ22 внутрiшньозонної вза-
ємодiї, а в iнтервалi 𝑎/3 ≤ 𝑎1 ≤ 𝑎/2 змiщення
Δ2Σ майже вдвiчi переважає Δ22. Для системи B
(рис. 2, г) внески Δ22 i Δ2Σ у величину Δ2 сумiрнi
для всiх значень 𝑎1.

Що ж до затухання Γ2 (рис. 2, в, г), то при
𝑇 = 0 K воно виникає лише в другому робочо-
му станi (Γ2 = Γ21) внаслiдок мiжзонної взаємодiї
електронiв цього стану через вiртуальнi фонони з
електронами першого (основного) стану за умови
𝐸2 > 𝐸1 +Ω𝑗ℓ. Звичайно, внутрiшньозонна й мiж-
зонна взаємодiї електронiв нижнiх (зокрема основ-
ного) станiв через фонони з електронами вищих
збуджених станiв не приводять до затухання у вiд-
повiдностi з фiзичними мiркуваннями.

Температурна залежнiсть спектральних параме-
трiв, як видно з масового оператора (26), визна-
чається середнiми значеннями чисел заповнення
(𝜈) фононних станiв у процесах електрон-фононної
взаємодiї з випромiнюванням (перший доданок ма-
сового оператора) i поглинанням (другий доданок
масового оператора) фононiв. На рис. 3, а–e наве-
дено еволюцiю повних Δ𝑇

𝑛 = Δ𝑛 +Δ𝑛(𝑇 ) та парцi-
альних Δ𝑇

𝑛𝑛 = Δ𝑛𝑛+Δ𝑛𝑛(𝑇 ), Δ𝑇
𝑛Σ = Δ𝑛Σ+Δ𝑛Σ(𝑇 )

змiщень i повних Γ𝑇
𝑛 = Γ𝑛 + Γ𝑛(𝑇 ) та парцiальних

Γ𝑇
𝑛𝑛 = Γ𝑛𝑛 +Γ𝑛𝑛(𝑇 ), Γ𝑇

𝑛Σ = Γ𝑛Σ +Γ𝑛Σ(𝑇 ) ширин зi
змiною положення (𝑎1) внутрiшнього бар’єра вiд-
носно зовнiшнiх бар’єрiв ТБРТС при температурi
𝑇 = 300 K.

З рис. 3, а–е видно, що внески реальних фононiв
у величини повних (Δ𝑇

𝑛 ) i парцiальних змiщень та
повних (Γ𝑇

𝑛 ) i парцiальних ширин при 𝑇 = 300 K
сумiрнi з внесками (Δ𝑛) вiртуальних фононiв при
𝑇 = 0 K. Якiсна залежнiсть цих величин вiд поло-
ження внутрiшнього бар’єра (𝑎1) також залишає-
ться подiбною до тiєї, що й при 𝑇 = 0 K. При цьо-
му, незалежно вiд концентрацiї (𝑥) та величини 𝑎1,
зi збiльшенням температури до 300 K абсолютнi
величини усiх перенормуючих спектральних пара-
метрiв зросли по абсолютнiй величинi: у системi А
трохи менше, нiж у системi Б. Варто ще зазначити,
що при вiдмiннiй вiд нуля температурi за рахунок
процесiв поглинання реальних фотонiв (оскiльки
𝜈 ̸= 0) виникло затухання не лише у збудженому,
а й в основному електронному станi (рис. 3, в, г).
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Рис. 2. Залежностi спектральних параметрiв електронiв вiд положення (𝑎1) внутрiшнього бар’єра мiж зовнiшнiми бар’є-
рами ТБРТС при 𝑇 = 0 K
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Рис. 3. Залежностi спектральних параметрiв електронiв вiд положення (𝑎1) внутрiшнього бар’єра мiж зовнiшнiми бар’є-
рами ТБРТС при 𝑇 = 300 K
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4. Основнi результати i висновки

1. Вперше отримано гамiльтонiан системи електро-
нiв, що взаємодiють з обмеженими поляризацiйни-
ми фононами у наноТБРТС з трикомпонентними
бар’єрами у зображеннi вторинного квантування
за всiма змiнними.

2. Методом температурних функцiй Грiна розра-
ховано й проаналiзовано перенормованi фононами
змiщення й затухання двох найнижчих (робочих)
електронних станiв у ТБРТС GaAs/Al𝑥Ga1−𝑥As
при 𝑇 = 0 K, 𝑇 = 300 K.

3. Показано, що незалежно вiд температури та
концентрацiї Al у бар’єрах зi змiною конфiгурацiї
положення внутрiшнього бар’єра еволюцiя затуха-
ння та вiд’ємнi змiщення електронних станiв є не-
лiнiйними.

4. Розвинений пiдхiд дозволяє врахувати й iншi
механiзми взаємодiї електронiв (мiжелектронну, з
iнтерфейсними поляризацiйними та акустичними
фононами, з постiйними електричними та висо-
кочастотними електромагнiтними полями). Побу-
дована теорiя з урахуванням основних механiзмiв
взаємодiї електронiв при їх тунелюваннi крiзь вiд-
критi багатошаровi РТС дозволить не лише де-
тально вивчити фiзичнi явища у наногетероси-
стемах, а й оптимiзувати робочi характеристики
ККД, ККЛ та iнших наноприладiв.
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Н.В.Ткач, Ю.А.Сети, Ю.Б. Гринишин

ВЛИЯНИЕ ОГРАНИЧЕННЫХ
ПОЛЯРИЗАЦИОННЫХ ФОНОНОВ
НА ЭЛЕКТРОННЫЙ СПЕКТР
ТРЕХБАРЬЕРНОЙ АКТИВНОЙ ЗОНЫ
КВАНТОВОГО КАСКАДНОГО ДЕТЕКТОРА

Р е з ю м е

В модели эффективных масс и прямоугольных потен-
циалов для электронов и в модели поляризационного
континуума для ограниченных фононов в трехбарьерной
резонансно-туннельной наноструктуре получен гамильто-
ниан электрон-фононной системы в представлении чисел
заполнения по всем переменным. Методом функций Грина
рассчитан перенормированный спектр электронов в трех-
барьерной резонансно-туннельной наноструктуре на осно-
ве GaAs-ям и Al𝑥Ga1−𝑥As-барьеров при разных значениях
концентрации (𝑥) Al. Установлено, что при изменении тем-
пературы от 0 до 300 K, независимо от концентрации Al,
с изменением геометрической конфигурации трехбарьер-
ной резонансно-туннельной наноструктуры ширины обоих
нижних (рабочих) квазистационарных состояний увели-
чиваются, а энергии смещаются в низкоэнергетическую
область. Ширины и смещения оказались сильно нелиней-
ными функциями в зависимости от расположения внутрен-
него барьера в трехбарьерной резонансно-туннельной нано-
структуре.
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M.V.Tkach, Ju.O. Seti, Ju.B.Grynyshyn

INFLUENCE OF CONFINED
POLARIZATION PHONONS ON THE ELECTRON
SPECTRUM IN THE THREE-BARRIER ACTIVE
ZONE OF A QUANTUM CASCADE DETECTOR

S u m m a r y

The Hamiltonian of an electron-phonon system in the second-

quantization representation for all variables has been ob-

tained. The models of effective mass and rectangular potentials

for electrons and the polarization continuum model for confined

phonons in a three-barrier resonant tunneling nanostructure

are used. In the framework of the Green’s function method,

the phonon-renormalized electron spectra are calculated for

a three-barrier resonant tunneling nanostructure composed of

GaAs wells and Al𝑥Ga1−𝑥As barriers with various Al contents

𝑥’s. Irrespective of the Al content, the temperature-induced

variations in the geometrical configuration of the three-barrier

resonant tunneling nanostructure within the temperature in-

terval from 0 to 300 K are found to increase the widths of both

lower (working) quasi-stationary states and decrease their en-

ergies. The widths and the shifts of the states turned out to be

strongly nonlinear functions depending on the position of the

internal barrier in the three-barrier resonant tunneling nano-

structure.
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