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Дослiджено енергетичний спектр системи бозе-атомiв у надплиннiй фазi в оптичних
ґратках типу графену. Розрахунок законiв дисперсiї у зонах та одночастинкових спе-
ктральних густин проведено у наближеннi хаотичних фаз у рамках формалiзму жорс-
тких бозонiв. Описано їх змiни при переходi вiд нормальної до надплинної фази. Пiд
час такої перебудови збiльшується вдвiчi число пiдзон. У випадку енергетичної еквi-
валентностi пiдґраток дiракiвськi точки у спектрi зберiгаються, а їх кiлькiсть по-
двоюється. При енергетичнiй вiдмiнностi мiж пiдґратками точки Дiрака вiдсутнi.
Показано, що форма спектральних густин чутлива до змiни температури та розта-
шування хiмiчного потенцiалу.
К люч о в i с л о в а: оптична ґратка, гексагональна ґратка, фазовий перехiд, спектральна
густина, жорсткi бозони, точки Дiрака.

1. Вступ

Ця робота є продовженням дослiджень, викладе-
них у [1] i присвячених розрахунку енергетично-
го спектра та одночастинкових спектральних гу-
стин для системи бозе-атомiв у двовимiрнiй гекса-
гональнiй оптичнiй ґратцi типу графену. На вiдмi-
ну вiд задачi про електронний спектр графену ми
тут маємо справу з частинками, якi описуються
iншою (нiж фермi-) статистикою. Вивченню тер-
модинамiки i особливостей спектра бозе-частинок
у оптичних ґратках протягом останнього часу на-
дається значна увага. Важливою i цiкавою є за-
дача, яка стосується змiн у спектрi при фазовому
переходi, пов’язаному з бозе-конденсацiєю части-
нок (переходi вiд нормальної (NO) до надплинної
(superfluid (SF)) фази).

Бозе-конденсацiя бозонних атомiв (Rb87) у опти-
чних ґратках, утворених шляхом iнтерференцiї зу-
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стрiчних пучкiв лазерних променiв, вперше спо-
стерiгалась у 2002 р. [2, 3]. З цього часу дослi-
дження цього ефекту та супутнiх явищ проводи-
ться надзвичайно iнтенсивно. Для оптичних ґра-
ток типу графену перехiд до SF-фази було отри-
мано на експериментi в [4], де було виявлено обла-
стi iснування рiзних фаз (залежно вiд значень хi-
мiчного потенцiалу та параметрiв, що характери-
зують короткосяжнi взаємодiї i динамiку части-
нок). Теоретичний розгляд [5–8] стосувався побу-
дови та аналiзу фазових дiаграм, виходячи з моде-
лi Бозе–Хаббарда [9,10], яка є загально прийнятою
для опису системи бозе-атомiв у оптичних ґратках.
Енергетичний спектр бозонiв у ґратках типу гра-
фену дослiджувався в роботах [11, 12]; були роз-
глянутi питання, пов’язанi з топологiєю спектра i
розташуванням дiракiвських точок у нормальнiй
(NO) фазi. Аналiз змiн спектра при переходi до
SF-фази не проводився.

Важливий вплив на формування спектра си-
стеми бозе-атомiв у ґратцi типу графену ма-
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ють короткосяжнi мiжчастинковi кореляцiї, зокре-
ма одновузлова взаємодiя вiдштовхування 𝑈 . Ще
одним ускладненням порiвняно з ґраткою графену
є енергетична нееквiвалентнiсть пiдґраток (якою
легко керувати, змiнюючи фази лазерних проме-
нiв, якi генерують оптичну ґратку). Все це при-
водить, як показано в [1], до суттєвих вiдмiнно-
стей у виглядi одночастинкового спектра NO фа-
зи у порiвняннi зi стандартним спектром графену.
Встановлено, зокрема, що дiракiвськi точки в спе-
ктрi iснують не при будь-яких густинах частинок i,
вiдповiдно, значеннях хiмiчного потенцiалу. Вони
зникають, якщо хiмiчний потенцiал у нормальнiй
(NO) фазi перебуває у щiлинi мiж енергетичними
пiдзонами (така щiлина виникає внаслiдок енерге-
тичної нееквiвалентностi пiдґраток).

У данiй роботi, в доповнення до розрахункiв, якi
були проведенi в [1], ми розглядаємо випадок, ко-
ли система перебуває у фазi з бозе-конденсатом
(SF-фазi). Наш опис ґрунтується, як i в [1], на
двопiдґратковiй моделi жорстких бозонiв [13], яка
є граничним випадком (𝑈 → ∞) моделi Бозе–
Хаббарда i стосується малих рiвнiв заповнення
(0 ≤ 𝑛 ≤ 1) вузлових станiв. Загальна схема знахо-
дження одночастинкових функцiй Грiна для такої
моделi у її псевдоспiновому формулюваннi добре
вiдома; в данiй роботi ми використовуємо пiдхiд,
поданий в [14]. Нашою метою є дослiдження за-
кономiрностей перебудови зонного спектра бозонiв
та спектральних густин при переходi вiд NO до SF
фази, який вiдбувається при змiнi хiмiчного по-
тенцiалу, енергетичної вiдмiнностi мiж пiдґратка-
ми та температури.

2. Спектр збуджень
в надплиннiй (SF) фазi

Гамiльтонiан ґраткового газу жорстких бозонiв,
записаний при нехтуваннi мiжвузловою взаємодi-
єю частинок, має вигляд

𝐻 = −
∑︁
⟨𝑖𝑗⟩

𝑡𝑏+𝑖 𝑏𝑗 +
∑︁
𝑖

(𝜀0 − 𝜇)𝑛𝑖, (1)

де 𝑡 – iнтеграл перенесення мiж найближчими ву-
злами, 𝜀0 – енергiя частинки на вузлi, 𝜇 – хiмiчний
потенцiал. Оскiльки оператори 𝑏+𝑖 (𝑏𝑖) є оператора-
ми Паулi, гамiльтонiан (1) може бути переписаний
у псевдоспiновому представленнi за допомогою пе-

ретворень

𝑏+𝑖 = 𝑆−
𝑖 , 𝑏𝑖 = 𝑆+

𝑖 , 𝑏+𝑖 𝑏𝑖 = 𝑛𝑖 =
1

2
− 𝑆𝑧

𝑖 . (2)

У двопiдґратковому випадку 𝑖 → (𝑛, 𝛼), де 𝛼 =
= 𝐴,𝐵 – iндекс пiдґратки. В результатi

�̂� = −
∑︁
⟨𝑛,𝑛′⟩

[︂
𝐽𝐴𝐵
𝑛𝑛′ (𝑆𝑥

𝑛𝐴𝑆
𝑥
𝑛′𝐵 +

+ 𝐽𝐵𝐴
𝑛𝑛′ (𝑆𝑥

𝑛𝐵𝑆
𝑥
𝑛′𝐴 + 𝑆𝑦

𝑛𝐵𝑆
𝑦
𝑛′𝐴)

]︂
−

−ℎ𝐴

∑︁
𝑛

𝑆𝑧
𝑛𝐴 − ℎ𝐵

∑︁
𝑛

𝑆𝑧
𝑛𝐵

(𝐽𝐴𝐵
⟨𝑛,𝑛′⟩ = 𝐽𝐵𝐴

⟨𝑛′,𝑛⟩ = 𝑡, ℎ𝛼 = 𝜀𝛼 − 𝜇).

(3)

У фазi з бозе-конденсатом параметром порядку
стає вiдмiнне вiд нуля середнє

⟨𝑏𝑛𝛼⟩ = ⟨𝑆𝑥
𝑛𝛼⟩ ≠ 0.

У зв’язку з цим застосовують перетворення пово-
роту

𝑆𝑧
𝑛𝛼 = 𝜎𝑧

𝑛𝛼 cos𝜗𝛼 + 𝜎𝑥
𝑛𝛼 sin𝜗𝛼,

𝑆𝑥
𝑛𝛼 = 𝜎𝑥

𝑛𝛼 cos𝜗𝛼 − 𝜎𝑧
𝑛𝛼 sin𝜗𝛼,

𝑆𝑦
𝑛𝛼 = 𝜎𝑦

𝑛𝛼,

(4)

де кути 𝜗𝛼 знаходять шляхом дiагоналiзацiї га-
мiльтонiана середнього поля

𝐻MF = −
∑︁
𝑛𝛼

𝐸𝛼𝜎
𝑧
𝑛𝛼. (5)

Оскiльки ⟨𝜎𝑧
𝑛𝛼⟩ ̸= 0, ⟨𝜎𝑥

𝑛𝛼⟩ = ⟨𝜎𝑦
𝑛𝛼⟩ = 0, то ⟨𝑆𝑥

𝛼⟩ =
= −⟨𝜎𝑧

𝛼⟩ sin𝜗𝛼.
У нормальнiй фазi

sin𝜗𝛼 = 0, 𝐸𝛼 = ℎ𝛼, ⟨𝜎𝑧
𝑛𝛼⟩ =

1

2
tanh

𝛽ℎ𝛼

2
. (6)

У випадку SF фази внутрiшнi поля 𝐸𝛼 i кути 𝜗𝛼

визначаються iз системи рiвнянь [14]:

sin2 𝜗𝛼 =
⟨𝜎𝑧

𝛼⟩2⟨𝜎𝑧
𝛽⟩2𝐽4(0)− ℎ2

𝛼ℎ
2
𝛽

⟨𝜎𝑧
𝛼⟩2𝐽2(0)[ℎ2

𝛼 + ⟨𝜎𝑧
𝛽⟩2𝐽2(0)]

,

⟨𝜎𝑧
𝛼⟩ =

1

2
tanh

𝛽𝐸𝛼

2
,

𝐸𝛼 = ⟨𝜎𝑧
𝛼⟩𝐽(0)

√︁
ℎ2
𝛼 + ⟨𝜎𝑧

𝛽⟩2𝐽2(0)√︁
ℎ2
𝛽 + ⟨𝜎𝑧

𝛼⟩2𝐽2(0)
,

(7)
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Рис. 1. Фазова дiаграма на площинi (𝑇, ℎ) при рiзних зна-
ченнях 𝛿 (𝛿 = 0, 0,25, 0,45, 0,5, 0,55) [14]

а перехiд з однiєї фази в другу вiдбувається в разi
виконання умови

ℎ𝐴ℎ𝐵 = ⟨𝜎𝑧
𝐴⟩⟨𝜎𝑧

𝐵⟩𝐽2(0) ≡ ⟨𝜎𝑧
𝐴⟩⟨𝜎𝑧

𝐵⟩9𝑡2. (8)

Спiввiдношення (8) визначає межi областей, в
яких iснують NO та SF фази. На рис. 1 зобра-
жено фазову дiаграму на площинi (𝑇, ℎ) [1, 14],
де ℎ = ℎ𝐴+ℎ𝐵

2 , при рiзних значеннях параметра
𝛿 = ℎ𝐴−ℎ𝐵

2 .
Двочасова функцiя Ґрiна

⟨⟨𝑏𝑙𝛼|𝑏+𝑛𝛽⟩⟩ = ⟨⟨𝑆+
𝑙𝛼|𝑆

−
𝑛𝛽⟩⟩ ≡ 𝐺+−

𝑙𝛼,𝑛𝛽 , (9)

за допомогою якої можна отримати бозонний
спектр, була знайдена в [1,14] методом рiвнянь ру-
ху у наближеннi хаотичних фаз. Для її фур’є-об-
разу у iмпульсно-частотному представленнi отри-
мано вираз

⟨⟨𝑆+
A |𝑆−

A ⟩⟩𝑞,𝑤 =
~
2𝜋

⟨𝜎𝑧
A⟩𝑃A

𝑞

[︂
(~2𝜔2−𝐸2

A)(~2𝜔2−𝐸2
B)−

− 2𝑀𝑞~2𝜔2 − 2𝑁𝑞𝐸A𝐸B +𝑀2
𝑞

]︂−1

, (10)

де чисельник функцiї Ґрiна

𝑃A
𝑞 (~𝜔) =

[︀
𝐸A

(︀
cos2 𝜗A + 1

)︀
+ 2~𝜔 cos𝜗A

]︀
×

×
(︀
~2𝜔2 − 𝐸2

B

)︀
− 2~𝜔𝑀𝑞 cos𝜗A + Φ̃A

𝑞 𝐸B (11)

i введено такi позначення:

𝑀𝑞 = Φ𝑞 cos𝜗A cos𝜗B,

𝑁𝑞 =
1

2
Φ𝑞

(︀
1 + cos2 𝜗A cos2 𝜗B

)︀
,

Φ̃A
𝑞 = Φ𝑞 cos

2 𝜗A

(︀
1 + cos2 𝜗B

)︀
,

Φ𝑞 = ⟨𝜎𝑧
𝐴⟩⟨𝜎𝑧

𝐵⟩𝐽2(𝑞);

(12)

тут

𝐽(q) = 𝑡

[︃
ei𝑞𝑦𝑎 + 2e−i𝑞𝑦𝑎 cos

(︂
𝑞𝑥

√
3𝑎

2

)︂]︃
,

𝐽(0) = 3𝑡

(13)

(𝑎 – вiдстань мiж найближчими сусiдами у гекса-
гональнiй ґратцi).

Спектр збуджень бозонiв у SF фазi складається
з чотирьох попарно симетричних гiлок:

𝜀
(SF)
1,2 (q) = ± (𝑃𝑞 +𝑄𝑞)

1/2
,

𝜀
(SF)
3,4 (q) = ± (𝑃𝑞 −𝑄𝑞)

1/2
,

(14)

де

𝑃𝑞 =
1

2

(︀
𝐸2

A + 𝐸2
B

)︀
+𝑀𝑞,

𝑄𝑞 =

[︂
1

4

(︀
𝐸2

A − 𝐸2
B

)︀2
+ 2𝑁𝑞𝐸A𝐸B +

+𝑀𝑞

(︀
𝐸2

A + 𝐸2
B

)︀]︂1/2
.

(15)

У порiвняннi з нормальною фазою, де згiдно
з [14]:

𝜀1,2(q) = ℎ±
√︁
𝛿2 + ⟨𝜎𝑧

A⟩ ⟨𝜎𝑧
B⟩ |𝐽(q)|2, (16)

кiлькiсть гiлок у спектрi у даному випадку є вдвi-
чi бiльшою. Подвоєння типу дзеркального вiдби-
ття вiдносно рiвня хiмiчного потенцiалу настає в
момент фазового переходу, коли при змiнi параме-
трiв моделi (𝜇, 𝛿, чи 𝑇 ) край однiєї з пiдзон (16) до-
торкається до рiвня 𝜇. Така ситуацiя проiлюстро-
вана на рис. 2 i рис. 3 для випадкiв, коли спочатку
(у NO фазi) хiмпотенцiал перебуває мiж пiдзона-
ми або пiд ними. У другому з них, коли вiдсутня
щiлина у спектрi NO фази (тобто при 𝛿 = 0), на
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Рис. 2. Форма гiлок спектра та їх вiдповiднiсть мiж NO фазою (штрихованi лiнiї) i SF фазою (суцiльнi лiнiї) для випадкiв,
коли хiмпотенцiал перебуває мiж зонами у NO фазi (злiва; ℎ = 0,6 у NO фазi й ℎ = 0,7 у SF фазi) та пiд ними (справа;
ℎ = 0,9 у SF фазi й ℎ = 1,0 у NO фазi). Значення iнших параметрiв: 𝛿 = 0,8, Θ = 0,05. Тут i на наступних рисунках вiдлiк
енергiї ведеться вiд рiвня хiмiчного потенцiалу i вимiрюється в одиницях 𝐽(0)

Рис. 3. Поява точок Дiрака при 𝛿 = 0, розходження гiлок на краях зони Брiллюена при зростаннi 𝛿 та змiна поведiнки
гiлок у центрi зони Брiллюена при переходi NO→SF (ℎ = 0,3 у SF фазi й ℎ = 0,5 у NO фазi; Θ = 0,2)

краю зони Брiллюена iснують дiракiвськi точки з
лiнiйним законом дисперсiї. Вони є аналогом та-
ких точок в електронному зонному спектрi графе-
ну (див., наприклад, [15]). Кiлькiсть дiракiвських
точок подвоюється пiсля переходу до SF фази. Но-
вi точки цього типу з’являються в областi вiд’єм-
них енергiй, якщо у NO фазi бозонна зона роз-
ташована над рiвнем хiмiчного потенцiалу, або в
областi додатних енергiй при її розташуваннi пiд
рiвнем 𝜇 (див. рис. 3).

Зазначимо, що коли хiмпотенцiал 𝜇 є мiж пiдзо-
нами (для цього потрiбно, щоб 𝛿 ̸= 0), спектр пе-
ребудовується i дiракiвськi точки зникають. Ситу-
ацiя, коли хiмпотенцiал є в безпосередньому око-
лi дiракiвських точок або на них накладається, у

випадку жорстких бозонiв не реалiзується (за ви-
нятком областей поблизу критичних точок, якi на
фазовiй дiаграмi на рис. 1 є точками максимумiв
кривих рiвноваги фаз).

У SF фазi двi центральнi пiдзони завжди дотор-
каються в точцi q = 0 на рiвнi хiмiчного потенцi-
алу. В цьому околi їх закон дисперсiї лiнiйний, i
в такому сенсi вони вiдповiдають збудженням бо-
голюбiвського типу у взаємодiючому бозе-газi, якi
iснують за наявностi бозе-конденсату [16].

3. Спектральна густина 𝜌𝛼(𝜔) у SF фазi

Функцiю спектральної густини для одночастинко-
вих бозонних збуджень, розраховану на один вузол
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Рис. 4. Структура спектральної густини 𝜌𝐴(𝜔) в SF фазi: загальний вигляд (вгорi злiва) та збiльшенi зображення для
трьох дiапазонiв значень енергiї збуджень ~𝜔, де спектральна густина вiдмiнна вiд нуля (вгорi справа та внизу; вага
рiзних пiдзон вiдрiзняється на порядки). Залежностi отримано при таких значеннях параметрiв: 𝐽(0) = 1, 𝛿 = 0,8, ℎ = 0,7,
Θ = 0,05

ґратки, ми тут означимо як

𝜌𝛼(𝜔) = − 2

𝑁

∑︁
q

Im ⟨⟨𝑏𝛼|𝑏+𝛼 ⟩⟩q,𝜔+i𝜀 =

= − 2

𝑁

∑︁
q

Im ⟨⟨𝑆+
𝛼 |𝑆−

𝛼 ⟩⟩q,𝜔+i𝜀. (17)

Виходячи з формули (10) та застосовуючи роз-
клад на простi дроби, можна записати функцiю
𝜌𝛼(𝜔) таким чином:

𝜌𝛼(𝜔) =
1

𝑁

∑︁
𝑞

⟨𝜎𝑧
𝛼⟩

4∑︁
𝑖=1

𝐴𝛼
𝑖 (q)𝛿

(︂
𝜔 − 𝜀𝑖(q)

~

)︂
, (18)

де

𝐴𝛼
1,2(q) =

𝑃𝛼
𝑞 (~𝜔 = 𝜀1,2(q))

4𝑄𝑞𝜀1,2(q)
,

𝐴𝛼
3,4(q) = −

𝑃𝛼
𝑞 (~𝜔 = 𝜀3,4(q))

4𝑄𝑞𝜀3,4(q)
.

(19)

Обчислення суми за хвильовим вектором здiйсню-
ємо згiдно з процедурою

1

𝑁

∑︁
q

Φ(|𝐽(q)|2) = 1

𝑁

∑︁
q

Φ(𝑡2|𝛾𝑞|2) =

=

∫︁
𝑑𝑥𝜌0(𝑥)Φ(𝑡

2𝑥), (20)

де

|𝛾q|2 = 1 + 4 cos

(︃
𝑞𝑥

𝑎
√
3

2

)︃
cos

(︂
𝑞𝑦

3

2
𝑎

)︂
+

+4 cos2

(︃
𝑞𝑥

𝑞
√
3

2

)︃
,

а 𝜌0(𝑥) =
1
𝑁

∑︀
q 𝛿(𝑥− |𝛾q|2) – допомiжна функцiя,

що характеризує розподiл за квадратом енергiї i
пов’язана з зонною густиною станiв 𝑔(ℰ) для ґра-
тки графену таким спiввiдношенням:

𝜌0(𝑥) =
1

2
√
𝑥
𝑔(
√
𝑥 ). (21)

Функцiя 𝑔(ℰ) має вигляд

𝑔(ℰ) = 2

𝜋2

|ℰ|√
𝑍0

𝐹

(︃
𝜋

2
,

√︂
𝑍1

𝑍0

)︃
,

𝑍0 =

{︂
(1 + |ℰ|)2 − 1

4

(︀
|ℰ|2 − 1

)︀2
, |ℰ| 6 1,

4|ℰ|, 1 6 |ℰ| 6 3,

𝑍1 =

{︂
4|ℰ|, |ℰ| 6 1,
(1 + |ℰ|)2 − 1

4 (|ℰ|
2 − 1)2, 1 6 |ℰ| 6 3,

(22)
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Рис. 5. Спектр (лiвий стовпчик) i спектральна густина 𝜌𝐴(𝜔) (центральний та правий стовпчики) в NO i SF фазах
при змiнi енергiї ℎ. Iншi параметри зафiксовано з такими значеннями: 𝐽(0) = 1, 𝛿 = 0,8, Θ = 0,05. Графiки 𝜌𝐴(𝜔) для
найнижчої гiлки у SF фазi не подано

де 𝐹 (𝜋/2, 𝑦) – повний елiптичний iнтеграл першого
роду (див. [17, 18]).

Для 𝛿-функцiї у формулi (18) використовуємо
представлення

𝛿

(︂
𝜔 − 𝜀𝑖(𝑥)

~

)︂
=

= 𝛿(𝑥− �̃�𝑖)2~|𝜀𝑖|
⃒⃒⃒⃒
𝑏+

𝑑

2(~2𝜔2 − 𝑎− 𝑏�̃�𝑖)

⃒⃒⃒⃒−1

, (23)

де 𝜀𝑖(𝑥) = 𝜀𝑖(q)
⃒⃒
|𝛾𝑞|2→𝑥

, �̃�𝑖 – корiнь рiвняння ~𝜔 =

= 𝜀𝑖(𝑥). Запроваджено також позначення

𝑎 =
𝐸2

𝐴 + 𝐸2
𝐵

2
,

𝑏 = ⟨𝜎𝑧
𝐴⟩⟨𝜎𝑧

𝐵⟩ cos𝜗𝐴 cos𝜗𝐵𝑡
2 ≡ 𝑚 cos𝜗𝐴 cos𝜗𝐵 ,

𝑑 = 𝑚 (𝐸𝐴 + 𝐸𝐵 cos𝜗𝐴 cos𝜗𝐵)×

× (𝐸𝐵 + 𝐸𝐴 cos𝜗𝐴 cos𝜗𝐵).

(24)
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Рис. 6. Спектр (лiвий стовпчик) i спектральна густина 𝜌𝐴(𝜔) (правий стовпчик) в NO i SF фазах для 𝛿 = 0 при змiнi
енергiї ℎ. Iншi параметри зафiксовано з такими значеннями: 𝐽(0) = 1, Θ = 0,2

В результатi для спектральної густини 𝜌𝐴(~𝜔) =
= 𝜌𝐴(𝜔)/~, що характеризує розподiл за енергiєю,
отримуємо

𝜌𝐴(~𝜔) =
4∑︁

𝑖=1

𝜌0(�̃�𝑖)⟨𝜎𝑧
𝐴⟩×

× 𝑘 + 𝑙�̃�𝑖

|2𝑏(~2𝜔2 − 𝑎− 𝑏�̃�𝑖) + 𝑑|
(−1)𝑖−1, (25)

𝑘 =
[︀
𝐸𝐴(cos

2 𝜗𝐴+ 1) + 2~𝜔 cos𝜗𝐴
]︀
(~2𝜔2− 𝐸2

𝐵),

𝑙 = 𝑚 cos2 𝜗𝐴
[︀
(1 + cos2 𝜗𝐵)𝐸𝐵 − 2~𝜔 cos𝜗𝐵

]︀
.

(26)

Вираз для 𝜌𝐵(~𝜔) отримуємо з наведеного замiною
iндексiв 𝐴� 𝐵.

З використанням формули (25) проведено чи-
словi розрахунки i отримано кривi 𝜌𝐴(~𝜔), якi опи-
сують частотну залежнiсть спектральної густини
для пiдґратки 𝐴. На рис. 4–6 проiлюстровано отри-
манi результати для рiзних значень параметрiв ℎ,
𝛿 i температури (як i ранiше, енергетичнi величини
подано в одиницях 𝐽(0)).

Спiльною рисою отриманих графiкiв є змiна
знака функцiї 𝜌𝐴(𝜔) при проходженнi через то-
чку 𝜔 = 0. При 𝜔 < 0 (нижче рiвня хiмiчного
потенцiалу) спектральна густина вiд’ємна, а при
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𝜔 > 0 (вище рiвня 𝜇) – додатна. Додатковi пiдзо-
ни, що виникають у SF фазi, мають спочатку на-
багато меншу вагу i їх спектральна густина мо-
же вiдрiзнятись навiть на кiлька порядкiв вiд зна-
чень 𝜌𝐴 для пiдзон, що iснують у NO фазi (див.
рис. 4). При заглибленнi хiмпотенцiалу у пiдзону,
в якiй вiн перебуває (цьому вiдповiдає змiна па-
раметра ℎ рис. 5), вiдбувається перерозподiл iн-
тенсивностi додатної i вiд’ємної гiлок функцiї 𝜌𝐴.
Кривi дисперсiї 𝜀𝑖(q) зазнають при цьому незнач-
них змiн.

На рис. 6 показано перебудову спектральної гу-
стини 𝜌𝐴(~𝜔) при перемiщеннi хiмiчного потенцiа-
лу в межах зони у випадку 𝛿 = 0. Зона тут є нероз-
щепленою (щiлина вiдсутня) i в спектрi iснують
дiракiвськi точки. У SF фазi в порiвняннi з нор-
мальною їх кiлькiсть подвоюється. На спектраль-
нiй густинi 𝜌𝐴 це проявляється у появi додатко-
вих промiжних точок, де 𝜌𝐴(~𝜔) дорiвнює нулевi
(в околi цих точок її залежнiсть вiд частоти апро-
ксимується лiнiйною функцiєю).

4. Висновки

Проведенi розрахунки законiв дисперсiї 𝜀𝑖(q) i спе-
ктральних густин 𝜌𝛼(~𝜔) виявили основнi особли-
востi структури зонного спектра жорстких бозонiв
у двовимiрнiй ґратцi типу графену. Описано змiни
у їх спектральних характеристиках при переходi
вiд NO до SF фази. Показано, що вигляд функцiй
𝜌𝛼(~𝜔) (𝛼 = 𝐴,𝐵) набагато чутливiший до зна-
чень енергетичних параметрiв системи, у тому чи-
слi до розташування хiмiчного потенцiалу бозонiв,
анiж закони дисперсiї 𝜀𝑖(q) у бозонних зонах. З цiєї
причини функцiї 𝜌𝛼(~𝜔) можна вважати основни-
ми характеристиками зонного спектра. Сам лише
вигляд залежностей 𝜀𝑖(q) не дає його вичерпної
картини.

Встановлено, що у випадку ґратки з енергетично
еквiвалентними пiдґратками (при 𝛿 = 0) дiракiв-
ськi точки у спектрi зберiгаються при переходi до
SF фази, а їх кiлькiсть подвоюється. Хiмiчний по-
тенцiал бозонiв залишається в загальному випадку
поза околом дiракiвських точок i не може на них
накладатись.

Отриманi результати можуть скласти основу
подальшого дослiдження термодинамiчних вла-
стивостей системи бозе-частинок у гексагональнiй
ґратцi iз структурою типу графену.
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И.В.Стасюк, O.B.Величко, И.Р.Дулепа

ИССЛЕДОВАНИЕ БОЗОННОГО
СПЕКТРА ДВУМЕРНЫХ ОПТИЧЕСКИХ
РЕШЕТОК СО СТРУКТУРОЙ ТИПА
ГРАФЕНА. СВЕРХТЕКУЧАЯ ФАЗА

Р е з ю м е

Исследован энергетический спектр системы бозе-атомов в
сверхтекучей фазе в оптических решетках типа графена.
Расчет законов дисперсии в зонах и одночастичных спе-
ктральных плотностей проведен в приближении хаотиче-
ских фаз с использованием формализма жестких бозонов.
Описаны их изменения при переходе от нормальной к свер-
хтекучей фазе. Во время такой перестройки число подзон
возрастает вдвое. В случае энергетической эквивалентно-
сти подрешеток дираковские точки в спектре сохраняются,
а их количество удваивается. При энергетическом отличии
между подрешетками точки Дирака отсутствуют. Показа-
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но, что форма спектральных плотностей чувствительна к
изменению температуры и расположению химического по-
тенциала.

I.V. Stasyuk, O.V.Velychko, I.R.Dulepa

INVESTIGATION OF THE BOSONIC
SPECTRUM OF TWO-DIMENSIONAL OPTICAL
GRAPHENE-TYPE LATTICES. SUPERFLUID PHASE

S u m m a r y

The energy spectrum of a system of Bose atoms in the super-

fluid phase in an optical lattice of the graphene type has been

studied. The dispersion laws for the energy bands and the

single particle spectral densities are calculated in the random

phase approximation and in the framework of the hard-core

boson formalism, and their changes at the transition from the

normal phase to the superfluid one are described. As a result

of this transformation, the number of subbands doubles. In the

case of the subband energetic equivalence, the Dirac points

in the spectrum survive, and their number becomes twice as

much. When the subbands are energetically nonequivalent, the

Dirac points are absent. The shape of spectral densities is

shown to be sensitive to the changes in the temperature and

the chemical potential position.
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