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У роботi в моделi сильного зв’язку наведено наближений вираз для енергiї кулонiвської
взаємодiї в твердому тiлi. Проаналiзовано умову адiабатичного наближення та викона-
но аналiз квантово-статистичного усереднення першого (статичного) члена розкладу
середньої потенцiальної енергiї по малих змiщеннях ядер. Такий аналiз дозволив визна-
чити електронний внесок у теплове розширення твердого тiла. На основi аналiзу вну-
трiшньої енергiї та теплових властивостей твердого тiла отримано рiвняння стану
твердого тiла в гармонiчному наближеннi. Вiдповiдно знайдено зв’язок теплоємностей
𝐶𝑣 та 𝐶𝑝, що узгоджується iз законом Грюнайзена.

К люч о в i с л о в а: теорiя силових сталих, енергiя кулонiвської взаємодiї, енергiя бага-
тоатомної системи, закон Грюнайзена.

1. Енергiя багатоатомної
системи та кулонiвська взаємодiя
в моделi сильного зв’язку

У дусi iдеї сильного зв’язку будемо вважати,
що багатоатомна система складається iз сукупно-
стi атомiв, чиї валентнi електрони знаходяться в
основному поблизу “своїх” атомiв та, завдяки сво-
їм хвильовим властивостям, здiйснюють зв’язок iз
навколишнiми “чужими” атомами. Для простоти
будемо вважати усi атоми є однаковими. Атоми без
валентних електронiв у подальшому будемо йме-
нувати ядрами.

Гамiльтонiан системи з 𝑁 атомiв та 𝑍 електро-
нiв (𝑍 – валентнiсть атома) запишемо в звичному
виглядi:

̂︀𝐻=
∑︁
𝑖

𝑝2𝑖
2𝑚

− 𝑒2𝑍
∑︁
𝑖,𝑘

1

|R𝑘 − r𝑖|
+
𝑒2

2

∑︁
𝑖 ̸=𝑗

1

|r𝑗 − r𝑖|
+

+
𝑒2𝑍2

2

∑︁
𝑘 ̸=𝑙

1

|R𝑘 −R𝑙|
+
∑︁
𝑘

𝑃 2
𝑘

2𝑀
, (1)

де 𝑖, 𝑗 – нумерують електрони, 𝑘 та 𝑙 нумерують по-
ложення ядер, 𝑚 та 𝑀 – маси, 𝑝𝑖 та 𝑃𝑘 – iмпульси
електронiв та ядер вiдповiдно.

Введемо координати електронiв вiдносно “своїх”
ядер:

r𝑖 = R𝑘 + r𝑖𝑘,
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де r𝑖𝑘 координата електрона в 𝑘-му атомi, а 𝑖 –
нумерує валентнi електрони.

Тодi гамiльтонiан набуде такого вигляду:

̂︀𝐻 =
∑︁
𝑖

𝑝2𝑖
2𝑚

− 𝑒2𝑍
∑︁
𝑖,𝑘,𝑙

1

|R𝑘 −R𝑙 − r𝑖𝑙|
+

+
𝑒2

2

∑︁
𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙
𝑖𝑘 ̸= 𝑗𝑙

1

|R𝑘 + r𝑖𝑘 −R𝑙 − r𝑗𝑙|
+

+
𝑒2𝑍2

2

∑︁
𝑘 ̸=𝑙

1

|R𝑘 −R𝑙|
+
∑︁
𝑘

𝑃 2
𝑘

2𝑀
. (2)

Виокремимо в сумах по 𝑘 та 𝑙 члени з 𝑘 = 𝑙 i отри-
маємо̂︀𝐻=

∑︁
𝑖,𝑘

𝑝2𝑖𝑘
2𝑚

− 𝑒2𝑍
∑︁
𝑖,𝑘

1

|r𝑖𝑘|
+
𝑒2

2

∑︁
𝑖 ̸=𝑗,𝑘

1

|r𝑖𝑘 − r𝑗𝑘|
+

+
∑︁
𝑘

𝑃 2
𝑘

2𝑀
− 𝑒2𝑍

∑︁
𝑖,𝑘 ̸=𝑙

1

|R𝑘 −R𝑙 − r𝑖𝑙|
+
𝑒2

2
×

×
∑︁

𝑖,𝑗,𝑘 ̸=𝑙

1

|R𝑘 + r𝑖𝑘 −R𝑙 − r𝑗𝑙|
+

+
𝑒2𝑍2

2

∑︁
𝑘 ̸=𝑙

1

|R𝑘 −R𝑙|
. (3)

Першi три суми являють суму внутрiшнiх енер-
гiй вiльних атомiв. Наступнi суми представляють
вiдповiдно кiнетичну енергiю ядер та енергiю вза-
ємодiї електронiв та ядер (енергiя мiжатомної вза-
ємодiї). Останню позначимо як 𝑈(𝑅, 𝑟), а в сумi
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з кiнетичною енергiєю ядер вона є енергiєю руху
ядер. Таким чином, маємо гамiльтонiан системи:

̂︀𝐻 = ̂︀𝐻0 + ̂︀𝐻 ′, (4)

де ̂︀𝐻0 =
∑︀
𝑘

̂︀𝐻𝑘 – сума гамiльтонiанiв вiльних ато-

мiв, та

̂︀𝐻 ′ =
∑︁
𝑘

̂︀𝑃 2
𝑘

2𝑀
+ 𝑈(𝑅, 𝑟), (5)

де

𝑈(𝑅, 𝑟) = −𝑒2𝑍
∑︁
𝑖,𝑘 ̸=𝑙

1

|R𝑘 −R𝑙 − r𝑖𝑙|
+
𝑒2

2
×

×
∑︁

𝑖,𝑗,𝑘 ̸=𝑙

1

|R𝑘 + r𝑖𝑘 −R𝑙 − r𝑗𝑙|
+
𝑒2𝑍2

2

∑︁
𝑘 ̸=𝑙

1

|R𝑘 −R𝑙|

(6)
є енергiєю мiжатомної взаємодiї.

Виконаємо деякi наближенi спрощення у виразi
для 𝑈(𝑅, 𝑟), враховуючи те, що |R𝑘 −R𝑙| ≠ 0 i мi-
нiмально може дорiвнювати вiдстанi мiж сусiднi-
ми атомами, так що |R𝑘 −R𝑙| > |r𝑖| , |r𝑖 − r𝑗 |. Тодi
можна знехтувати залежнiстю вiд 𝑖 та 𝑗 в знамен-
никах та виконати пiдсумовування по 𝑖 та 𝑗.

Отримаємо

𝑈(𝑅, 𝑟) = −𝑒
2𝑍2

2

∑︁
𝑘 ̸=𝑙

(︃
2

|R𝑘 −R𝑙 − r𝑙|
−

− 1

|R𝑘 −R𝑙 + r𝑘 − r𝑙|
− 1

|R𝑘 −R𝑙|

)︃
. (7)

Проаналiзуємо вираз для 𝑈(𝑅, 𝑟). Тут є три ку-
лонiвськi суми, кожна з яких представляє ряд, що
розходиться. Проте, для достатньо великих вiдста-
ней, коли |R𝑘 −R𝑙| ≫ |r𝑖| , |r𝑖 − r𝑗 | усi три доданки
взаємно компенсуються, що й свiдчить про обме-
женiсть 𝑈(𝑅, 𝑟). Бiльше того, можна говорити про
вiдносну малiсть цiєї величини, якщо врахувати
теорему про вiрiал, згiдно з якою середнє значення
потенцiальної енергiї в системi частинок, що зв’я-
занi кулонiвською взаємодiєю, кiлькiсно дорiвнює
подвiйнiй кiнетичнiй енергiї.

Оскiльки кiнетична енергiя ядер мала порiвня-
но з кiнетичною енергiєю електронiв, то й потен-
цiальна енергiя ядер 𝑈(𝑅, 𝑟) мала в порiвняннi з
електронною енергiєю, тобто 𝑈(𝑅, 𝑟) ≪ 𝐻0, що й
дозволяє використати стандартну теорiю збурень.

Маючи це на увазi, розглянемо змiну енергiї еле-
ктронiв у атомi при “вмиканнi” взаємодiї.

Рiвняння Шредiнгера для системи:(︁̂︀𝐻0 + ̂︀𝐻 ′
)︁
𝜓(𝑅, 𝑟) = 𝐸𝜓(𝑅, 𝑟), (8)

де̂︀𝐻 ′ =
∑︁
𝑘

̂︀𝑃 2
𝑘

2𝑀
+ 𝑈(𝑅, 𝑟) (9)

розглядається тепер як мале збурення.
Рiвняння Шредiнгера незбуреної системи для

власних функцiй та власних значень буде:̂︀𝐻𝜓0
𝑛 (𝑅, 𝑟) = 𝐸0

𝑛𝜓
0
𝑛 (𝑅, 𝑟) . (10)

Оскiльки гамiльтонiан ̂︀𝐻0 являє суму гамiльтонiа-
нiв вiльних атомiв, а хвильова функцiя – добуток
атомних функцiй, то 𝐸0

𝑛 є сумою енергiй окремих
атомiв у 𝑛-му станi, тобто 𝐸0

𝑛 =
∑︀

𝑘 𝜀
0
𝑛𝑘, що для

однакових атомiв дорiвнює 𝑁𝜀0𝑛, де 𝑁 – число ато-
мiв, а 𝜀0𝑛 – енергiя окремого атома в 𝑛-му станi.

Якщо в нульовому наближеннi для хвильової
функцiї взяти власну функцiю 𝜓0

𝑛 (𝑅, 𝑟) вiльних
атомiв, то в першому наближеннi для поправки до
енергiї будемо мати:

𝐸(1)
𝑛 =

∫︁
𝜓0*
𝑛 (𝑅, 𝑟)𝑈(𝑅, 𝑟)𝜓0

𝑛(𝑅, 𝑟)𝑑r = 𝑈𝑛𝑛(𝑅). (11)

Тут ураховано, що 𝜓0
𝑛 (𝑅, 𝑟) залежить вiд 𝑅 як

вiд параметра, котрий лише нумерує атоми. Вна-
слiдок чого оператор кiнетичної енергiї ядер кому-
тує з 𝜓0

𝑛 (𝑅, 𝑟), i може бути винесеним iз-пiд знака
iнтеграла. А iнтегрування виразу

⃒⃒
𝜓0
𝑛 (𝑅, 𝑟)

⃒⃒2 по r
дає одиницю, що приводить до такого результату:∑︁
𝑘

̂︀𝑃 2
𝑘

2𝑀

∫︁ ⃒⃒
𝜓0
𝑛 (𝑅, 𝑟)

⃒⃒2
𝑑r = 0. (12)

Значення енергiї 𝐸𝑛 в системi взаємодiйних атомiв
при цьому буде:

𝐸𝑛 = 𝐸0
𝑛 + 𝑈𝑛𝑛 (𝑅) . (13)

Зазначимо, що 𝑈𝑛𝑛 (𝑅), являє подвiйну суму по
векторах, залежить вiд їхнiх рiзниць, що дозво-
ляє перейти до суми по рiзницях з вiдповiдним до-
множенням суми на кiлькiсть векторiв, тобто на
кiлькiсть ядер 𝑁 (точнiше – на 𝑁 − 1). Зазна-
чимо, що потенцiал 𝑈 (𝑅, 𝑟), завдяки наявностi в
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ньому координат електронiв, подiбною властивi-
стю не володiє. Таким чином, можемо записати:
𝑈𝑛𝑛 (𝑅) = 𝑉

𝑣 𝑈
0
𝑛𝑛, 𝑉 = 𝑁𝑣 – об’єм кристала, 𝑣 –

об’єм елементарної комiрки, а 𝑈0
𝑛𝑛 = 𝑣

𝑉 𝑈𝑛𝑛 (𝑅) i

не залежить вiд об’єму. Тодi 𝜕𝑈𝑛𝑛(𝑅)
𝜕R𝑖

= 𝑉
𝑣

𝜕𝑈0
𝑛𝑛

𝜕l𝑖
𝜕l𝑖
𝜕R𝑖

,
де 𝑙𝑖 – вектор ґратки, що є рiзницею векторiв 𝑖-го
вузла та вузла в початку координат.

Отримана поправка до енергiї електронiв 𝑈𝑛𝑛

функцiонально залежить вiд координат ядер. Во-
на являє собою енергiю взаємодiї атомiв, а її похi-
днi по координатах ядер дають вирази для сило-
вих сталих вiдповiдного порядку. Узагальнюючи
теорему Геллмана–Фейнмана [2] про диференцiю-
вання енергiї по координатах атомiв, а саме, ви-
користовуючи доведену автором [3] теорему про
диференцiювання енергiї системи по координатах
атомiв у довiльному порядку, можемо написати ви-
раз для силових сталих довiльного порядку 𝑚:

𝜕𝑚𝑈𝑛𝑛

𝜕R𝑘
=

∫︁
𝜓0*
𝑛 (𝑅, 𝑟)

𝜕𝑚𝑈 (𝑅, 𝑟)

𝜕R𝑚
𝑘

𝜓0
𝑛 (𝑅, 𝑟) 𝑑r =

=

(︂
𝜕𝑚𝑈 (𝑅, 𝑟)

𝜕R𝑚
𝑘

)︂
𝑛𝑛

, (14)

що з урахуванням статистичного усреднення на-
буває вигляду

𝜕𝑚�̄�𝑛𝑛

𝜕R𝑘
=

(︂
𝜕𝑚�̄� (𝑅, 𝑟)

𝜕R𝑚
𝑘

)︂
𝑛𝑛

. (15)

2. Енергiя руху ядер
та адiабатичне наближення

Розглянемо точне рiвняння Шредiнгера для бага-
тоатомної системи:(︁̂︀𝐻0 + ̂︀𝐻 ′

)︁
𝜓 (𝑅, 𝑟) = 𝐸𝜓 (𝑅, 𝑟). (16)

Шуканий розв’язок 𝜓 (𝑅, 𝑟) розкладемо за власни-
ми функцiями оператора ̂︀𝐻0, тобто

𝜓 (𝑅, 𝑟) =
∑︁
𝑛

𝑎𝑛(𝑅)𝜓
0
𝑛(𝑅, 𝑟). (17)

Оскiльки∫︁ ⃒⃒
𝜓0
𝑛 (𝑅, 𝑟)

⃒⃒2
𝑑r𝑑R = 1,

то∫︁
𝑑R
∑︁
𝑛

|𝑎𝑛 (𝑅)|
2
= 1

i
𝑎𝑛(𝑅) =

∫︁
𝜓0*
𝑛 𝑡(𝑅, 𝑟)𝜓(𝑅, 𝑟)𝑑r.

Пiдставимо розклад (17) у рiвняння Шредiнгера:

̂︀𝐻0

∑︁
𝑛

𝑎𝑛 (𝑅)𝜓
0
𝑛 (𝑅, 𝑟) + ̂︀𝐻 ′

∑︁
𝑛

𝑎𝑛 (𝑅)𝜓
0
𝑛 (𝑅, 𝑟) =

= 𝐸
∑︁
𝑛

𝑎𝑛 (𝑅)𝜓
0
𝑛 (𝑅, 𝑟). (18)

Домножимо на 𝜓0*
𝑛′ (𝑅, 𝑟) та проiнтегруємо по r.

Отримаємо∑︁
𝑛

𝑎𝑛𝐸
0
𝑛𝛿𝑛𝑛′ +

∑︁
𝑛

𝑎𝑛

∫︁
𝜓0*
𝑛′ (𝑅, 𝑟) ̂︀𝐻 ′𝜓0

𝑛 (𝑅, 𝑟) 𝑑r =

= 𝐸
∑︁
𝑛

𝑎𝑛𝛿𝑛𝑛′ , (19)

або∑︁
𝑛

𝑎𝑛

∫︁
𝜓0*
𝑛′ (𝑅, 𝑟)

∑︁
𝑘

̂︀𝑃 2
𝑘

2𝑀
𝜓0
𝑛 (𝑅, 𝑟) 𝑑r+

∑︁
𝑛

𝑎𝑛 ×

×
∫︁
𝜓0*
𝑛′ (𝑅, 𝑟)𝑈 (𝑅, 𝑟)𝜓0

𝑛 (𝑅, 𝑟) 𝑑r =

=
(︀
𝐸 − 𝐸0

𝑛′

)︀
𝑎𝑛′ . (20)

Враховуючи комутованiсть кiнетичної енергiї з
𝜓0
𝑛(𝑅, 𝑟), отримуємо

∑︁
𝑘

̂︀𝑃 2
𝑘

2𝑀
𝑎𝑛 +

∑︁
𝑛′

𝑎𝑛′𝑈𝑛𝑛′ (𝑅) =
(︀
𝐸 − 𝐸0

𝑛

)︀
𝑎𝑛, (21)

або∑︁
𝑘

̂︀𝑃 2
𝑘

2𝑀
𝑎𝑛 + 𝑈𝑛𝑛(𝑅)𝑎𝑛 +

∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

𝑈𝑛𝑛′ (𝑅) 𝑎𝑛 =

=
(︀
𝐸 − 𝐸0

𝑛

)︀
𝑎𝑛. (22)

Якщо знехтувати в цьому рiвняннi недiагональ-
ними елементами 𝑈𝑛𝑛′(𝑅), то отримаємо рiвняння
для 𝑎𝑛(𝑅) у виглядi(︃∑︁

𝑘

̂︀𝑃 2
𝑘

2𝑀
+ 𝑈𝑛𝑛(𝑅)

)︃
𝑎𝑛 = 𝜀𝑛𝑎𝑛, (23)

де
𝜀𝑛 = 𝐸 − 𝐸0

𝑛. (24)

Отримане рiвняння для 𝑎𝑛(𝑅) є рiвнянням Шре-
дiнгера для хвильової функцiї ядерної пiдсистеми:

̂︀𝐻𝑅𝑎𝑛 = 𝜀𝑛𝑎𝑛, (25)
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де̂︀𝐻𝑅 =
∑︁
𝑘

̂︀𝑃 2
𝑘

2𝑀
+ 𝑈𝑛𝑛(𝑅). (26)

Зауважимо, що роздiлення функцiй, якi описують
стани електронної та ядерної пiдсистем ( ̂︀𝐻0𝜓0

𝑛 =

= 𝐸0
𝑛𝜓

0
𝑛 i ̂︀𝐻𝑅𝑎𝑛 = 𝜀𝑛𝑎𝑛 ) здiйснилося за умови ма-

лої величини недiагональних матричних елементiв
енергiї взаємодiї на хвильових функцiях вiльних
атомiв.

Недiагональнiсть матрицi 𝑈𝑛𝑛′ зв’язана з неор-
тогональнiстю атомних хвильових функцiй на рi-
зних атомах. Якщо пiд адiабатичним наближен-
ням розумiти такий роздiльний опис станiв еле-
ктронної та ядерної пiдсистем, то в моделi сильно-
го зв’язку воно виконується за умови 𝑈𝑛𝑛′ ≪ 𝑈𝑛𝑛.
Незалежнiсть опису електронної та ядерної пiдси-
стем навiть при виконаннi умови адiабатичностi
являється, однак, вiдносною. А саме, потенцiаль-
на енергiя руху ядер є усередненою потенцiальною
енергiєю системи по електронному стану, а хвильо-
ва функцiя стану ядерної пiдсистеми залежить вiд
квантового стану електронної пiдсистеми. Зазви-
чай це має бути основний стан електронної пiдси-
стеми, якщо в системi немає значних збурень, що
здатнi викликати електроннi переходи.

Зауважимо, що вперше теорiю адiабатичного на-
ближення розробив М. Борн [1]. Проте, при вико-
ристаннi теорiї збурень було зроблено певну неко-
ректнiсть, яка полягає в тому, що в ролi малого
збурення було прийнято кiнетичну енергiю ядер,
а не потенцiальну енергiю взаємодiї, хоча остання,
згiдно з теоремою про вiрiал, має той самий поря-
док малостi, що i кiнетична енергiя.

Внаслiдок цього було отримано занадто жорс-
ткий i малоправдоподiбний критерiй адiабатично-
стi у виглядi гармонiчного наближення для руху
ядерної пiдсистеми, тобто адiабатичнiсть слiдува-
ння електронiв за рухом ядер виявилася залежною
вiд характеру руху ядер, а не вiд квантового стану
цього руху.

Спроби знайти бiльш прийнятнi критерiї адiа-
батичного наближення викладенi в пiдручниках
з квантової механiки (Л.И. Глауберман, А.С. Да-
видов) i спираються вони на умову некомутатив-
ностi оператора кiнетичної енергiї ядер та хви-
льової функцiї електронної пiдсистеми, що зале-
жить вiд координат ядер не функцiонально, а па-
раметрично. Цю умову ми вважаємо хибною, тим

паче, що вона вступає в протирiччя з теоремою
Геллмана–Фейнмана про диференцiювання енергiї
багатоатомної системи по координатах атомiв [2].

Подальший аналiз рiвняння Шредiнгера для
ядерної пiдсистеми виконуємо стандартним спосо-
бом. Розкладаємо 𝑈𝑛𝑛(𝑅) по малих змiщеннях
ядер вiд положень рiвноваги:

𝑈𝑛𝑛 (𝑅) = 𝑈𝑛𝑛 (𝑅0) +
∑︁
𝑘

𝜕𝑈𝑛𝑛 (𝑅0)

𝜕R𝑘
u𝑘 +

+
1

2

∑︁
𝑘,𝑙

𝜕2𝑈𝑛𝑛 (𝑅0)

𝜕R𝑘𝜕R𝑙
u𝑘u𝑙 + ..., (27)

де через 𝑅0 позначена рiвноважна конфiгурацiя
ядер, для якої i обчислюються усi сталi разкладу.

У гармонiчному наближеннi з урахуванням пе-
ретворення на нуль першої похiдної потенцiальної
енергiї по координатах атомiв у рiвноважнiй кон-
фiгурацiї маємо

𝑈𝑛𝑛 (𝑅) = 𝑈𝑛𝑛 (𝑅0) +
1

2

∑︁
𝑘,𝑙

𝜕2𝑈𝑛𝑛 (𝑅0)

𝜕R𝑘𝜕R𝑙
u𝑘u𝑙, (28)

що дозволяє записати рiвняння для 𝑎𝑛 (𝑅) у гармо-
нiчному наближеннi, позначивши 𝑎𝑛 (𝑅) як 𝑎0𝑛(𝑅)
в такому виглядi:(︃∑︁

𝑘

̂︀𝑃 2
𝑘

2𝑀
+
1

2

∑︁
𝑘,𝑙

𝜕2𝑈𝑛𝑛 (𝑅0)

𝜕R𝑘𝜕R𝑙
u𝑘u𝑙

)︃
𝑎0𝑛(𝑅) =

= 𝜀𝑛1𝑎
0
𝑛(𝑅), (29)

де

𝜀𝑛1 = 𝜀𝑛 − 𝑈𝑛𝑛 (𝑅0). (30)

Отримане рiвняння являє собою вiдоме рiвнян-
ня для хвильової функцiї багатоатомної систе-
ми в станi коливального руху. Пiсля переходу
до нормальних коливань гамiльтонiан перетворю-
ється в суму гамiльтонiанiв незалежних гармонi-
чних осциляторiв.

Позначивши гамiльтонiан гармонiчного набли-
ження через �̂�0

𝑅, запишемо рiвняння для гармо-
нiчного осцилятора:̂︀𝐻0

𝑅𝑎
0
𝑛𝜈 = 𝜀𝑛𝜈 𝑎

0
𝑛𝜈 , (31)

де 𝜈 – квантове число осцилятора, тодi

𝜀𝑛1 =
∑︁
𝜈

𝜀𝑛𝜈 = 𝜀𝑛 − 𝑈𝑛𝑛(𝑅0) =

= 𝐸 − 𝐸0
𝑛 − 𝑈𝑛𝑛(𝑅0). (32)
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Вiдповiдно

𝐸 = 𝐸0
𝑛 + 𝑈𝑛𝑛(𝑅0) +

∑︁
𝜈

𝜀𝑛𝜈 . (33)

Динамiка твердого тiла в гармонiчному наближен-
нi вивчена достатньоно ґрунтовно, що дозволило
визначити внесок коливань ґратки в термодина-
мiчнi величини та в деякi тепловi властивостi кри-
сталiв [4], зокрема теплоємнiсть при сталому об’ємi
𝐶𝑣. Проте той факт, що потенцiальна енергiя ру-
ху ядер являється усередненим по електронному
стану значенням оператора потенцiальної енергiї
системи 𝑈𝑛𝑛(𝑅0) в рiвноважнiй конфiгурацiї нам
здається недооцiненим. Строго кажучи, як вся-
ка спостережувана фiзична величина, вона має
бути усереднена не тiльки квантово-механiчно, а
й статистично. А термiн “рiвноважна конфiгура-
цiя” має вiдноситись до теплової рiвноваги. Тодi
стає очевидним, що й сама рiвноважна конфiгу-
рацiя з причини теплового розширення залежить
вiд температури. В динамiцi ґратки, що будується
на розкладаннi потенцiальної енергiї по малих змi-
щеннях атомiв, усередненiй по електронному ста-
ну (таке усереднення невiдворотне при роздiлен-
нi електронного та коливального станiв), статична
енергiя 𝑈𝑛𝑛(𝑅0) не вiдiграє суттєвої ролi i стати-
стичне усереднення виконується тiльки над коли-
вальною енергiєю. За нашими мiркуваннями, ста-
тистичне усереднення статичної частини потенцi-
альної енергiї має розкрити її температурну зале-
жнiсть вiдповiдальну, зокрема, за теплове розши-
рення твердого тiла та, можливо, за електронний
внесок у теплоємнiсть кристала.

3. Аналiз теплових
властивостей твердих тiл

Пiд тепловими властивостями будемо розумiти,
перш за все, теплоємнiсть та коефiцiєнт тепло-
вого розширення. Термодинамiчно цi властивостi
вивченi досить ґрунтовно в рамках можливостей
термодинамiки. Проте кiлькiсний розрахунок цих
властивостей вiдноситься до сфери квантово-ста-
тистичної теорiї.

Розрахунок цих властивостей пов’язаний з об-
численнями енергiї системи та її похiдних по ко-
ординатах ядер. Такi розрахунки стають принци-
пово можливими як у зв’язку з можливiстю уза-
гальнення теореми Геллмана–Фейнмана про дифе-
ренцiювання енергiї багатоатомної системи по ко-

ординатах атомiв без диференцiювання хвильових
функцiй, так i в зв’язку зi спрощеннями виразу
для енергiї взаємодiї 𝑈(𝑅, 𝑟).

Запишемо енергiю руху ядер у гармонiчному на-
ближеннi:

𝐸1 = 𝑈𝑛𝑛 (𝑅0) +
∑︁
𝜈

𝜀𝜈 . (34)

Тут та в подальшому iндекс електронного стану 𝑛
при 𝜀𝜈 будемо опускати.

Оскiльки спостережуваними величинами в будь-
якiй системi являються квантово-механiчно та ста-
тистично усередненi оператори цих величин, то не-
обхiдно виконати також статистичне усереднення
величини 𝐸1, яке ми умовно позначимо рискою над
символом величини:

�̄�1 = �̄�𝑛𝑛 (𝑅0 (𝑇 )) +
∑︁
𝜈

𝜀𝜈 (𝑇 ). (35)

Внаслiдок такого усереднення середнi значення ве-
личин отримують залежнiсть вiд температури 𝑇 .
При цьому 𝜀𝜈(𝑇 ) залежить вiд температури явно,
а �̄�𝑛𝑛(𝑅0(𝑇 )) – неявно. Позначимо

∑︀
𝜈 𝜀𝜈(𝑇 ) через

𝐸𝑘 i зауважимо, що це добре вiдома енергiя коли-
вального руху ядер, що є тепловою енергiєю тiла,
яка в значнiй, проте не в повнiй, мiрi визначає його
тепловi властивостi. Пропорцiональну залежнiсть
цiєї енергiї вiд об’єму кристала можна виявити при
пiдсумовуваннi по 𝜈 = 𝑗,k, де 𝑗 – номер гiлки нор-
мального коливання, k – його хвильовий вектор,
густина станiв по якому пропорцiональна об’єму
кристала. Тому можемо записати: 𝐸𝑘 = 𝑉 𝐸0

𝑘, де
𝐸0

𝑘 не залежить вiд об’єму. Таким чином, енергiя
ядерної пiдсистеми �̄�1 виявилася такою, що скла-
дається з теплової енергiї та енергiї взаємодiї ядер
у певнiй конфiгурацiї. Цю статичну енергiю мо-
жна вважати механiчною, хоча це розходиться з
думкою, правда, не доведеною [5], що внутрiшню
енергiю кристала неможливо подiляти на тепло-
ву i механiчну. На наш погляд, саме ця складова
енергiї визначає усi механiчнi властивостi твердого
тiла, а її температурна залежнiсть визначає тем-
пературну залежнiсть механiчних характеристик
твердого тiла, таких як, наприклад, модулi пру-
жностi та iнше. В подальшому для спрощення по-
значень покладемо �̄�1 = 𝐸.

Застережемо, що статистичне усереднення пов-
ної енергiї кристала 𝐸1 по канонiчному розподi-
лу Гiббса не є можливим у зв’язку з вiд’ємним її
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значенням, що характерно для систем зв’язаних
частинок. У той самий час можливе часткове усе-
реднення додатної її частини, якою є коливальна
енергiя [4]. Така можливiсть закладена в структу-
рi канонiчного розподiлу Гiббса, яка допускає його
факторизацiю за рiзними типами енергiї. Вiд’єм-
нiсть енергiї �̄�1 витiкає iз теореми про вiрiал, згi-
дно з якою �̄�1 = −𝐾, де 𝐾 – середня кiнетична
енергiя частинок.

З iншого боку, 𝐸𝑘 = 2𝐾, i вiдповiдно, 𝐾 =
= 1/2

∑︀
𝜈
𝜀𝜈 .

Усереднення 𝑈𝑛𝑛 (𝑅) все ж можливе хоча б фор-
мально, якщо використати мiкроканонiчний роз-
подiл Гiббса, вважаючи тверде тiло замкнутою си-
стемою, що, на наш погляд, не є занадто жорс-
тким припущенням. У замкнутiй системi енергiя
зберiгається, що вiдображається в дельтавидно-
му розподiлi Гiббса, яке має вигляд 𝛿(𝑈𝑛𝑛(𝑅)−
−𝑈𝑛𝑛(𝑅, 𝑇 )) [6]. Нормуючий множник тут вiдсу-
тнiй з мiркувань детермiнованостi координат ато-
мiв у ґратцi i вiдповiдної детермiнованостi енергiї
взаємодiї, з якої вилучено недетермiновану части-
ну у виглядi теплової енергiї. Таким чином, маємо

�̄�𝑛𝑛 =

∫︁
𝑈𝑛𝑛(𝑅)𝛿(𝑈𝑛𝑛(𝑅)−

−𝑈𝑛𝑛(𝑅, 𝑇 ))𝑑𝑅 = 𝑈𝑛𝑛(𝑇 ). (36)

Далi, зробимо припущення, на наш погляд, не по-
збавлене правдоподiбностi, що в зв’язку з залежнi-
стю 𝑈𝑛𝑛(𝑅) лише вiд векторiв ґратки, статисти-
чне усереднення призведе до появи температур-
ної залежностi тiльки векторiв ґратки. При цьому
в зв’язку з тим, що, зазвичай, симетрiя кристала
зберiгається в досить широкому iнтервалi темпера-
тур, температурна змiна векторiв ґратки зведеться
до вiдповiдної змiни їх довжин.

Запишемо
�̄�𝑛𝑛 = 𝑈𝑛𝑛(𝑅(𝑇 )) =

𝑉

𝑣
𝑈0
𝑛𝑛(𝑅(𝑇 )). (37)

Вiдповiдно

𝐸 = (𝑈01
𝑛𝑛(𝑅(𝑇 )) + 𝐸0

𝑘)𝑉, (38)

де

𝑈01
𝑛𝑛 =

1

𝑣
𝑈0
𝑛𝑛. (39)

В свою чергу, згiдно з [5]:

𝜕𝐸

𝜕𝑉
= −𝑃. (40)

Тодi маємо

𝑈01
𝑛𝑛 (𝑅 (𝑇 )) + 𝐸0

𝑘 = −𝑃 (41)

i

𝐸 = −𝑃𝑉. (42)

Вiдповiдно можна записати спiввiдношення:

𝑃𝑉 =
1

2

∑︁
𝜈

𝜀𝜈 , (43)

яке можна розглядати як рiвняння стану кристала
в гармонiчному наближеннi. За високих темпера-
тур (~𝜔𝜈 ≪ 𝑘𝑇 ) воно переходить у вiдомий класи-
чний вираз:

𝑃𝑉 =
3

2
𝑁𝑘𝑇. (44)

Оскiльки

𝐶𝑝 =

(︂
𝜕𝐸

𝜕𝑇

)︂
𝑃

, (45)

то
𝐶𝑝 = −𝑃 𝜕𝑉

𝜕𝑇
. (46)

З iншого боку,

𝐶𝑝 =
𝜕

𝜕𝑇

(︃∑︁
𝜈

𝜀𝜈

)︃
+
𝑑�̄�𝑛𝑛

𝑑𝑇
. (47)

У свою чергу,

𝑑�̄�𝑛𝑛

𝑑𝑇
=
∑︁
𝑘

𝜕�̄�𝑛𝑛

𝜕R𝑘

𝑑R𝑘

𝑑𝑇
. (48)

Оскiльки при тепловому розширеннi кристал, як
правило, зберiгає свою симетрiю в широкому iн-
тервалi температур, то будемо вважати, що вектор
𝑑R𝑘 збiгається за напрямком з вектором R𝑘.

Домножимо та подiлимо на R𝑘 вираз пiд знаком
суми. Отримаємо

𝑑�̄�𝑛𝑛

𝑑𝑇
=
∑︁
𝑘

𝜕�̄�𝑛𝑛

𝜕R𝑘

R𝑘

𝑅𝑘

𝑑𝑅𝑘

𝑑𝑇
. (49)

Можна показати, що вiдношення 1
𝑅𝑘

𝑑𝑅𝑘

𝑑𝑇 для кубi-
чного кристала не залежить вiд 𝑘 i являє собою ко-
ефiцiєнт теплового лiнiйного розширення, який бу-
демо позначати як 𝛼1на вiдмiну вiд 𝛼, яким позна-
чимо коефiцiєнт об’ємного теплового розширення.
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Зауважимо, що коефiцiєнт 𝛼1 зв’язаний зi стати-
чною (електронною) частиною потенцiальної енер-
гiї i його бiльш точно слiд називати електронним
внеском у теплове розширення, маючи на увазi мо-
жливий фононний внесок, розрахунок якого вима-
гає виходу за рамки гармонiчного наближення.

Маємо
𝑑�̄�𝑛𝑛

𝑑𝑇
= 𝛼1

∑︁
𝑘

𝜕�̄�𝑛𝑛

𝜕R𝑘
R𝑘. (50)

Введемо позначення:

𝐴𝑛𝑛 =
∑︁
𝑘

𝜕�̄�𝑛𝑛

𝜕R𝑘
R𝑘. (51)

Тодi запишемо:

𝑑�̄�𝑛𝑛

𝑑𝑇
= 𝛼1𝐴𝑛𝑛. (52)

Вiдповiдно для теплоємностi:

𝐶𝑝 =
𝜕

𝜕𝑇

(︃∑︁
𝜈

𝜀𝜈

)︃
+ 𝛼1𝐴𝑛𝑛 (53)

i
𝐶𝑣 = −𝑉 𝜕𝑃

𝜕𝑇
= 𝑉

𝜕

𝜕𝑇

(︀
𝑈01
𝑛𝑛 + 𝐸0

𝑘

)︀
=
𝜕𝐸𝑘

𝜕𝑇
=
∑︁
𝜈

𝜕𝜀𝜈
𝜕𝑇

.

(54)

Останнє узгоджується з [4]. Тут враховано, що 𝑈01
𝑛𝑛

не залежить явно вiд температури.
Тодi маємо

𝐶𝑝 = 𝐶𝑣 + 𝛼1𝐴𝑛𝑛. (55)

Або
𝐶𝑃 − 𝐶𝑣 = 𝛼1𝐴𝑛𝑛. (56)

Оскiльки 𝐴𝑛𝑛 не залежить явно вiд температури,
то вiдношення 𝐶𝑝−𝐶𝑣

𝛼1
= 𝐴𝑛𝑛, виражаючи закон

Грюнайзена, дозволяє визначити коефiцiєнт лiнiй-
ного теплового розширення:

𝛼1 =
𝐶𝑃 − 𝐶𝑣

𝐴𝑛𝑛
. (57)

За визначенням для кубiчного кристала 𝛼1 = 𝑑𝑅
𝑅𝑑𝑇 .

Знайдемо залежнiсть вектора ґратки вiд темпера-
тури:

𝑅 (𝑇 ) = 𝑅 (0) ℓ𝛼1𝑇 , (58)

де 𝑅 (0) – вектор ґратки при абсолютному нулi.
Оскiльки 𝛼1𝑇 ≪ 1 у всьому реальному дiапазонi
температур, то можна покласти:

𝑅 (𝑇 ) = 𝑅 (0) (1 + 𝛼1𝑇 ). (59)

4. Висновок

Зазвичай [4] при побудовi динамiки ґратки опе-
рують якоюсь абстрактною потенцiальною енер-
гiєю, як деякою функцiєю координат ядер, та її
похiдними по координатах ядер, взагалi не маю-
чи на увазi можливiсть їх обчислення. Як пока-
зано в цiй роботi, в дiйсностi при описуваннi ди-
намiки ядер в рiвняннях динамiки фiгурують се-
реднi квантово-механiчнi значення потенцiальної
енергiї та її похiдних, що є наслiдком роздiлен-
ня рухiв електронної та ядерної пiдсистем. Та-
ке роздiлення виконується в адiабатичному на-
ближеннi, критерiєм якого виявилася умова ма-
лостi недiагональних матричних елементiв енер-
гiї взаємодiї порiвняно з дiагональними (𝑈𝑛𝑛′ ≪
𝑈𝑛𝑛). Крiм того, при розкладаннi потенцiальної
енергiї за малими змiщеннями ядер вiд положень
рiвноваги необхiдно мати на увазi, що мова йде
про розкладання потенцiальної енергiї, що усе-
реднена ще й статистично, що тягне за собою
температурну залежнiсть не тiльки коливальної,
а й статичної енергiї 𝑈𝑛𝑛, що визначає тепло-
ве розширення, температурне змiщення положен-
ня рiвноваги та температурну залежнiсть силових
сталих.

У цiй роботi створенi необхiднi передумови для
обчислення як середньої потенцiальної енергiї 𝑈𝑛𝑛

(з використанням 𝑈(𝑅, 𝑟)), так i її похiдних по ко-
ординатах ядер (силових сталих) довiльного по-
рядку.

Основною метою роботи було виразити усi до-
слiджуванi характеристики твердого тiла через
квантово-статистично усереднену енергiю взаємо-
дiї �̄�𝑛𝑛(𝑅) та її похiднi.
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До теорiї силових сталих багатоатомних систем

И.А.Марушко

К ТЕОРИИ СИЛОВЫХ
СТАБИЛЬНЫХ МНОГОАТОМНЫХ СИСТЕМ
В МОДЕЛИ СИЛЬНОЙ СВЯЗИ (ЧАСТЬ II)

Р е з ю м е

В работе в модели сильной связи представлено прибли-
женное выражение для энергии кулоновского взаимодей-
ствия в твердом теле. Проанализированы условия адиаба-
тического приближения и выполнен анализ квантово-стати-
стически усредненного первого (статического) члена разло-
жения средней потенциальной энергии по малым смещени-
ям ядер. Такой анализ позволил определить электронный
вклад в тепловое расширение твердого тела. На основе ана-
лиза внутренней энергии и тепловых свойств твердого тела
получено уравнение состояния твердого тела в гармониче-
ском приближении. Соответственно найдена связь теплоем-
костей 𝐶𝑣 и 𝐶𝑝, согласующаяся с законом Грюнайзена.

I.O.Marushko

TO THE THEORY OF FORCE
CONSTANTS FOR MULTIATOMIC SYSTEMS
IN THE TIGHT-BINDING MODEL (PART II)

S u m m a r y

An approximate expression for the Coulomb interaction en-

ergy in solids has been obtained in the framework of the tight-

binding model. The condition of adiabatic approximation and

the procedure of quantum statistical averaging for the first

(static) term in the expansion of the average potential en-

ergy in small nuclear shifts are analyzed, which allowed the

electron contribution to the thermal expansion of solids to be

calculated. An equation of state for a solid is obtained in the

harmonic approximation by analyzing the internal energy and

the thermal properties of the solid. A relationship between the

specific heats 𝐶𝑣 and 𝐶𝑝, which agrees with the Grüneisen law,

is found.
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