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ЧАСТОТИ ДОВГОХВИЛЬОВИХ
ФОНОН-ПОЛЯРИТОНIВ ТА ОПТИЧНИХ
ФОНОНIВ У ДВОАТОМНИХ
IОННИХ КРИСТАЛАХУДК 530.1

Розглянуто довгохвильовi фонон-поляритони i поздовжнi оптичнi фонони в iонних кри-
сталах з двома атомами в елементарнiй комiрцi. Використано модель точкових заря-
дiв i самоузгодженого електромагнiтного поля в дiелектричному середовищi. Отрима-
но стандартнi закони дисперсiї для обох гiлок фонон-поляритонiв як поперечних хвиль.
Частоту поздовжнiх оптичних фононiв виражено через iонну плазмову частоту у
дiелектрику з множником

√︀
𝜀0/(𝜀0 − 𝜀∞) зi статичною 𝜀0 та високочастотною 𝜀∞ дi-

електричними сталими. Показано порiвнянням з табличними даними добру точнiсть
зазначеного виразу.
К люч о в i с л о в а: iонний кристал; самоузгоджене електромагнiтне поле; довгохвильовi
коливання; фонон-поляритони, поздовжнi оптичнi фонони; iонна плазмова частота.

1. Вступ

Загальна теорiя фононiв вимагає розрахунку мiж-
атомних силових сталих для знаходження сили,
що дiє на атом пiсля малого вiдхилення вiд по-
ложення рiвноваги [1, 2], що дозволяє побудувати
динамiчну матрицю i отримати фононнi частоти,
знаходячи коренi вiкового визначника.

Важливiсть урахування електромагнiтної взає-
модiї при розглядi довгохвильових, в порiвнян-
нi зi сталою ґратки, оптичних коливань в твер-
дих тiлах показана у [3, 4]. У недавнiй стат-
тi [5] запропоновано розгляд високочастотних
оптичних коливань в iонних кристалах з дво-
ма атомами в елементарнiй комiрцi, як плазмо-
вих коливань точкових зарядiв. Подальший роз-
гляд ставить на метi поширення результатiв [5]
на низькочастотну границю фонон-поляритонiв.
Таким чином, ми отримаємо значення попере-
чної частоти фононiв через високочастотну i
статичну дiелектричнi константи зi стандартно-
го в теорiї Хуана Куня спiввiдношення для
статичної границi дiелектричної iндукцiї. Про-
те, ми не вводимо нiяких ефективних зарядiв у
протилежнiсть широко вiдомiй моделi жорстких
iонiв [6].
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2. Система рiвнянь
для електромагнiтного поля та iонiв

Сили пружностi пропорцiйнi градiєнтам змiщень,
чим у довгохвильовому наближеннi нехтується.
Тепловий рух iонiв та загасання враховувати не
будемо. Будемо вивчати малi коливання в нема-
гнiтних середовищах, тодi можна вiдразу опустити
нелiнiйну магнiтну частину сили Лоренца. Запи-
шемо короткодiйнi сили пружностi в гармонiчному
наближеннi, згiдно з теорiєю Хуана Куня, у лiне-
аризованих рiвняннях руху для iонiв у цiй моделi:

𝜕v+/𝜕𝑡 = −(𝜔2
0(u+ − u−)𝑀 − 𝑍𝑒E)/𝑀+, (1)

𝜕v−/𝜕𝑡 = −(𝜔2
0(u− − u+)𝑀 + 𝑍𝑒E)/𝑀−, (2)

де запроваджено приведену масу елементарної ко-
мiрки кристала 𝑀 = 𝑀+𝑀−

𝑀++𝑀−
. Знак ± вiдповiд-

ає заряду, u± – зсув iона з положення рiвноваги,
v± – вiдповiдна швидкiсть, 𝑀± – маса позитивно
i негативно заряджених iонiв, 𝜔0 – резонансна ча-
стота [7, (27.47)] (зазвичай це зовнiшнiй параметр
для такої макроскопiчної теорiї), 𝑍 – рiзниця чи-
сла протонiв та електронiв в iонi, 𝑒 – елементарний
заряд. Повна похiдна за часом збiгається з частко-
вою пiсля лiнеаризацiї.

Самоузгоджене середнє електромагнiтне поле
повинно задовольняти рiвняння Максвелла в дi-
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електрику:

𝜕D∞/𝜕𝑡 = 𝑐∇×B− 4𝜋j, (3)

𝜕B/𝜕𝑡 = −𝑐∇×E. (4)

У викладеному пiдходi густина струму iонiв певно-
го знака виражається через вiдповiдну швидкiсть
таким чином:

j± = ±𝑍𝑒𝑛0v±, (5)

де 𝑛0 – рiвноважна густина iонiв певного знака. У
(3) запроваджено дiелектричну iндукцiю для iзо-
тропного випадку, що у наближеннi малих коли-
вань лiнiйно пов’язана з напруженiстю електри-
чного поля E [8, 9]. У рiвняннi (3) природно ви-
користовувати високочастотну дiелектричну про-
никнiсть 𝜀∞, яка описує електронну поляризацiю
iонiв, бо ми врахували рух iонiв через електричний
струм (5). Тодi високочастотна дiелектрична iнду-
кцiя становить D∞ = 𝜀∞E. Але ми можемо за-
провадити iонну густину поляризацiї переписавши
лiнеаризований струм (5):

𝑃𝑖 = 𝑍𝑒𝑛0u, (6)

де u = u+ − u− – вiдносний зсув пiдґраток. Це
дозволяє визначити дiелектричну iндукцiю таким
чином:

D = 𝜀∞E+ 4𝜋𝑍𝑒𝑛0u. (7)

Як легко бачити, ми можемо отримати з рiвнянь
(1) та (2):

𝜕2u/𝜕𝑡2 = −𝜔2
0u+ 𝑍𝑒E/𝑀. (8)

Щоб знайти резонансну частоту розглянемо стати-
чний випадок, коли похiднi за часом стають рiвни-
ми нулю. Для електростатичної ситуацiї ми маємо
вираз для дiелектричної iндукцiї (7) через дiеле-
ктричну сталу:

D0 = 𝜀0E = 𝜀∞E+ 4𝜋𝑍𝑒𝑛0u. (9)

Ми нехтуємо похiдною у (8):

0 = −𝜔2
0u+ 𝑍𝑒E/𝑀. (10)

Розв’язанi разом рiвняння (9) i (10) дають вираз
для невiдомої частоти

𝜀0E = 𝜀∞E+ 4𝜋𝑍𝑒𝑛0𝑍𝑒E/(𝑀𝜔2
0) (11)

чи

𝜔0 =

√︃
4𝜋𝑍2𝑒2𝑛0

𝑀(𝜀0 − 𝜀∞)
. (12)

Взагалi, рiвняння (3) для довiльної частоти буде
мати вигляд

𝜕𝜀∞E/𝜕𝑡 = 𝑐∇×B− 4𝜋𝑍𝑒𝑛0 (v+ − v−) . (13)

Ми отримали однорiдну систему часових рiв-
нянь (8), (4) i (13) для зв’язаних коливань iон-
ної ґратки та самоузгодженого електромагнiтного
поля.

3. Оптичнi коливання в iонному кристалi

Тепер ми можемо отримати рiвняння для хвиль
електричного поля з зазначеної вище системи рiв-
нянь. Вiзьмемо похiдну за часом вiд рiвняння (13)
i пiдставимо похiдну 𝜕B/𝜕𝑡 з (4):

𝜕2𝜀∞E/𝜕𝑡2 = −𝑐2∇×(∇×E)−4𝜋𝑍𝑒𝑛0𝜕
2u/𝜕𝑡2. (14)

Зручно перейти до фур’є-компонентiв в отрима-
них рiвняннях за таким правилом:

E (x, 𝑡) = ∫ 𝑑3𝑘𝑑𝜔E (k, 𝜔) 𝑒𝑖kx−𝑖𝜔𝑡/(2𝜋)4. (15)

Тодi з (8) отримаємо

u =
𝑍𝑒

(𝜔2
0 − 𝜔2)𝑀

E. (16)

Роздiлимо поле на вихрову i потенцiйну частини
E = E⊥ +E‖. Тодi ми отримаємо лiнiйнi однорiднi
алгебраїчнi рiвняння

−𝜔2E⊥ = − 𝑐2

𝜀∞
𝑘2E⊥ − 4𝜋𝑍2𝑒2𝑛0

𝜀∞𝑀
E⊥ 𝜔2

𝜔2 − 𝜔2
0

, (17)

−𝜔2E‖ = −4𝜋𝑍2𝑒2𝑛0

𝜀∞𝑀
E‖ 𝜔2

𝜔2 − 𝜔2
0

. (18)

З рiвняння (17) отримуємо закон дисперсiї фо-
нон-поляритонiв для високочастотного випадку
𝜔 ≫ 𝜔0:

𝜔2 = 𝑐2𝑘2/𝜀∞ +Ω2
𝑖 , (19)

де запроваджено позначення для iонної плазмової
частоти

Ω𝑖 =
√︀
4𝜋𝑍2𝑒2𝑛0/(𝑀𝜀∞). (20)

Цей результат збiгається з [5, (13)].
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Поздовжнi оптичнi
частоти деяких iонних кристалiв

Кристал 𝜌, г/см3 𝜀0 𝜀∞ 𝜔tab
𝐿 , ТГц 𝜔𝐿, ТГц 𝜔𝐿/𝜔

tab
𝐿

LiH 0,78 12,9 3,6 210 213 1,02
LiF 2,64 8,9 1,9 120 119 0,99
LiCl 2,07 12,0 2,7 75 65,0 0,87
LiBr 3,46 13,2 3,2 61 52,0 0,85
NaF 2,79 5,1 1,7 78 76,9 0,99
NaCl 2,17 5,9 2,25 50 44,8 0,90
NaBr 3,21 6,4 2,6 39 34,5 0,88
KF 2,50 5,5 1,5 61 56,9 0,93
KCl 1,99 4,85 2,1 40 35,6 0,89
KI 3,12 5,1 2,7 26 22,8 0,88
RbI 3,55 5,5 2,6 19 15,8 0,83
MgO 3,58 9,8 2,95 14 13,7 0,98

Рiвняння (17) дає вiдомий закон дисперсiї попе-
речних хвиль довiльної частоти:

𝜔4 − 𝜔2(𝜔2
0 + 𝑐2𝑘2/𝜀∞ + 4𝜋𝑍2𝑒2𝑛0/(𝑀𝜀∞))+

+𝜔2
0𝑐

2𝑘2/𝜀∞ = 0, (21)

що збiгається з [2, (12.6)].
Бiквадратне рiвняння (21) має стандартнi

розв’язки для 𝜔2 [2, (12.7)]:

𝜔2=
1

2

(︃
𝜔2
𝐿+

𝑐2

𝜀∞
𝑘2 ±

±

√︃(︂
𝜔2
𝐿+

𝑐2

𝜀∞
𝑘2
)︂2

− 4𝜔2
0

𝑐2

𝜀∞
𝑘2

)︃
, (22)

де позначено

𝜔2
𝐿 = 𝜔2

0 +Ω2
𝑖 . (23)

Нижня гiлка фонон-поляритонiв у короткохвильо-
вiй границi має частоту 𝜔0, що вiдповiдає частотi
поперечних оптичних фононiв.

З (18), опускаючи тривiальне 𝜔 = 0, маємо ча-
стоту поздовжнiх коливань

𝜔2 = 𝜔2
𝐿, (24)

яка вiдповiдає поздовжнiм оптичним фононам.
Використовуючи (12) та (20), можемо переписати
(23) таким чином

𝜔2
𝐿 =

4𝜋𝑍2𝑒2𝑛0

𝑀

𝜀0
(𝜀0 − 𝜀∞)𝜀∞

, (25)

звiдки легко бачити вiдому формулу Лiддана–
Сакса–Теллера [10]:

𝜔2
𝐿 = 𝜔2

0

𝜀0
𝜀∞

. (26)

Також (25) дозволяє записати

𝜔2
𝐿 = Ω2

𝑖

𝜀0
𝜀0 − 𝜀∞

, (27)

тобто частота поздовжнiх фононiв завжди бiльше
частоти вiдповiдних плазмових коливань та пря-
мує до неї за умови 𝜀0 ≫ 𝜀∞.

Зручно у виразi (25) перейти вiд густини iо-
нiв одного знака до масової густини кристала 𝜌:
𝑛0

𝑀 = 𝜌
𝑀+𝑀−

, щоб порiвняти отриману поздовжню
частоту фононiв з табличними значеннями 𝜔tab

𝐿 .
Тодi ми можемо записати

𝜔𝐿 = 1,70156𝑍

√︂
𝜌 𝜀0

𝑀+𝑀−(𝜀0−𝜀∞)𝜀∞
10−9 c−1. (28)

Для порiвняння, ми використовуємо данi табл. 5.1
з [11] для частоти поздовжнiх коливань 𝜔tab

𝐿 . Зна-
чення густини 𝜌 iонних кристалiв узятi з [12].

4. Висновки

Таким чином, вiдомi закони дисперсiї для фонон-
поляритонiв i поздовжнiх оптичних фононiв отри-
манi в макроскопiчнiй моделi iонного кристала
без запровадження ефективного заряду. Попере-
чна частота оптичних фононiв у двоатомному iон-
ному кристалi знайдена з умови електростатичної
рiвноваги. Як показано у таблицi, є хороший збiг
отриманих за формулою (25) значень частот по-
здовжнiх оптичних фононiв з вiдомими значення-
ми [11]. Звичайно, макроскопiчна модель точкових
зарядiв дає кращi результати для iонiв з меншими
радiусами. Наведений розгляд узагальнив роботу
[5], де iони вважалися вiльними точковими заря-
дами.
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ЧАСТОТЫ ДЛИННОВОЛНОВЫХ
ФОНОН-ПОЛЯРИТОНОВ И ОПТИЧЕСКИХ
ФОНОНОВ В ДВУХАТОМНЫХ
ИОННЫХ КРИСТАЛЛАХ

Р е з ю м е

Рассмотрены длинноволновые фонон-поляритоны и про-
дольные оптические фононы в ионных кристаллах с дву-
мя атомами в элементарной ячейке. Использована модель
точечных зарядов с самосогласованным электромагнитным

полем в диэлектрической среде. Получены стандартные за-
коны дисперсии для обеих ветвей фонон-поляритонов как
поперечных волн. Частоту продольных оптических фоно-
нов выражено через ионную плазменную частоту в диэле-
ктрике с множителем

√︀
𝜀0/(𝜀0 − 𝜀∞) со статической 𝜀0 и

высокочастотной 𝜀∞ диэлектрическими постоянными. По-
казана сравнением с табличными данными хорошая то-
чность указанного выражения.

A.A. Stupka

FREQUENCIES OF LONG-WAVE
PHONON-POLARITONS AND OPTICAL PHONONS
IN DIATOMIC IONIC CRYSTALS

S u m m a r y

Long-wave phonon-polaritons and longitudinal optical phonons

in ionic crystals with two atoms per unit cell have been conside-

red. The model of the point charge and the self-consistent elec-

tromagnetic field in the dielectric medium is used. The stan-

dard dispersion laws for both branches of phonon-polaritons

regarded as transversal waves are obtained. The frequency

of longitudinal optical phonons is expressed in terms of the

ion plasma frequency in an insulator multiplied by the factor√︀
𝜀0/(𝜀0 − 𝜀∞), where 𝜀0 is the static dielectric constant, and

𝜀∞ is the high-frequency one. A good agreement between the

found expression and tabulated data is found.
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