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ДИФУЗIЯ НА ДЕФОРМОВАНIЙ ПОВЕРХНI ФЕРМIУДК 539.142

Розглянуто наближення дифузiї для опису процесу релаксацiї на збуренiй поверхнi Фер-
мi у фермi-рiдинi. Встановлено залежнiсть часу релаксацiї вiд мультипольностi дефор-
мацiї поверхнi Фермi. Дослiджено часову еволюцiю нерiвноважних збуджень частинка–
дiрка.
К люч о в i с л о в а: кiнетична теорiя, фермi-рiдина, наближення дифузiї, час релаксацiї,
частинка–дiрка.

1. Вступ

Важливим аспектом динамiки фермi-рiдини є на-
явнiсть фермi-руху частинок та пов’язанi з ним
ефекти динамiчного збурення поверхнi Фермi.
Обидва явища можна розглядати в квазiкласично-
му наближеннi, в якому початковi квантово-меха-
нiчнi рiвняння руху трансформуються в рiвняння
руху для локальних величин, таких як густина ну-
клонiв, потiк густини, тиск, тощо [1,2]. Зазвичай це
робиться шляхом врахування деформацiї поверхнi
Фермi. Таке наближення дає простий та водночас
прозорий опис висококолективiзованих ядерних гi-
гантських резонансiв i встановлює спiввiдношен-
ня мiж мiкроскопiчною теорiєю та феноменологi-
чними моделями, зокрема ядерною моделлю рiдкої
краплини [3–6].

Урахування збурення поверхнi Фермi приводить
до появи деяких особливостей в динамiцi фермi-
рiдини, зокрема до збудження поперечних хвиль
[1, 3, 4]. Цей ефект вiдсутнiй у звичайнiй класи-
чнiй нев’язкiй гiдродинамiцi. Певнi труднощi ви-
никають при описi згасання колективного руху, де
опис динамiки макроскопiчної ядерної рiдини є да-
леким вiд завершення. Зазначимо, що узагальнен-
ня теорiї з метою опису дисипативних ефектiв при-
водить до необхiдностi врахування збурення по-

c○ В.М. КОЛОМIЄЦЬ, С.В. ЛУК’ЯНОВ, 2014

верхнi Фермi в iнтегралi зiткнень, що є ключовим
елементом кiнетичної теорiї фермi-рiдини [5, 7, 8].

У данiй роботi для опису дисипацiї на збуре-
нiй поверхнi Фермi використано дифузiйне набли-
ження [9]. Це наближення дає простий результат
для залежностi часу релаксацiї вiд мультипольно-
стi деформацiї поверхнi Фермi. В роздiлi 2 роз-
глянуто кiнетичне рiвняння для функцiї розподi-
лу Вiгнера та зроблено його спрощуючi перетво-
рення iз застосовуванням дифузiйного наближе-
ння. В роздiлi 3 встановлюється залежнiсть часу
релаксацiї вiд мультипольностi збурення поверхнi
Фермi та дослiджується релаксацiя збуджень типу
частинка–дiрка. Висновки наведенi в роздiлi 4.

2. Наближення дифузiї
для зiштовхувального кiнетичного
рiвняння

Розпочнемо розгляд iз зiштовхувального кiнети-
чного рiвняння у наступнiй, адаптованiй до про-
блем ядерної фiзики, формi [10, 11]:

𝜕𝑓1(R,p1; 𝑡)

𝜕𝑡
+ �̂�𝑓1(R,p1; 𝑡) = 𝛿St{𝑓}. (1)

Тут 𝑓(r,p; 𝑡) – функцiя розподiлу Вiгнера у фазо-
вому просторi, 𝛿St{𝑓} – iнтеграл зiткнень, а опе-
ратор �̂� дається виразом

�̂� =
1

𝑚
p · ∇R − (∇R𝑈) · ∇p. (2)
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Одночастинковий потенцiал 𝑈 у виразi (2) вклю-
чає в себе, у загальному випадку, самоузгодже-
не та зовнiшнє поля. Обмежуючись борнiвським
наближенням для амплiтуди розсiювання нукло-
нiв, запишемо iнтеграл зiткнень 𝛿St{𝑓} в (1) такiй
формi:

𝛿St{𝑓} =

∫︁
𝑔2𝑑p2𝑑p3𝑑p4

(2𝜋~)6
𝑤({p𝑗})𝑄({𝑓𝑗})×

× 𝛿(Δ𝜖)𝛿(Δp), (3)

де 𝑤({p𝑗}) ≡ 𝑤(p1,p2;p3,p4) – усереднена по спi-
ну та iзотопiчному спiну iмовiрнiсть розсiювання
двох нуклонiв, множник 𝑔 = 4 враховує виро-
дження по спiну та iзотопiчному спiну, 𝑄({𝑓𝑗}) =
= 𝑓1𝑓2(1−𝑓3)(1−𝑓4)−(1−𝑓1)(1−𝑓2)𝑓3𝑓4 – фактор
блокування Паулi, Δp = p1 + p2 − p3 − p4 i Δ𝜖 =
= 𝜖1+𝜖2−𝜖3−𝜖4. Тут 𝜖𝑗 = 𝑝2𝑗/2𝑚+𝑈(𝑟𝑗) – одноча-
стинкова енергiя. Iнтегруючи в iнтегралi зiткнень
(3) по початкових, p2 i кiнцевих, p4, iмпульсах
частинок в оточуючому середовищi, ми перепи-
шемо кiнетичне рiвняння (1) у виглядi майстер-
рiвняння, яке включає притоковий та вiдтоковий
члени. А саме:

𝜕𝑓1(R,p1; 𝑡)

𝜕𝑡
+ �̂�𝑓1(R,p1; 𝑡) =

∫︁
g𝑑p2

(2𝜋~)3
×

×
[︂
𝑊2→1(p1,p2)𝑓1(R,p1; 𝑡) 𝑓2(R,p2; 𝑡)−

−𝑊1→2(p1,p2) 𝑓2 (R,p2; 𝑡)𝑓1(R,p1; 𝑡)

]︂
, (4)

де 𝑓𝑗 = 1− 𝑓𝑗 . Величина 𝑊𝑖→𝑗(p1,p2) являє собою
iмовiрнiсть розсiювання з переходом частинки iз
стану p𝑖 в стан p𝑗 в оточеннi частинок середови-
ща. Ця величина включає iмовiрнiсть як прямо-
го розсiювання двох нуклонiв, 1 → 2, так i зво-
ротного, 2 → 1. Цi iмовiрностi збiгаються в силу
принципу детального балансу. Зазначимо також,
що iмовiрнiсть 𝑊𝑖→𝑗(p1,p2) залежить вiд функцiй
розподiлу 𝑓(r,p) в початкових та кiнцевих станах.
У найнижчому порядку борнiвського наближен-
ня цi функцiї можуть бути замiненi на рiвнова-
жнi функцiї розподiлу 𝑓eq(R,p), якi є iзотропни-
ми в iмпульсному просторi. Ми припустимо також,
що головний внесок в iмовiрнiсть розсiювання да-
ють переходи, якi вiдповiдають малому передано-
му iмпульсу: |p1 − p2| ≪ 𝑝F, де 𝑝F – iмпульс Фермi
(останнє зумовлено тим, що внаслiдок наявностi

фактора 𝑓𝑗𝑓𝑗 основний внесок в iнтеграл зiткнень
дають стани, що лежать поблизу поверхнi Фермi,
див. також [11]). Приймаючи це до уваги, ми ско-
ристаємось таким розкладом для iмовiрностi роз-
сiювання 𝑊𝑖�𝑗(p1,p2):

𝑊 (p1,p2) = 𝑊 (|p1 + s/2|, 𝑠) = 𝑊 (𝑝1, 𝑠)+

+
1

2
𝑠𝜈∇𝑝1,𝜈 𝑊 (𝑝1, 𝑠)+

+
1

8
𝑠𝜈𝑠𝜇∇𝑝1,𝜈∇𝑝1,𝜇𝑊 (𝑝1, 𝑠) + ... (5)

де s = p2 − p1, а пiдсумовування вiдбувається по
iндексах, що повторюються.

Пiдставляючи вираз (5) в рiвняння (4), та зберi-
гаючи члени до другого порядку по переданому iм-
пульсу включно, ми перепишемо майстер-рiвняння
(4) таким чином:

𝜕𝑓1
𝜕𝑡

+ �̂�𝑓1 = −∇𝑝1,𝜈

[︂
𝐾𝑝 (∇𝑝1,𝜈 𝜖1) 𝑓1 𝑓1 +

+ 𝑓2
1 ∇𝑝1,𝜈 𝐷𝑝

]︂
+∇2

𝑝1
(𝑓1 𝐷𝑝). (6)

Тут коефiцiєнт дифузiї 𝐷𝑝 в iмпульсному просторi
має вигляд [9]:

𝐷𝑝 =
1

2
𝑔(𝑝1)

∫︁
𝑑s 𝑠2 𝑤(𝑝1, 𝑠), (7)

а коефiцiєнт рухливостi 𝐾𝑝 пов’язаний з коефiцi-
єнтом дифузiї 𝐷𝑝 спiввiдношенням

𝐾𝑝 = 𝑔−1(𝑝1)
𝜕

𝜕𝜖1
𝑔(𝑝1)𝐷𝑝. (8)

Права частина рiвняння (6) може бути iдентифi-
кована як редукований iнтеграл зiткнень:

St{𝑓} = −∇𝑝1,𝜈

[︁
𝐾𝑝 (∇𝑝1,𝜈𝜖1)𝑓1𝑓1 + 𝑓2

1∇𝑝1,𝜈𝐷𝑝

]︁
+

+∇2
𝑝1

(𝑓1 𝐷𝑝). (9)

3. Час релаксацiї
для збуреної поверхнi Фермi

Транспортне рiвняння (6) є нелiнiйним, диферен-
цiйним рiвнянням для функцiї розподiлу Вiгнера
𝑓(R,p; 𝑡). В подальшому, ми розглянемо це рiвня-
ння в наближеннi: 𝐷𝑝 = const, 𝐾𝑝 = const. Пере-
пишемо його таким чином:

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ �̂� 𝑓 = −𝐾𝑝 ∇𝑝,𝜈 𝑓 𝑓 ∇𝑝,𝜈 𝜖+𝐷𝑝 ∇2

𝑝 𝑓. (10)
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У стацiонарному випадку 𝜕𝑓/𝜕𝑡 = 0 це рiвняння
задовольняється рiвноважною функцiєю розподi-
лу 𝑓eq, яка вiдповiдає сферичнiй поверхнi Фермi i
має вигляд

𝑓 = 𝑓eq(R,p) =

(︂
1 + exp

𝑝2/2𝑚+ 𝑈 − 𝜆

𝑇

)︂−1

, (11)

де 𝜆 – хiмiчний потенцiал, який знаходиться з умо-
ви збереження числа частинок 𝐴:∫︁

g𝑑R𝑑p

(2𝜋~)3
𝑓eq(R,p) = 𝐴. (12)

Зазначене твердження випливає iз визначення (2)
для оператора �̂�:

�̂� 𝑓eq = 0,

а також з того факту, що права частина рiвняння
(10)

St{𝑓} = −𝐾𝑝 ∇𝑝,𝜈 𝑓 𝑓 ∇𝑝,𝜈 𝜖+𝐷𝑝 ∇2
𝑝 𝑓 (13)

для 𝐷𝑝 = const, 𝐾𝑝 = const дорiвнює нулю при
𝑓 = 𝑓eq i

𝑇 = −𝐷𝑝/𝐾𝑝. (14)

Останнє спiввiдношення може бути iнтерпретова-
не як визначення температури 𝑇 .

3.1. Мультипольна
деформацiя поверхнi Фермi

Для аналiзу залежностi iнтеграла зiткнень St{𝑓}
вiд мультипольностi деформацiї поверхнi Фермi,
ми розглянемо мале вiдхилення 𝛿𝑓 = 𝑓 − 𝑓eq фун-
кцiї розподiлу вiд її значення у рiвновазi. Розкла-
демо це вiдхилення в ряд по сферичних функ-
цiях [11]:

𝛿𝑓 = −𝜕𝑓eq
𝜕𝜖

∑︁
𝑙𝑚

𝜈𝑙𝑚(r, 𝑡)𝑌𝑙𝑚(Ω𝑝). (15)

Пiдставляючи цей розклад у вираз для лiнеаризо-
ваного iнтеграла зiткнень (13), отримуємо мульти-
польний розклад, який мiстить всi мультипольнi
члени 𝑙, починаючи з 𝑙 = 0. Цей результат отриму-
ється як наслiдок використаного вище дифузiйно-
го наближення. Однак, коректний вираз для iнте-
грала зiткнень не мiстить членiв з 𝑙 = 0 та 𝑙 = 1

внаслiдок умов збереження повних кiлькостi ча-
стинок та iмпульсу в зiткненнях. Враховуючи цi
умови, розклад (15) та лiнеаризований по вiдно-
шенню до 𝛿𝑓 вираз для iнтеграла зiткнень (9), ви-
значимо час релаксацiї 𝜏𝑟,𝑙 при збуреннi поверхнi
Фермi мультипольностi 𝑙 таким чином:

1

𝜏𝑟,𝑙
= −

∫︁
𝑑p

(2𝜋~)3
St{𝑓}𝑌𝑙𝑚(Ω𝑝)∫︁

𝑑p

(2𝜋~)3
𝛿𝑓 𝑌𝑙𝑚(Ω𝑝)

=

=
𝐷𝑝(𝑝F)

𝑝2F
𝑙 (𝑙 + 1), 𝑙 ≥ 2. (16)

Як видно з рiвняння (16), член рухливостi, а у
зв’язку з цим i середнє ядерне поле 𝑈 , не дає вне-
ску в час релаксацiї 𝜏𝑟,𝑙, який отриманий внаслiдок
використання наближення дифузiї на збуренiй по-
верхнi Фермi.

З рiвняння (16) також видно, що при зростан-
нi мультипольностi деформацiї поверхнi Фермi 𝑙
час релаксацiї 𝜏𝑟,𝑙 зменшується як ∼𝑙−2. При за-
стосуваннi наближення ядерної рiдинної динамi-
ки (ЯРД) [3, 14] припускається, що для iзоскаляр-
них збуджень можна обмежитись мультипольнi-
стю збурення поверхнi Фермi 𝑙 = 2. Зазначене ви-
ще швидке згасання вищих мультипольностей збу-
рення поверхнi Фермi в (16) дає аргумент на ко-
ристь придатностi наближення ЯРД для опису ви-
сококолективiзованих ядерних збуджень.

Спiввiдношення (16) можна використати для
отримання величини коефiцiєнта дифузiї 𝐷𝑝(𝑝F)
iз експериментальних ядерних даних. В рамках
наближення ЯРД час релаксацiї 𝜏𝑟,𝑙=2 визначає
ширину ΓGQR iзоскалярного гiгантського квадру-
польного резонансу (ГКР) таким чином (див. [14]):

ΓGQR =
4 𝜖F ~
𝑚𝑟20

𝜏

1 + (𝜔R𝜏)2
𝐴−2/3, (17)

де 𝜖F – енергiя Фермi, 𝑟0 – середня вiдстань мiж
нуклонами в ядрi, 𝜏 ≡ 𝜏𝑟,𝑙=2 i 𝜔R – власна часто-
та ГКР. На рис. 1 наведенi результати розрахун-
кiв та порiвняння з експериментальними даними
для ширини ГКР в ядрах вздовж всiєї перiодичної
системи елементiв. Тут були використанi такi ве-
личини: 𝜖F = 40 МеВ, 𝑟0 = 1,2 фм та експеримен-
тальне значення енергiї ГКР ~𝜔R ≈ 63𝐴−1/3 МеВ.
Використовуючи час релаксацiї 𝜏 iз (16), iз пiд-
гонки ширини (17) до експериментальних даних
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(див. суцiльну криву на рис. 1) ми отримуємо та-
ке значення ядерного коефiцiєнта дифузiї на збу-
ренiй поверхнi Фермi: 𝐷𝑝(𝑝F) = 𝐷𝑝 = 2,5 · 10−21

МеВ2 · фм−2 · с.
Як видно з рис. 1, з врахуванням квадрупольно-

го збурення поверхнi Фермi при використаннi зга-
даного вище значення коефiцiєнта дифуiї 𝐷𝑝(𝑝F),
наближення ЯРД дає цiлком задовiльний опис ши-
рин ΓGQR.

Звернемо увагу на певну особливiсть ядер-
них iзовекторних збуджень, а саме, iзовекторний
струм не зберiгається в нейтрон-протонних зiтк-
неннях [16] i тому дипольна деформацiя поверхнi
Фермi з 𝑙 = 1 має бути представлена в iнтегралi
зiткнень [2, 17, 18].

3.2. Збурення поверхнi
Фермi типу частинка–дiрка

Iнша можливiсть для збурення поверхнi Фермi
з’являється внаслiдок початкового нерiвноважно-
го збудження типу частинка–дiрка. Обмежимось
випадком ядерної матерiї, яка є однорiдною в r-
просторi та припустимо сферичну симетрiю по-
верхнi Фермi з радiусом 𝑝F. Iмпульс Фермi отри-
мується з умови збереження числа частинок 𝐴 у
фiксованому об’ємi 𝒱:

𝑝F∫︁
0

4𝜋𝒱g
(2𝜋~)3

𝑝2𝑑𝑝 = 𝐴.

В початковий момент 𝑡 = 0 збурена функцiя роз-
подiлу 𝑓in(𝑝, 𝑡 = 0) для збудження частинка–дiрка
дається виразом

𝑓in(𝑝, 𝑡 = 0) =

= [1− 𝜃(𝑝− 𝑝′1) + 𝜃(𝑝− 𝑝′2)] [1− 𝜃(𝑝− 𝑝F)] +

+ [1− 𝜃(𝑝− 𝑝2)] 𝜃(𝑝− 𝑝1)𝜃(𝑝− 𝑝F), (18)

який вiдтворює збудження частинки з iмпульсом
𝑝1 < 𝑝 < 𝑝2, та дiрки з iмпульсом 𝑝′1 < 𝑝 < 𝑝′2 для
фiксованих величин 𝑝1 > 𝑝F та 𝑝′2 < 𝑝F, вiдповiдно.
Слiд звернути увагу на те, що iнтервали Δ𝑝′ = 𝑝′2−
−𝑝′1 та Δ𝑝 = 𝑝2−𝑝1 для збудження одна частинка –
одна дiрка мають задовольняти такi умови:

𝑝F∫︁
0

4𝜋𝒱g𝑑𝑝
(2𝜋~)3

𝑝2𝑓in(𝑝, 𝑡 = 0) = 𝐴− 1,
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Рис. 1. Залежнiсть ширини iзоскалярного ГКР вiд масо-
вого числа 𝐴. Результати отриманi з використанням фор-
мул (17) та (16) при значеннi коефiцiєнта дифузiї 𝐷𝑝(𝑝F) =

= 𝐷𝑝 = 2, 5 · 10−21 МеВ2 · фм−2 · с. Експериментальнi данi
взято з роботи [15]
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Рис. 2. Еволюцiя в часi початкової функцiї розподiлу (18)
в iмпульсному просторi з 𝑝′1/𝑝F ≃ 0,71, 𝑝′2/𝑝F ≃ 0,75,
𝑝1/𝑝F ≃ 1,12, 𝑝2/𝑝F ≃ 1,13, що вiдповiдає початковiй енер-
гiї збудження 𝐸ex = 30 МеВ. Жирна лiнiя – розподiл Фермi
(11) з 𝑇 = −𝐷𝑝/𝐾𝑝. Розрахунки зробленi для 𝐴 = 16

∞∫︁
𝑝F

4𝜋𝒱g𝑑𝑝
(2𝜋~)3

𝑝2𝑓in(𝑝, 𝑡 = 0) = 1.

Приймаючи до уваги сферично симетричний
розподiл частинок у iмпульсному просторi, кiне-
тичне рiвняння (10) перепишемо таким чином:

𝜕𝑓

𝜕𝑡
= −𝐾𝑝

𝑚

[︂
𝑝
𝜕

𝜕𝑝
𝑓 𝑓 + 3𝑓 𝑓

]︂
+

𝐷𝑝

𝑝2
𝜕

𝜕𝑝
𝑝2

𝜕

𝜕𝑝
𝑓. (19)
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Рiвняння (19) може бути розв’язане числовими ме-
тодами з початковою умовою (18). Нижче, в розра-
хунках ми використали такi значення транспорт-
них коефiцiєнтiв: 𝐷𝑝 = 2,5 ·10−21 МеВ2 ·фм−2 ·с та
𝐾𝑝 = −6,2510−22 МеВ ·фм−2 ·с. Стартуючи з поча-
ткового стану 𝑓in(𝑝, 𝑡 = 0) i покладаючи початкову
енергiю збудження 𝐸ex = 30 МеВ, була обчислена
часова еволюцiя функцiї розподiлу Вiгнера 𝑓(𝑝, 𝑡),
яка наведена на рис. 2 для ядра 𝐴 = 16. Як ви-
дно з рис. 2, iмпульсний розподiл 𝑓(𝑝, 𝑡) розвива-
ється в напрямку рiвноважного розподiлу фермi-
типу 𝑓eq(𝑝), що має вигляд (11). Згiдно iз (14), вiд-
повiдна рiвноважна температура може бути оцiне-
на як 𝑇 = −𝐷𝑝/𝐾𝑝 ≈ 4 MeB.

Зазначимо, що енергiя збудження фермi-систе-
ми 𝐸ex пов’язана з рiвноважною температурою 𝑇
вiдомим спiввiдношенням 𝐸ex = 𝑎𝑇 2, де 𝑎 – па-
раметр статистичної густини рiвнiв. Для нашого
випадку знаходимо 𝑎 ≈ 𝐴/8,5 МеВ−1. Отримане
значення параметра густини рiвнiв 𝑎 добре узго-
джується з вiдповiдною експериментальною вели-
чиною 𝑎exp ≃ 𝐴/8 МеВ−1 [19], що може свiдчити
про самоузгодженiсть дифузiйного пiдходу при об-
численнi таких рiзних величин, як ширина гiгант-
ських мультипольних резонансiв i статистична гу-
стина рiвнiв.

4. Висновки

Ми розглянули процес встановлення рiвноваги
в багатотiльнiй фермi-системi, який зумовлений
мiжчастинковими зiткненнями на збуренiй поверх-
нi Фермi. У вiдповiдностi iз флуктуацiйно-дисипа-
тивною теоремою, наше наближення поєднує як
дисипативний, так i дифузiйний аспекти, що при-
водять до еволюцiї системи в часi в напрямку рiв-
новажної межi. Ми розглянули два типи нерiвно-
важних станiв. Перший – мультипольна деформа-
цiя поверхнi Фермi, яка виникає внаслiдок збудже-
ння звукової моди. При цьому ми встановили, що
час релаксацiї швидко зменшується з ростом муль-
типольностi 𝑙 збурення поверхнi Фермi. Час рела-
ксацiї 𝜏𝑟,𝑙 залежить вiд коефiцiєнта дифузiї 𝐷𝑝 i не
залежить вiд коефiцiєнта рухливостi 𝐾𝑝. Другий –
релаксацiя збуджень типу частинка–дiрка. Ми по-
казали, що вiдповiдний час релаксацiї залежить
вiд обох транспортних коефiцiєнтiв 𝐷𝑝 та 𝐾𝑝, а си-
стема еволюцiонує в напрямку рiвноважної функ-
цiї розподiлу Фермi з рiвноважною температурою
𝑇 = −𝐷𝑝/𝐾𝑝.
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ДИФФУЗИЯ
НА ДЕФОРМИРОВАННОЙ ПОВЕРХНОСТИ ФЕРМИ

Р е з ю м е

Рассмотрено приближение диффузии для описания про-
цесса релаксации на возмущенной поверхности Ферми в
ферми-жидкости. Определена зависимость времени ре-
лаксации от мультипольности деформации поверхности
Ферми. Исследована временная эволюция неравновесных
частично-дырочных возмущений.

V.M.Kolomietz, S.V. Lukyanov

DIFFUSION ON THE DISTORTED FERMI SURFACE

S u m m a r y

The diffusion approximation to the relaxation on the distorted

Fermi surface in a Fermi liquid is considered. The dependence

of the relaxation time on the multipolarity of a Fermi sur-

face deformation is established. The time evolution of the non-

equilibrium particle-hole excitations is studied.
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