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РОЗПОДIЛ ПОТЕНЦIАЛУ СКАЛЯРНОГО
ПОЛЯ ДЛЯ “РОЗМАЗАНОЇ” ЗАМКНЕНОЇ
НУЛЬ-СТРУНИ, ЯКА ПРЯМУЄ В ПЛОЩИНI 𝑧 = 0УДК 539.391+517.764.2

У роботi запропоновано загальний вигляд розподiлу потенцiалу скалярного поля для
“розмазаної” нуль-струни, яка колапсує в площинi 𝑧 = 0, а також для “розмазаної”
нуль-струни, яка розширюється в площинi 𝑧 = 0. Знайденi умови, за яких компоненти
тензора енергiї-iмпульсу скалярного поля, при стисканнi поля в одновимiрний об’єкт
(коло змiнного радiуса) асимптотично збiгаються з компонентами тензора енергiї-
iмпульсу замкненої нуль-струни, що прямує за тiєю самою траєкторiєю.
Ключ о в i с л о в а: потенцiал скалярного поля, “розмазана” нуль-струна, тензор енергiї-
iмпульсу.

1. Вступ

За сучасними уявленнями космiчнi струни, якi
є одновимiрними областями концентрацiї щiльно-
стi енергiї, могли природно виникати в результатi
спонтанного порушення симетрiї при фазових пе-
реходах у процесi еволюцiї Всесвiту [1–7]. У рам-
ках рiзних моделей Теорiї Великого Об’єднання во-
ни є топологiчними дефектами разом з доменними
стiнками i монополями. У роботi [8] було показа-
но, що наявнiсть таких об’єктiв у Всесвiтi не су-
перечить мiкрохвильовому релiктовому випромi-
нюванню, що спостерiгається, так само не виклю-
чено, що цi об’єкти могли зберегтися до сучасної
епохи i, отже, можуть спостерiгатися [9, 10]. Нуль-
струни реалiзують границю нульового натягу в те-
орiї струн [5, 7]. Останнiми роками широко обго-
ворюються деякi можливостi застосування нуль-
струн у космологiї. Так, наприклад, у роботi [11]
було показано, що розглядаючи газ нуль-струн, як
домiнантне джерело гравiтацiї в 𝐷-вимiрних про-
сторах Фрiдмана–Робертсона–Уокера з 𝑘 = 0, мо-
жна описати механiзм iнфляцiї, характерний для
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цих просторiв, у низцi робiт газ релiктових нуль-
струн розглядається як один з можливих кандида-
тiв на роль носiя так званої “темної” матерiї, iсну-
вання якої у Всесвiтi можна вважати встановле-
ним фактом. I хоча об’єктом дослiдження в на-
ведених прикладах є вже не вiдокремлена нуль-
струна, а газ нуль-струн, властивостi цього газу
ще залишаються неясними. На наш погляд, пер-
шим кроком до розумiння властивостей газу нуль-
струн можуть стати задачi про гравiтацiйне поле,
яке породжує нуль-струна, що прямує за рiзними
траєкторiями.

Компоненти тензора енергiї-iмпульсу для нуль-
струни мають такий вигляд [11]:

𝑇𝑚𝑛√−𝑔 = 𝛾

∫︁
𝑑𝜏𝑑𝜎 𝑥𝑚

,𝜏𝑥
𝑛
,𝜏𝛿

4
(︀
𝑥𝑙 − 𝑥𝑙 (𝜏, 𝜎)

)︀
, (1)

де iндекси 𝑚,𝑛, 𝑙 набувають значень 0, 1, 2, 3, фун-
кцiї 𝑥𝑚 = 𝑥𝑚(𝜏, 𝜎) визначають траєкторiю руху
нуль-струни, 𝜏 i 𝜎 – параметри на свiтовiй поверх-
нi нуль-струни, 𝑥𝑚

,𝜏 = 𝜕𝑥𝑚/𝜕𝜏 , 𝑔 = |𝑔𝑚𝑛|, 𝑔𝑚𝑛 –
метричний тензор зовнiшнього простору, 𝛾 =const.

У цилiндричнiй системi координат

𝑥0 = 𝑡, 𝑥1 = 𝜌, 𝑥2 = 𝜃, 𝑥3 = 𝑧,
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функцiї 𝑥𝑚(𝜏, 𝜎), якi визначають траєкторiї руху
замкненої нуль-струни, що розглядалися в роботi,
мають такий вигляд:

𝑡 = 𝜏, 𝜌 = ∓𝜏, 𝜃 = 𝜎, 𝑧 = 0, (2)

де знак “–” вiдповiдає випадку колапсу нуль-
струни в площинi 𝑧 = 0 i для нього параметр
𝜏 ∈ (−∞, 0], а знак “+” вiдповiдає випадку радi-
ального розширення нуль-струни в площинi 𝑧 = 0
i для нього 𝜏 ∈ [0,+∞).

Оскiльки, для кожної iз траєкторiй (2) усi на-
прямки на гiперповерхнях 𝑧 =const еквiвалентнi,
то метричнi функцiї 𝑔𝑚𝑛 = 𝑔𝑚𝑛(𝑡, 𝜌, 𝑧), тодi, ви-
користовуючи iнварiантнiсть квадратичної форми
щодо iнверсiї 𝜃 на −𝜃, одержуємо 𝑔02 = 𝑔12 = 𝑔32 =
= 0. Так само можна помiтити, що квадрати-
чна форма простору-часу повинна бути iнварiан-
тна щодо iнверсiї 𝑧 → −𝑧, тодi

𝑔𝑚𝑛(𝑡, 𝜌, 𝑧) = 𝑔𝑚𝑛(𝑡, 𝜌,−𝑧). (3)

Наслiдком (3) є 𝑔03 = 𝑔31 = 0. Остаточно, викори-
стовуючи свободу вибору систем координат у ЗТВ,
частково зафiксуємо її вимогою 𝑔01 = 0. Таким чи-
ном, квадратична форма для задачi, що розв’язу-
ється, може бути подана так

𝑑𝑆2 = 𝑒2𝜈(𝑑𝑡)2 −𝐴(𝑑𝜌)2 −𝐵(𝑑𝜃)2 − 𝑒2𝜇(𝑑𝑧)2, (4)

де 𝜈, 𝜇,𝐴,𝐵 – функцiї змiнних 𝑡, 𝜌, 𝑧.
Компоненти тензора енергiї-iмпульсу для безма-

сового поля повиннi задовольняти рiвнiсть

𝑇𝛼
𝛼 = 0. (5)

Для (1), (2), (4) рiвнiсть (5) набуває вигляду

𝑇 0
0 + 𝑇 1

1 = 𝛾
𝑒−(𝜈+𝜇)

√
𝐴𝐵

{︀
𝑒2𝜈 −𝐴

}︀
𝛿(𝑧)𝛿(𝜂) = 0, (6)

де

𝜂 = 𝑡± 𝜌, (7)

знак “+” вiдповiдає випадку колапсу нуль-струни
в площинi 𝑧 = 0, а знак “–” – випадку радiального
розширення нуль-струни в площинi 𝑧 = 0.

З рiвностi (6) випливає

𝑒2𝜈 ≡ 𝐴. (8)

Аналiзуючи систему рiвнянь Ейнштейна, побу-
довану для (1), (2), (4), (8), можна визначити за-
лежнiсть метричних функцiй, а саме:

𝜈 = 𝜈(𝜂, 𝑧), 𝐵 = 𝐵(𝜂, 𝑧), 𝜇 = 𝜇(𝜂, 𝑧), (9)

при цьому, сама система Ейнштейна зводиться до
таких рiвнянь:

𝐵,𝜂𝜂

𝐵
+ 2𝜇,𝜂𝜂 − 2𝜈,𝜂

(︂
𝐵,𝜂

𝐵
+ 2𝜇,𝜂

)︂
−

−1

2

(︂
𝐵,𝜂

𝐵

)︂
+ 2 (𝜇,𝜂)

2
= −2𝜒𝑇00, (10)

(︂
𝐵,𝑧

𝐵

)︂
,𝑧

+
1

2

(︂
𝐵,𝑧

𝐵

)︂2
+

𝐵,𝑧

𝐵
(2𝜈,𝑧 − 𝜇,𝑧) = 0, (11)

𝐵,𝜂𝑧

𝐵
+ 2𝜈,𝜂𝑧 − 𝜈,𝑧

(︂
𝐵,𝜂

𝐵
+ 2𝜇,𝜂

)︂
−

−1

2

𝐵,𝑧

𝐵

(︂
𝐵,𝜂

𝐵
+ 2𝜇,𝜂

)︂
= 0, (12)

2𝜈,𝑧𝑧 + 4(𝜈,𝑧)
2 + 𝜈,𝑧

(︂
𝐵,𝑧

𝐵
− 2𝜇,𝑧

)︂
= 0, (13)

(𝜈,𝑧)
2 + 𝜈,𝑧

𝐵,𝑧

𝐵
= 0, (14)

де 𝑇00 = 𝛾 𝑒2𝜈−𝜇
√
𝐵

𝛿(𝜂)𝛿(𝑧).
Доповнимо систему рiвнянь Ейнштейна (10)–

(14) рiвняннями руху нуль-струни, якi в псевдо-
рiмановому просторi-часi визначаються такою си-
стемою рiвнянь:

𝑥𝑚
,𝜏𝜏 + Γ𝑚

𝑝𝑞𝑥
𝑝
,𝜏𝑥

𝑞
,𝜏 = 0, (15)

𝑔𝑚𝑛𝑥
𝑚
,𝜏𝑥

𝑛
,𝜏 = 0, 𝑔𝑚𝑛𝑥

𝑚
,𝜏𝑥

𝑛
,𝜎 = 0, (16)

де Γ𝑚
𝑝𝑞 – символи Кристофеля. Розписуючи рiвня-

ння руху нуль-струни (15), (16) для (4), (8), (9),
можна безпосередньо показати, що для функцiй,
якi визначають траєкторiї руху (2), усi рiвняння
руху нуль-струни виконуються тотожно, тобто цi
траєкторiї руху дiйсно реалiзуються i не змiнюю-
ться гравiтацiйним полем самих нуль-струн.

Для (8), (9) квадратична форма (4) набуває ви-
гляду

𝑑𝑆2 = 𝑒2𝜈
(︀
(𝑑𝑡)2 − (𝑑𝜌)2

)︀
−𝐵(𝑑𝜃)2 − 𝑒2𝜇(𝑑𝑧)2, (17)

де 𝜈 = 𝜈(𝜂, 𝑧), 𝐵 = 𝐵(𝜂, 𝑧), 𝜇 = 𝜇(𝜂, 𝑧).
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Як випливає iз системи рiвнянь (10)–(14) поза
струною, тобто при 𝜂 ̸= 0, 𝑧 ̸= 0, усi компоненти
струнного тензора енергiї-iмпульсу тотожно дорiв-
нюють нулю, а вiдмiннi вiд нуля (прямують до не-
скiнченностi) безпосередньо на струнi, що дає мо-
жливiсть дослiджувати систему рiвнянь Ейнштей-
на у двох напрямках:

1. Обмежитися аналiзом “зовнiшньої” задачi,
тобто в областi, для якої компоненти тензора енер-
гiї-iмпульсу (правi частини рiвнянь Ейнштейна)
дорiвнюють нулю.

2. Розглядати компоненти струнного тензора
енергiї-iмпульсу, як границю деякого “розмаза-
ного” розподiлу та провести аналiз рiвнянь Ейн-
штейна для цього “розмазаного” розподiлу. Мо-
жна показати, що аналiз “зовнiшньої” задачi при-
водить до великої кiлькостi вакуумних розв’язкiв
рiвнянь Ейнштейна, якi задовольняють симетрiї
задачi. Так, наприклад, легко перевiрити, що фун-
кцiї

𝑒2𝜈 = 𝑒2𝜇 = 1, 𝐵 = 𝑧2,

або функцiї

𝑒2𝜈 = |𝛽𝜂| , 𝑒2𝜇 = (𝛽(𝜂))
2
, 𝐵 = (𝛽(𝜂) · 𝑧)2 ,

де 𝛽(𝜂) – довiльна функцiя, є зовнiшнiми розв’яз-
ками системи рiвнянь (10)–(14). Однак, неясними
залишаються критерiї, що дозволяють вибрати iз
цiєї сукупностi єдиний розв’язок, що описує гравi-
тацiйне поле нуль-струни.

При спробi розглядати компоненти струнно-
го тензора енергiї-iмпульсу як границю деякого
“розмазаного” розподiлу, наприклад, проста замi-
на дельта-функцiй у тензорi енергiї-iмпульсу вiд-
повiдними дельта-функцiйними послiдовностями,
можливi неточностi, пов’язанi з тим, що незрозумi-
ло як враховувати можливу появу доданкiв (мно-
жникiв), якi прямують до нуля (константи) при
стягуваннi цього “розмазаного” розподiлу в одно-
вимiрний об’єкт. Тому, простiше iз самого початку
розглядати деякий “добре визначений”, “розмаза-
ний” розподiл, наприклад, дiйсне безмасове ска-
лярне поле (оскiльки, ми розглядаємо скалярний
нуль об’єкт), а потiм стягти його в струну необхi-
дної конфiгурацiї, вимагаючи при цьому, щоб ком-
поненти тензора енергiї-iмпульсу скалярного по-
ля асимптотично збiглися з компонентами нуль-
струнного тензора енергiї-iмпульсу.

2. Система рiвнянь
Ейнштейна для “розмазаної” задачi

Компоненти тензора енергiї-iмпульсу для дiйсно-
го безмасового скалярного поля мають такий ви-
гляд [2]:

𝑇𝛼𝛽 = 𝜙,𝛼𝜙,𝛽 − 1

2
𝑔𝛼𝛽𝐿, (18)

де 𝐿 = 𝑔𝜔𝜆𝜙,𝜔𝜙,𝜆, 𝜙,𝛼 = 𝜕𝜙/𝜕𝑥𝛼, 𝜙 – потенцiал
скалярного поля, iндекси 𝛼, 𝛽, 𝜔, 𝜆 набувають зна-
чень 0, 1, 2, 3. Для того, щоб забезпечити самоузго-
дженiсть рiвнянь Ейнштейна для (17), (18), будемо
вимагати

𝑇𝛼𝛽 = 𝑇𝛼𝛽 (𝜂, 𝑧) → 𝜙 = 𝜙 (𝜂, 𝑧) . (19)

Розписуючи (18) для (17), (19), одержуємо

𝑇00 = (𝜙,𝜂)
2 +

𝑒2(𝜈−𝜇)

2
(𝜙,𝑧)

2,

𝑇03 = ±𝑇13 = 𝜙,𝜂𝜙,𝑧,

𝑇11 = (𝜙,𝜂)
2 − 𝑒2(𝜈−𝜇)

2
(𝜙,𝑧)

2,

𝑇01 = ±(𝜙,𝜂)
2,

𝑇33 =
1

2
(𝜙,𝑧)

2,

𝑇22 = −𝐵𝑒−2𝜇

2
(𝜙,𝑧)

2,

(20)

де знак ”+” вiдповiдає випадку колапсу, а знак
“–” – випадку розширення нуль-струни.

Система рiвнянь Ейнштейна для (17), (20) може
бути представлена в такому виглядi:

𝐵,𝜂𝜂

𝐵
+ 2𝜇,𝜂𝜂 − 2𝜈,𝜂

(︂
𝐵,𝜂

𝐵
+ 2𝜇,𝜂

)︂
−

−1

2

(︂
𝐵,𝜂

𝐵

)︂2
+ 2 (𝜇,𝜂)

2
= −2𝜒(𝜙,𝜂)

2, (21)(︂
𝐵,𝑧

𝐵

)︂
,𝑧

+
1

2

(︂
𝐵,𝑧

𝐵

)︂2
+

𝐵,𝑧

𝐵
(2𝜈,𝑧 − 𝜇,𝑧) = 0, (22)

𝐵,𝜂𝑧

𝐵
+ 2𝜈,𝜂𝑧 − 𝜈,𝑧

(︂
𝐵,𝜂

𝐵
+ 2𝜇,𝜂

)︂
−

−1

2

𝐵,𝑧

𝐵

(︂
𝐵,𝜂

𝐵
+ 2𝜇,𝜂

)︂
= −2𝜒𝜙,𝜂𝜙,𝑧, (23)

2𝜈,𝑧𝑧 + 4(𝜈,𝑧)
2 + 𝜈,𝑧

(︂
𝐵,𝑧

𝐵
− 2𝜇,𝑧

)︂
= 0, (24)
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(𝜈,𝑧)
2 + 𝜈,𝑧

𝐵,𝑧

𝐵
=

𝜒

2
(𝜙,𝑧)

2. (25)

Якщо розглядати систему рiвнянь (21)–(25) для
розподiлу скалярного поля, вже сконцентрованому
усерединi “тонкого” кiльця, для якого змiннi 𝜂 (яка
визначена (7)) i 𝑧 набувають значень в iнтервалi

𝜂 ∈ [−Δ𝜂,Δ𝜂] , 𝑧 ∈ [−Δ𝑧,Δ𝑧] , (26)

де Δ𝜂 i Δ𝑧 – малi позитивнi константи, що визна-
чають “товщину” кiльця, тобто

Δ𝜂 ≪ 1, Δ𝑧 ≪ 1, (27)

i за подальшого стискання такого “тонкого” кiльця
в одновимiрний об’єкт (нуль-струну)

Δ𝜂 → 0, Δ𝑧 → 0, (28)

то простiр, в якому перебуває така ”розмазана”
нуль-струна, i для якого змiннi 𝜂 та 𝑧 набувають
значень в iнтервалi 𝜂 ∈ (−∞,+∞), 𝑧 ∈ (−∞,+∞),
умовно можна розбити на три областi:
– область 𝐼, для якої

𝜂 ∈ (−∞,−Δ𝜂) ∪ (Δ𝜂,+∞) , 𝑧 ∈ (−∞,+∞), (29)

– область 𝐼𝐼, для якої

𝜂 ∈ [−Δ𝜂,+Δ𝜂] , 𝑧 ∈ (−∞,−Δ𝑧) ∪ (Δ𝑧,+∞), (30)

– область 𝐼𝐼𝐼, для якої

𝜂 ∈ [−Δ𝜂,Δ𝜂] , 𝑧 ∈ [−Δ𝑧,Δ𝑧]. (31)

Оскiльки при стягуваннi скалярного поля в
струну система рiвнянь (21)–(25) для скалярного
поля повинна асимптотично збiгтися з системою
для замкненої нуль-струни (10)–(14), то в областi
(29), (30) (область 𝐼 i 𝐼𝐼)

𝜙 → 0, 𝜙,𝑧 → 0, 𝜙,𝜂 → 0, (32)

а в областi (31) (усерединi “тонкого” кiльця) у за-
гальному випадку

𝜙𝐼,𝐼𝐼

𝜙𝐼𝐼𝐼
≤ 1,

(𝜙,𝑧)𝐼,𝐼𝐼
(𝜙,𝑧)𝐼𝐼𝐼

≤ 1,
(𝜙,𝜂)𝐼,𝐼𝐼
(𝜙,𝜂)𝐼𝐼𝐼

≤ 1, (33)

де 𝜙𝐼,𝐼𝐼 – значення потенцiалу скалярного поля в
областi I i II, 𝜙𝐼𝐼𝐼 – значення потенцiалу скалярно-
го поля в областi III (усерединi ”тонкого” кiльця),
знак рiвностi реалiзується на границi областей.

Порiвнюючи систему рiвнянь (10)–(14) для за-
мкненої нуль-струни iз системою (21)–(25), можна
зробити висновок про те, що при стягуваннi ска-
лярного поля в струну, тобто при Δ𝜂 → 0, Δ𝑧 → 0

(𝜙,𝑧)
2
⃒⃒
𝑧→0,𝜂→0

→ 0, (𝜙,𝜂)
2
⃒⃒
𝑧→0,𝜂→0

→ ∞,

(𝜙,𝑧𝜙,𝜂)|𝑧→0,𝜂→0 → 0.
(34)

В областi 𝐼, згiдно з (32), за будь-якого фiксова-
ного значення 𝜂 = 𝜂0 ∈ (−∞,−Δ𝜂) ∪ (+Δ𝜂,+∞) i
для всiх значень 𝑧 ∈ (−∞,+∞) потенцiал скаляр-
ного поля:

𝜙(𝜂0, 𝑧) → 0, (35)

якщо ж розглядати розподiл потенцiалу скаляр-
ного поля при будь-якому фiксованому значеннi
𝜂 = 𝜂0 ∈ [−Δ𝜂,Δ𝜂] (область 𝐼𝐼 i 𝐼𝐼𝐼), то у випад-
ку, коли 𝑧 ∈ (−∞,−Δ𝑧) ∪ (Δ𝑧,+∞) (область 𝐼𝐼),
повинно бути виконано

𝜙(𝜂0, 𝑧) → 0, (36)

а при 𝑧 ∈ [−Δ𝑧,Δ𝑧] (область 𝐼𝐼𝐼)

𝜙(𝜂0, 𝑧)𝐼𝐼𝐼
𝜙(𝜂0, 𝑧)𝐼𝐼

> 1. (37)

3. Розподiл потенцiалу скалярного
поля для “розмазаної” нуль-струни

Для отриманих умов (35)–(37) розподiл потенцiалу
скалярного поля зручно подати у виглядi

𝜙(𝜂, 𝑧) = ln

(︂
1

𝛼(𝜂) + 𝜆(𝜂)𝑓(𝑧)

)︂
, (38)

де функцiї 𝛼(𝜂) i 𝜆(𝜂) симетричнi вiдносно iнверсiї
𝜂 на −𝜂 , тобто

𝛼(𝜂) = 𝛼(−𝜂), 𝜆(𝜂) = 𝜆(−𝜂), (39)

функцiя 𝛼(𝜂) + 𝜆(𝜂)𝑓(𝑧) обмежена

0 < 𝛼(𝜂) + 𝜆(𝜂)𝑓(𝑧) ≤ 1, (40)

а потенцiал скалярного поля (38), згiдно з (40),
може набувати значень вiд

𝜙 → 0, при 𝛼(𝜂) + 𝜆(𝜂)𝑓(𝑧) → 1, (41)

i до

𝜙 → ∞, при 𝛼(𝜂) + 𝜆(𝜂)𝑓(𝑧) → 0, (42)
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причому в областi 𝐼, вiдповiдно до (35), (41)

𝛼(𝜂) → 1, 𝜆(𝜂) → 0. (43)

Оскiльки, згiдно з (36) потенцiал скалярного
поля в областi 𝐼𝐼 прямує до нуля, то при 𝜂 ∈
∈ [−Δ𝜂,Δ𝜂] i будь-якому фiксованому значеннi
𝑧 = 𝑧0 ∈ (−∞,−Δ𝑧) ∪ (Δ𝑧,+∞), повинно бути ви-
конано

𝛼(𝜂) + 𝜆(𝜂)𝑓(𝑧0) → 1. (44)

В областi 𝐼𝐼𝐼 для тих самих значень 𝜂 ∈ [−Δ𝜂,Δ𝜂]
i при 𝑧 = 𝑧0 ∈ [−Δ𝑧,Δ𝑧]

0 < 𝛼(𝜂) + 𝜆(𝜂)𝑓(𝑧0) < 1. (45)

З (44) випливає, що для всiх 𝑧 ∈ (−∞,−Δ𝑧)∪
∪ (Δ𝑧,+∞) значення функцiї 𝑓(𝑧) прямують до
константи

𝑓(𝑧)|𝑧∈(−∞,−Δ𝑧)∪(Δ𝑧,+∞) → 𝑓0 = const, (46)

причому 𝑓0 ̸= 0, а функцiї 𝛼(𝜂) i 𝜆(𝜂) зв’язанi мiж
собою

𝜆(𝜂) =
1

𝑓0
(1− 𝛼(𝜂)) . (47)

Пiдставляючи (47) в (45), одержуємо, що в областi
𝐼𝐼𝐼:

0 < 𝛼(𝜂) + (1− 𝛼(𝜂))
𝑓(𝑧0)

𝑓0
< 1, (48)

тодi з рiвностей (42), (48) випливає, що при 𝜙 → ∞

𝛼(𝜂) → 0, 𝑓(𝑧) → 0. (49)

Таким чином, у виразi для потенцiалу скаляр-
ного поля (38) функцiї 𝛼(𝜂) i 𝑓(𝑧) обмеженi та для
всiх 𝑧 ∈ (−∞,+∞) i 𝜂 ∈ (−∞,+∞) набувають зна-
чень

0 < 𝛼(𝜂) < 1, 0 < 𝑓(𝑧) < 𝑓0, (50)

причому в областi 𝐼, згiдно з (43), функцiя

𝛼(𝜂)|𝜂∈(−∞,−Δ𝜂)∪(+Δ𝜂,+∞) → 1, (51)

а з (49), з урахуванням симетричностi функцiї 𝛼(𝜂)
(рiвностi (39)), випливає

lim
𝜂→0

𝛼(𝜂) → 0. (52)

Розподiл для функцiї 𝑓(𝑧), при 𝑧 ∈ (−∞,−Δ𝑧)∪
∪ (Δ𝑧,+∞), визначається рiвнiстю (46), а при
𝑧 → 0, згiдно з (49)

𝑓(𝑧)|𝑧→0 → 0. (53)

Диференцiюючи (38), з урахуванням (47), одер-
жуємо

𝜙,𝜂 = − 𝛼,𝜂(1− 𝑓(𝑧)/𝑓0)

𝛼(𝜂) + (1− 𝛼(𝜂))𝑓(𝑧)/𝑓0
,

𝜙,𝑧 = − (1− 𝛼(𝜂))𝑓,𝑧/𝑓0
𝛼(𝜂) + (1− 𝛼(𝜂))𝑓(𝑧)/𝑓0

.

(54)

Використовуючи (43), (44), (46) для (54), одержу-
ємо, що в областi 𝐼 i 𝐼𝐼 𝜙,𝑧 → 0, 𝜙,𝜂 → 0, що
збiгається з (32). В областi 𝐼𝐼𝐼 при 𝑧 → 0, з ураху-
ванням (53), першу з рiвностей (54) можна подати
у виглядi

𝜙,𝜂 = −𝛼,𝜂/𝛼(𝜂), (55)

звiдки, згiдно з (34), при Δ𝜂 → 0,Δ𝑧 → 0

|𝛼,𝜂/𝛼(𝜂)|𝜂→0 → ∞. (56)

Другу з рiвностей (54), при 𝜂 → 0, з урахуван-
ням (52), можна подати у виглядi:

𝜙,𝑧 = −𝑓,𝑧/𝑓(𝑧), (57)

звiдки при Δ𝑧 → 0,Δ𝜂 → 0, згiдно з (34)

𝑓,𝑧/𝑓(𝑧)|𝑧→0 → 0. (58)

З iншого боку, розглядаючи рiвностi (54) у де-
якому малому околi кола, 𝜂 = 0, 𝑧 = 0, тобто все-
рединi областi, де сконцентроване скалярне поле,
i для якої, вiдповiдно до (52), (53) 𝑓(𝑧)/𝑓0 ≪ 1,
𝛼(𝜂) ≪ 1 можна записати:

𝜙,𝑧𝜙,𝜂 =
(𝛼,𝜂/𝛼(𝜂))(︁
1 + 1

𝑓0

𝑓(𝑧)
𝛼(𝜂)

)︁ (𝑓,𝑧/𝑓(𝑧))(︁
1 + 𝑓0

𝛼(𝜂)
𝑓(𝑧)

)︁ , (59)

тодi, згiдно з (34), при Δ𝑧 → 0,Δ𝜂 → 0 повинно
бути виконано(︂

𝛼,𝜂

𝛼(𝜂)

)︂(︂
𝑓,𝑧
𝑓(𝑧)

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧→0,𝜂→0

→ 0. (60)

554 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2014. Т. 59, № 5



Розподiл потенцiалу скалярного поля

-10

-5

0

5

10

-10

-5

0

5

10

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Рис. 1. Розподiли функцiї 𝛼(𝜂)+(1−𝛼(𝜂))𝑓(𝑧)/𝑓0 для (61),
(62) при 𝜖 = 0,01, 𝜉 = 𝜁 = 1, 𝛾 = 4, тут 𝜂 ∈ [−10, 10],
𝑧 ∈ [−10, 10]
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Рис. 2. Розподiли функцiї 𝛼(𝜂)+(1−𝛼(𝜂))𝑓(𝑧)/𝑓0 для (61),
(62) при 𝜖 = 0,01, 𝜉 = 𝜁 = 4, 𝛾 = 4, тут 𝜂 ∈ [−10, 10],
𝑧 ∈ [−10, 10]

Як приклад можна навести такий вибiр функцiй
𝛼(𝜂) i 𝑓(𝑧), якi задовольняють знайденi умови:

𝛼(𝜂) = exp

(︂
−1

𝜖+ (𝜉𝜂)2

)︂
, (61)

𝑓(𝑧) = 𝑓0 exp

(︃
−𝛾

(︃
1− exp

(︃
−1

(𝜁𝑧)
2

)︃)︃)︃
, (62)

де константи 𝜉 i 𝜁 визначають розмiр (“товщину”)
кiльця, усерединi якого сконцентроване скалярне
поле, за змiнними 𝜂 i 𝑧, вiдповiдно, а саме, як ви-
пливає з (61), (62), при Δ𝜂 → 0 Δ𝑧 → 0

𝜉 → ∞, 𝜁 → ∞, (63)

а позитивнi константи 𝜖 i 𝛾 забезпечують виконан-
ня умов (52), (53), (56), (58), при Δ𝑧 → 0,Δ𝜂 → 0,
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Рис. 3. Розподiл потенцiалу скалярного поля для 𝜂 = 𝑡+𝜌,
𝑧 = 0,01, 𝜖 = 0,01, 𝛾 = 4, 𝜉 = 𝜁 = 0,6, що задається (38), (61),
(62), за змiнною 𝜌 (𝜌 ∈ [0, 20]) при фiксованому значеннi
𝑡 = −15
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Рис. 4. Розподiл потенцiалу скалярного поля для 𝜂 = 𝑡+𝜌,
𝑧 = 0,01, 𝜖 = 0,01, 𝛾 = 4, 𝜉 = 𝜁 = 0,6, що задається (38), (61),
(62), за змiнною 𝜌 (𝜌 ∈ [0, 20]) при фiксованому значеннi
𝑡 = −5

𝑧 → 0, 𝜂 → 0, а саме, при Δ𝜂 ≪ 1 Δ𝑧 ≪ 1

𝜖 ≪ 1, 𝛾 ≫ 1, (64)

а за подальшого стискання в одновимiрний об’єкт
(нуль-струну), тобто при Δ𝑧 → 0, Δ𝜂 → 0

𝜖 → 0, 𝛾 → ∞. (65)

Використовуючи (47), (61), (62) для (38), одер-
жуємо вираз для одного з можливих розподiлiв
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Рис. 5. Розподiл потенцiалу скалярного поля для 𝜂 = 𝑡−𝜌,
𝑧 = 0,01, 𝜖 = 0,01, 𝛾 = 4, 𝜉 = 𝜁 = 0,6, що задається (38), (61),
(62), за змiнною 𝜌 (𝜌 ∈ [0, 20]) при фiксованому значеннi
𝑡 = 5
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Рис. 6. Розподiл потенцiалу скалярного поля для 𝜂 = 𝑡−𝜌,
𝑧 = 0,01, 𝜖 = 0,01, 𝛾 = 4, 𝜉 = 𝜁 = 0,6, що задається (38), (61),
(62), за змiнною 𝜌 (𝜌 ∈ [0, 20]) при фiксованому значеннi
𝑡 = 15

потенцiалу дiйсного безмасового скалярного по-
ля, компоненти тензора енергiї-iмпульсу для яко-
го при стисканнi в одновимiрний об’єкт асимпто-
тично збiгаються з компонентами тензора енергiї-
iмпульсу замкненої нуль-струни, яка прямує трає-
кторiями (2), (3).

На рис. 1, 2 подано розподiл функцiї 𝛼(𝜂) + (1−
−𝛼(𝜂))𝑓(𝑧)/𝑓0 в областi 𝜂 ∈ [−10, 10], 𝑧 ∈ [−10, 10]
для функцiй 𝛼(𝜂), 𝑓(𝑧), заданих рiвностями (61),
(62), при 𝜖 = 0,01, 𝛾 = 4, що вiдповiдають вибо-
ру значень констант: рис. 1 – 𝜉 = 𝜁 = 1; рис. 2 –

-20

-10

0

10

20

y

-20 -10 10 20
x

Рис. 7. Розподiл потенцiалу скалярного поля для 𝑧 = 0,01,
𝜖 = 0,01, 𝛾 = 4, що задається (38), (61), (62), при 𝑡 = −10

для 𝜂 = 𝑡 + 𝜌 i при 𝑡 = 10 для 𝜂 = 𝑡 − 𝜌, за змiнною 𝜌

(𝜌 ∈ [0, 20]), при фiксованому значеннi 𝜉 = 𝜁 = 0,2
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Рис. 8. Розподiл потенцiалу скалярного поля для 𝑧 = 0,01,
𝜖 = 0,01, 𝛾 = 4, що задається (38), (61), (62), при 𝑡 = −10

для 𝜂 = 𝑡 + 𝜌 i при 𝑡 = 10 для 𝜂 = 𝑡 − 𝜌, за змiнною 𝜌

(𝜌 ∈ [0, 20]), при фiксованому значеннi 𝜉 = 𝜁 = 0,6

𝜉 = 𝜁 = 4. Iз даних рисункiв видно, що зi збiльше-
нням значень констант 𝜉, 𝜁, область, у якiй фун-
кцiя 𝛼(𝜂) + (1 − 𝛼(𝜂))𝑓(𝑧)/𝑓0 вiдмiнна вiд одини-
цi (тобто область, в якiй сконцентроване скалярне
поле, i потенцiал скалярного поля, суттєво вiдмiн-
ний вiд нуля), стискається, чому вiдповiдає змен-
шення “товщини” кiльця, в якому сконцентроване
скалярне поле.

На рис. 3, 4 (для функцiй 𝛼(𝜂) i 𝑓(𝑧), заданих
рiвностями (61), (62), випадку 𝜂 = 𝑡+ 𝜌) представ-
лений розподiл скалярного поля для двох фiксова-
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Рис. 9. Розподiл потенцiалу скалярного поля для 𝑧 ∈
∈ [−10, 10], 𝜖 = 0,01, 𝛾 = 4, що задається (38), (61), (62),
при 𝑡 = −10 для 𝜂 = 𝑡+ 𝜌 i при 𝑡 = 10 для 𝜂 = 𝑡− 𝜌, на по-
верхнi 𝜃 =const, за змiнною 𝜌 (𝜌 ∈ [0, 20]), при фiксованому
значеннi 𝜉 = 𝜁 = 0,2
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Рис. 10. Розподiл потенцiалу скалярного поля для 𝑧 ∈
∈ [−10, 10], 𝜖 = 0,01, 𝛾 = 4, що задається (38), (61), (62),
при 𝑡 = −10 для 𝜂 = 𝑡+ 𝜌 i при 𝑡 = 10 для 𝜂 = 𝑡− 𝜌, на по-
верхнi 𝜃 =const, за змiнною 𝜌 (𝜌 ∈ [0, 20]), при фiксованому
значеннi 𝜉 = 𝜁 = 0,6

них значень часу 𝑡: 𝑡 = −15 i 𝑡 = −5, вiдповiдно. З
наведених рисункiв безпосередньо випливає, що зi
збiльшенням значень змiнної 𝑡 радiус “розмазаної”
нуль-струни зменшується (нуль-струна колапсує в
площинi 𝑧 = 0). Тут чорним кольором видiлена
область, в якiй 𝜙 → 0.

На рис. 5, 6 (для випадку 𝜂 = 𝑡− 𝜌, 𝑡 ∈ [0,+∞))
наведений розподiл скалярного поля для двох фi-

ксованих значень часу 𝑡: 𝑡 = 5 i 𝑡 = 15, вiдповiд-
но. З наведених рисункiв випливає, що зi збiльше-
нням значень змiнної 𝑡 радiус “розмазаної” нуль-
струни збiльшується (нуль-струна радiально роз-
ширюється в площинi 𝑧 = 0).

На рис. 7, 8 i рис. 9, 10, для функцiй 𝛼(𝜂) i 𝑓(𝑧),
заданих рiвностями (61), (62), наведенi розподiли
потенцiалу скалярного поля (38) при фiксованих
значеннях змiнних 𝑡, 𝑧 i 𝑡, 𝜃, вiдповiдно. З наве-
дених рисункiв випливає, що при збiльшеннi зна-
чень констант 𝜉 i 𝜁, область, в якiй потенцiал ска-
лярного поля суттєво вiдмiнний вiд нуля, звужує-
ться, тобто зменшується “товщина” кiльця, у яко-
му сконцентровано скалярне поле.

4. Висновки

У наведенiй роботi, порiвнюючи системи рiвнянь
Ейнштейна для розподiлу дiйсного, безмасового
скалярного поля, яке сконцентровано усерединi
тонкого кiльця iз системою рiвнянь Ейнштейна
для замкненої нуль-струни, яка колапсує в пло-
щинi 𝑧 = 0, а також для нуль-струни, яка роз-
ширюється в площинi 𝑧 = 0, ми одержали умови
на потенцiал скалярного поля, за яких, при сти-
сканнi скалярного поля в одновимiрний об’єкт (ко-
ло змiнного радiуса) компоненти тензора енергiї-
iмпульсу скалярного поля асимптотично збiгаю-
ться з компонентами тензора енергiї-iмпульсу за-
мкненої нуль-струни. Так само запропоновано за-
гальний вигляд розподiлу потенцiалу, що описує
рух скалярного поля, сконцентрованого усерединi
тонкого кiльця, у випадках, коли воно колапсує в
площинi 𝑧 = 0 i розширюється в площинi 𝑧 = 0.

Наведено приклад розподiлу потенцiалу скаляр-
ного поля, який задовольняє знайденi умови.
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА СКАЛЯРНОГО
ПОЛЯ ДЛЯ “РАЗМАЗАННОЙ” НУЛЬ-СТРУНЫ,
ДВИЖУЩЕЙСЯ В ПЛОСКОСТИ 𝑧 = 0

Р е з ю м е

В роботе предложен общий вид распределения потенциала
скалярного поля для “размазанной” нуль-струны, колапси-
рующей в плоскости 𝑧 = 0, а также для “размазанной” нуль-
струны, радиально расширяющейся в плоскости 𝑧 = 0. Най-

дены условия, при которых в пределе сжатия скалярного
поля в одномерный объект (окружность, радиус которой за-
висит от времени), компоненты тензора энергии-импульса
скалярного поля асимптотически совпадают с компонента-
ми тензора энергии-импульса замкнутой нуль-струны, дви-
жущейся по той же траектории.

O.P. Lelyakov, A.S.Karpenko, R.-D.O.Babadzhan

SCALAR-FIELD POTENTIAL
DISTRIBUTION FOR A CLOSED “THICK” NULL
STRING MOVING IN THE PLANE 𝑧 = 0

S u m m a r y

A general form for the scalar-field potential distribution has

been proposed for a closed “thick” null string either collapsing

or expanding in the plane 𝑧 = 0. Conditions, under which the

energy-momentum tensor components for a scalar field that

contracts into a one-dimensional object (a circle with a varying

radius) asymptotically coincide with those for a closed null

string moving along the same trajectory, have been found.

558 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2014. Т. 59, № 5


