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Методом точної дiагоналiзацiї розраховано енергетичний спектр скiнченних одновимiр-
них iонних провiдникiв з перiодичними граничними умовами. Iонний провiдник описує-
ться ґратковою моделлю, в якiй частинки пiдлягають “змiшанiй” статистицi Паулi.
У моделi враховується iонне перенесення, взаємодiя мiж сусiднiми iонами, а також
модулююче поле. Розраховано одночастинковi спектральнi густини i отримано дiагра-
ми стану для рiзних температур, рiзних величин взаємодiї i модулюючого поля. Дослi-
джено умови переходу вiд зарядовпорядкованої фази (CDW) до фази з бозе-конденсатом
типу суперфлюїду (SF), яка може бути аналогом суперiонної фази та до фази типу
моттiвського дiелектрика (MI).

К люч о в i с л о в а: iонний провiдник, спектральна густина, модель жорстких бозонiв,
фазовi дiаграми.

1. Вступ

Iоннi провiдники являють собою широкий клас фi-
зичних i бiологiчних об’єктiв. Великий iнтерес до
них зумовлений можливостями їх практичного за-
стосування. Одним iз найбiльш цiкавих пiдкласiв
таких об’єктiв є суперiоннi провiдники, що мiстять
високотемпературну фазу з високою провiднiстю.
У низькотемпературнiй фазi iони заповнюють фi-
ксованi позицiї. Пiсля переходу в суперiонну фазу
вони розподiляються хаотично мiж кiлькома пози-
цiями в елементарнiй комiрцi з тою чи iншою iмо-
вiрнiстю. Типовим прикладом суперiонного кри-
стала є 𝛼-AgJ, де суперiонна пiдсистема формує-
ться iонами срiбла [1]. У суперпротонних воднево-
зв’язаних провiдниках носiями заряду є протони.
Вони перерозподiляються в сiтцi вiртуальних во-
дневих зв’язкiв [2].

Теоретичний опис систем з iонною провiднiстю
в основному ґрунтується на ґраткових моделях.
Частина з них трактує iони як фермi-частинки i
зосереджує увагу на таких аспектах, як роль да-
лекосяжних взаємодiй [3–5] чи вплив взаємодiї з
фононами [6, 7]. У деяких недавнiх роботах при-
дiлено увагу короткосяжним взаємодiям мiж ча-
стинками [8–10]. Необхiдно однак зазначити, що
iони та протони бiльш коректно описувати за до-
помогою “змiшаної” статистики Паулi [11], у якiй
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частинки, з одного боку, мають бозонну природу, а
з iншого – пiдлягають правилам заборони Фермi.
В порiвняннi з фермiонним пiдходом такий опис
породжує додатковi ускладнення, викликанi осо-
бливими правилами комутацiї операторiв Паулi. З
iншого боку, такий пiдхiд може бути ефективнi-
шим. Наприклад, було показано, що ґраткова мо-
дель Паулi дає змогу описати появу стану типу
суперфлюїду (фаза з бозе-конденсатом) навiть за
вiдсутностi прямої взаємодiї мiж частинками [12–
14]. Часто для розв’язання таких задач гамiльтонi-
ан, записаний на операторах Паулi, за допомогою
процедури фермiонiзацiї [15] (див. також [16–18])
зводять до гамiльтонiана, записаного на операто-
рах Фермi (лише для одновимiрних систем).

Ґраткова модель частинок Паулi є подiбною до
моделi Бозе–Хаббарда в наближеннi “жорстких”
бозонiв (при обмеженнi на числа заповнення 𝑛𝑖 =
= 0,1). Остання є у полi уваги дослiдникiв у зв’яз-
ку з широкими можливостями застосування цiєї
моделi, починаючи з теорiї квантових ефектiв у
рiдкому гелiї [19, 20]. Модель використовувалась
при описi надпровiдностi локально зв’язаних еле-
ктронних пар [14], фiзичних властивостей джозе-
фсонiвських контактiв [21], iонної провiдностi в
кристалах [11, 12]. Модель Бозе–Хаббарда також
описує перехiд вiд моттiвського дiелектрика до
стану типу суперфлюїду [22–28]. Впродовж остан-
нiх рокiв такий пiдхiд набув нової популярностi у
зв’язку з дослiдженням поведiнки ультрахолодних
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Рис. 1. Модель одновимiрного iонного провiдника. Великi кола позначають важ-
кi iоннi групи. Малi кола – легкi рухомi iони

атомiв в оптичних ґратках. При довiльних запов-
неннях локальних позицiй частинок тут звичай-
но використовують модель Бозе–Хаббарда (див.
огляд [29]). Її граничним випадком при великому
одновузловому вiдштовхуваннi (𝑈 → ∞), коли по-
тенцiальнi ями є достатньо глибокими, є саме мо-
дель жорстких бозонiв.

У цiй роботi ми будуємо дiаграми стану iонного
провiдника, в якому частинки пiдлягають стати-
стицi Паулi. Наша ґраткова модель мiстить iонне
перенесення, взаємодiю мiж сусiднiми iонами, а та-
кож модулююче поле. Методом точної дiагоналi-
зацiї ми розраховуємо одночастинковi спектраль-
нi густини скiнченних одновимiрних систем з перi-
одичними граничними умовами, i отримуємо дiа-
грами станiв на основi аналiзу характеру цих спе-
ктрiв. Дослiджуються умови переходу вiд фази
моттiвського дiелектрика (MI) до фази типу су-
перфлюїду (SF) (яка могла б розглядатися як ана-
лог суперiонної фази) з наступним переходом у за-
рядовпорядкований стан (CDW).

2. Модель iонного провiдника

Iонний провiдник розглядаємо як ланцюжок важ-
ких нерухомих iонних груп (великi кола на рис. 1)
i легких iонiв, що перемiщаються вздовж такого
ланцюжка, заселяючи позицiї, позначенi малими
колами на рис. 1. У спрощеному виглядi таким
способом враховується гроттхуссiвський механiзм
iонного транспорту у реальних системах. Пiдси-
стема легких iонiв описується таким гамiльтонiа-
ном:

�̂� = 𝑡
∑︁
𝑖

(𝑐+𝑖 𝑐𝑖+1 + 𝑐+𝑖+1𝑐𝑖) + 𝑉
∑︁
𝑖

𝑛𝑖𝑛𝑖+1 −

−𝜇
∑︁
𝑖

𝑛𝑖 +𝐴
∑︁
𝑖

(−1)𝑖𝑛𝑖. (1)

Модель враховує перемiщення iонiв мiж сусiднi-
ми позицiями (параметр перенесення 𝑡), взаємодiю
мiж iонами, що заселяють сусiднi позицiї (пара-
метр взаємодiї 𝑉 ), а також модулююче поле (па-

раметр 𝐴). Поле 𝐴 робить систему двопiдґратко-
вою i в певнiй мiрi iмiтує далекосяжну взаємодiю
мiж частинками, яка сприяє модуляцiї у просто-
ровому розподiлi легких iонiв у так званiй впо-
рядкованiй фазi (iснування такої фази при низь-
ких температурах є характерною рисою суперiон-
них провiдникiв). Якщо гамiльтонiан (1) розгля-
дати в рамках статистики Фермi, то така модель
вiдома як безспiнова фермiонна модель. Ця модель
широко використовується в теорiї сильно корельо-
ваних електронних систем [30], а також для опи-
су iонних провiдникiв [31]. Складнiший двопiдґра-
тковий варiант цiєї моделi був застосований для
опису протонних провiдникiв [32]. У данiй робо-
тi застосовано пiдхiд, який ґрунтується на “змiша-
нiй” статистицi Паулi. У такому випадку модель
(1) еквiвалентна розширенiй моделi “жорстких” бо-
зонiв чи бозоннiй моделi Хаббарда з вiдштовху-
вальною взаємодiєю мiж найближчими сусiдами i
сильним одновузловим вiдштовхуванням (𝑈 → ∞)
[33]. Остання часто застосовується для дослiджен-
ня проблем бозе-конденсацiї.

3. Метод точної дiагоналiзацiї

Для розрахунку енергетичного спектра i спе-
ктральних густин одновимiрного iонного провiд-
ника Паулi, що описується моделлю (1), засто-
совуємо метод точної дiагоналiзацiї. Розглянемо
скiнченний ланцюжок з перiодичними граничними
умовами. Для ланцюжка з 𝑁 позицiями у основнiй
областi вводимо багаточастинковi стани:

| 𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑁 ⟩. (2)

Матриця гамiльтонiана на базi цих станiв є матри-
цею порядку 2𝑁 × 2𝑁 i дiагоналiзується числовим
способом. Це вiдповiдає перетворенню:

𝑈−1𝐻𝑈 = ̃︀𝐻 =
∑︁
𝑝

𝜆𝑝
̃︀𝑋𝑝𝑝, (3)

де 𝜆𝑝 – власнi значення гамiльтонiана, ̃︀𝑋𝑝𝑝 – опера-
тори Хаббарда. Таке ж перетворення застосовуємо
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до операторiв народження i знищення частинок у
позицiї 𝑖 на ланцюжку:

𝑈−1𝑐𝑖𝑈 =
∑︁
𝑝𝑞

𝐴𝑖
𝑝𝑞

̃︀𝑋𝑝𝑞 , 𝑈−1𝑐+𝑖 𝑈 =
∑︁
𝑟𝑠

𝐴𝑖*
𝑟𝑠

̃︀𝑋𝑟𝑠, (4)

з яких ми конструюємо двочасовi температурнi
функцiї Грiна 𝐺𝑖,𝑖 = ⟨⟨𝑐𝑖|𝑐+𝑖 ⟩⟩, що мiстять iнфор-
мацiю про одночастинковий енергетичний спектр
системи. Для операторiв Паулi народження i зни-
щення ми вводимо функцiї Грiна двох типiв: кому-
таторну функцiю Грiна

⟨⟨𝑐𝑖(𝑡)|𝑐+𝑖 (𝑡
′)⟩⟩(𝑐) = −𝑖Θ(𝑡− 𝑡′)⟨[𝑐𝑖(𝑡), 𝑐+𝑖 (𝑡

′)]⟩, (5)

та антикомутаторну функцiю Грiна

⟨⟨𝑐𝑖(𝑡)|𝑐+𝑖 (𝑡
′)⟩⟩(𝑎) = −𝑖Θ(𝑡− 𝑡′)⟨{𝑐𝑖(𝑡), 𝑐+𝑖 (𝑡

′)}⟩. (6)

Уявнi частини цих функцiй Грiна визначають
одночастинковi спектральнi густини:

𝜌(𝜔) = − 1

𝜋𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

Im⟨⟨𝑐𝑗 |𝑐+𝑗 ⟩⟩𝜔+𝑖𝜀 =

= − 1

𝜋𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

Im

[︃
1

𝑍

∑︁
𝑝𝑞

𝐴𝑗
𝑝𝑞𝐴

𝑗*
𝑝𝑞

𝑒−𝛽𝜆𝑝−𝜂𝑒−𝛽𝜆𝑞

𝜔−(𝜆𝑞 − 𝜆𝑝) + 𝑖𝜀

]︃
.

(7)
Тут 𝑍 =

∑︀
𝑝 𝑒

−𝛽𝜆𝑝 .
Спектральнi густини в (7), розрахованi для ко-

мутаторної 𝜂 = 1 (5) i антикомутаторної 𝜂 = −1 (6)
функцiй Грiна, вiдповiдно, мають дискретну стру-
ктуру та мiстять ряд 𝛿-пiкiв у зв’язку з скiнчен-
ним розмiром ланцюжка. Якщо збiльшувати роз-
мiр ланцюжка (𝑁), дельта-пiки будуть розташову-
ватися густiше, формуючи при 𝑁 → ∞ зонну стру-
ктуру. Пiд час розрахункiв ми обмежилися випад-
ком 𝑁 = 10. Введено також малий параметр Δ для
розширення 𝛿-пiкiв згiдно з розподiлом Лоренца:

𝛿(𝜔) → 1

𝜋

Δ

𝜔2 +Δ2
. (8)

4. Iоннi спектральнi
густини i дiаграми станiв

Експериментальнi дослiдження деяких специфi-
чних кристалiв [34, 35], а також квантово-хiмiч-
нi розрахунки [36], дають можливiсть оцiнити
величину кореляцiйної константи 𝑉 = 3000, ...,

Рис. 2. Дiаграма станiв одновимiрного iонного провiдника
при рiзних значеннях величини модулюючого поля 𝐴, вiд-
повiдно: 1 – 𝐴 = 0; 2 – 𝐴 = 1. В обидвох випадках 𝑉 = 4,
𝑡 = 1, 𝛿 = 𝑛− 1/2

10000 см−1; а значення параметра перенесення мо-
же змiнюватись, залежно вiд об’єкта, в широких
межах 𝑡 = 40, ..., 2500 см−1. Це показує, що в ре-
альних системах є сильна кореляцiя мiж iонами,
яка має вагомий вплив на структуру та енергети-
чний спектр системи.

Ми розрахували одночастинковi спектральнi гу-
стини (7) в широкому дiапазонi значень короткося-
жної взаємодiї мiж iонами для рiзних температур
i значень хiмiчного потенцiалу. Зокрема, в нашiй
роботi 𝑉/𝑡 = 0,1, ..., 6. Всi енергетичнi параметри,
включаючи 𝑘𝑇 , наведенi у вiдношеннi до параме-
тра 𝑡, який трактується як енергетична одиниця.
Аналiзуючи змiну форми i характеру розрахова-
них частотно-залежних спектральних густин при
змiнi параметрiв моделi ми побудували вiдповiдну
дiаграму станiв (рис. 2). Значення середньої засе-
леностi стану 𝑛 при даному 𝜇 розраховувалося згi-
дно з спектральною теоремою 𝑛 =

∫︀∞
−∞

𝜌𝑎(𝜔)d𝜔
e𝛽𝜔+1

, де
𝜌𝑎 – антикомутаторна спектральна густина (густи-
на станiв).

При визначеннi областей iснування тих чи iнших
станiв (фаз) системи ми використали той факт, що
характерною рисою комутаторної спектральної гу-
стини у фазi суперфлюїду (SF) є наявнiсть вiд’-
ємної гiлки (при 𝜔 < 0), яка є неперервним про-
довженням додатної гiлки в точцi 𝜔 = 0 (див.,
наприклад, [37]). На вiдмiну вiд цього, в зарядо-
впорядкованiй фазi (CDW) ця гiлка вiддiлена вiд
додатної гiлки щiлиною. Тут спостерiгається роз-
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Рис. 3. Комутаторна одночастинкова спектральна густина
в рiзних станах одновимiрного iонного провiдника при 𝑇 =

= 0, 𝑉 = 4, 𝐴 = 1, 𝑡 = 1, Δ = 0,25. Положення хiмiчного
потенцiалу збiгається з позицiєю 𝜔 = 0. Рисунки (a, б, в, г)
вiдповiдають позицiям на дiаграмi на рис. 2

щеплення спектра на двi пiдзони та виникнення
модульованого стану з подвоєнням перiоду ґратки.

У станi так званого моттiвського дiелектрика
(MI) комутаторна спектральна густина має гiлку
лише одного знака. Ця гiлка знаходиться на пев-
нiй вiдстанi вiд точки 𝜔 = 0, якiй на шкалi енер-
гiй вiдповiдає розташування хiмiчного потенцiалу
частинок. Фаза CDW при 𝑇 = 0 характерна для
станiв з половинним заповненням. При цьому рi-
вень хiмiчного потенцiалу розташований у щiлинi.
При пониженнi його рiвня i виходi зi щiлини спо-
стерiгається перехiд до SF фази, коли при 𝜔 = 0
додатна гiлка неперервно переходить у вiд’ємну.
За подальшого пониження рiвня хiмiчного потен-
цiалу вiд’ємна гiлка зникає i вiдбувається перехiд
з фази суперфлюїду до фази типу моттiвського дi-
електрика (MI), коли хiмiчний потенцiал знаходи-
ться нижче нижньої пiдзони. В такому станi iони
потребують певної енергiї активацiї для iндукуван-
ня їхнього перенесення. Комутаторна спектральна
густина при цьому має лише додатну гiлку. Стан
типу моттiвського дiелектрика спостерiгатиметься
i у випадку, коли хiмiчний потенцiал знаходиться
над верхньою пiдзоною, а комутаторна функцiя
Грiна має лише вiд’ємну гiлку.

Для одновимiрної структури, яка розглядається,
описанi вище CDW, SF i MI фази i фазовi переходи
мiж ними iснують лише при нульовiй температурi.
Для 𝑇 ̸= 0 ми можемо видiляти областi iснування
станiв типу CDW, SF, MI (див. рис. 2), як таких, в
яких наближено зберiгається вигляд спектральних
функцiй, характерний для фаз при 𝑇 = 0. У цьо-
му випадку перехiд мiж областями не є справжнiм
фазовим переходом i має кросоверний характер.

На рис. 3 наведено комутаторнi спектральнi гу-
стини при 𝑇 = 0, якi вiдповiдають точкам на дiа-
грамi (рис. 2) з аналогiчними позначеннями (a, б,
в, г). Положенню хiмiчного потенцiалу вiдповiдає
частота 𝜔 = 0. Для зручностi введено величину
𝜇′ = 𝜇− 𝑉 .

Рис. 3, а вiдноситься до CDW фази, 3, б i 3, в – до
SF фази, коли при 𝜔 = 0 вiд’ємна гiлка комутатор-
ної спектральної густини переходить в додатну за
вiдсутностi щiлини мiж ними. Рис. 3, г вiдповiдає
фазi MI; тут хiмiчний потенцiал знаходиться ниж-
че дна нижньої пiдзони; комутаторна спектраль-
на густина при цьому має лише додатну гiлку. Як
видно з дiаграми станiв (рис. 2) при 𝑇 = 0 CDW-
фаза є лише в станах з половинним заповненням
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(𝑛 = 1/2) при цьому −4,1 ≤ 𝜇′ ≤ 4,1 для випадку
𝑉 = 4, 𝐴 = 1 (оскiльки для наведеного випадку
(𝑉 = 4, 𝐴 = 1) перехiд CDW–SF вiдбувається при
𝜇′ = −4,1 i 𝜇′ = +4,1.

При зростаннi температури CDW-фаза розми-
вається i iснує не лише при 𝑛 = 1/2; маємо
ефект температурного переходу типу дiелектрик–
провiдник (так званого переходу Мотта). Можли-
вiсть iснування такого ефекту в об’єктах, що до-
слiджуються в данiй роботi, було показано в ро-
ботi [9]. А для подiбної системи, що описується
статистикою Фермi, iснування такого ефекту було
отримано за допомогою числових розрахункiв [38].
Можна проiлюструвати згаданий ефект за допомо-
гою температурних змiн антикомутаторної одно-
частинкової спектральної густини (густини станiв)
(див. рис. 4), розрахованої на основi формули (7).
Щiлина в спектрi ( 𝜌𝑎 = 0), що спостерiгається при
низьких температурах при половинному заповнен-
нi, пов’язана з появою зарядовпорядкованого ста-
ну. Це зумовлено вiдштовхувальною короткодiю-
чою взаємодiєю мiж частинками, яка i формує та-
кий тип основного стану системи. При 𝑇 ̸= 0 щiли-
на закривається. На дiаграмi станiв (рис. 2) зобра-
жено лiнiї, що вiдповiдають такому кросоверному
переходу i розмежовують областi, у яких комута-
торна спектральна густина 𝜌𝑐 за своїм виглядом
є ближчою до функцiї 𝜌𝑐 для CDW- чи для SF-
фази. Подiбне стосується i переходiв мiж областя-
ми SF i MI.

Важливою характеристикою справжньої SF-
фази є розбiжнiсть фур’є-образу дiйсної частини
комутаторної функцiї Грiна при нульовiй частотi
(𝜔 = 0) i нульовому хвильовому векторi (𝑘 = 0),
Re𝐺𝑘=0(𝜔 = 0) → ∞. У випадку моделi скiнчен-
ного ланцюжка, що розглядається,

𝐺𝑘=0(𝜔 = 0) =

=
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

[︃
1

𝑍

∑︁
𝑝𝑞

𝐴𝑖
𝑝𝑞𝐴

𝑗*
𝑝𝑞

𝑒−𝛽𝜆𝑝 − 𝑒−𝛽𝜆𝑞

𝜆𝑝 − 𝜆𝑞 + 𝑖𝜀

]︃
. (9)

Числовий розрахунок показує, що при 𝑇 ̸= 0 в
SF-областi функцiя Re𝐺𝑘=0(𝜔 = 0) має скiнчен-
нi значення (див. рис. 5). Це пiдтверджує, що тут
SF-фаза є “несправжньою” (її можемо називати
фазою типу суперфлюїду, “SF”). Лише в границi
𝑇 → 0 Re𝐺𝑘=0(𝜔 = 0), як функцiя температури,
у певних областях значень хiмiчного потенцiалу

Рис. 4. Закриття щiлини в спектрi одновимiрного iонного
провiдника з ростом температури. Випадок половинного за-
повнення, 𝑛 = 1/2, (𝜇′ = 0), 𝑉 = 4, 𝐴 = 1, 𝑡 = 1. Положення
хiмiчного потенцiалу збiгається з позицiєю 𝜔 = 0

розбiгається, що свiдчить про нестiйкiсть стосов-
но появи бозе-конденсату. На вiдмiну вiд цього, у
випадку вищих розмiрностей (𝑑 = 2 чи 𝑑 = 3) SF-
фаза iснує i при 𝑇 ̸= 0.

Нами проведено розрахунок Re𝐺𝑘=0(𝜔 = 0) для
рiзних значень взаємодiї 𝑉 мiж iонами i рiзних
значень модулюючого поля 𝐴. Для всiх випадкiв
отримано значне зростання (максимум) функцiї
Re𝐺𝑘=0(𝜔 = 0) в областi “SF”-фази, однак у ви-
падку 𝑇 ̸= 0 особливiсть (розбiжнiсть) не спостерi-
гається, а при пiдвищеннi температури максимум
розмивається (див. рис. 5).
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Рис. 5. Фур’є-образ дiйсної частини комутаторної функцiї
Грiна при нульовiй частотi (𝜔 = 0) i нульовому хвильовому
векторi (𝑘 = 0), Re𝐺𝑘=0(𝜔 = 0), для рiзних значень вели-
чини взаємодiї мiж частинками i рiзних значень величини
модулюючого поля: 1 – 𝑇 = 0,2; 2 – 𝑇 = 0,5; 3 – 𝑇 = 1; 4 –
𝑇 = 1,5; 5 – 𝑇 = 2; Δ = 1 · 10−6

Рис. 6. Дiаграми стану одновимiрного iонного провiдника
в координатах (𝜇′, 𝑉 ) за вiдсутностi i при наявностi моду-
люючого поля 𝐴 (𝑇 = 0)

Включення модулюючого поля 𝐴 робить сусiднi
положення iонiв нерiвноправними i ґратка роздi-
ляється на двi пiдґратки з рiзною iонною заселе-
нiстю. Модулююче поле розширює область CDW-
фази, тодi як область SF-фази при цьому зменшу-
ється. В роботi [39] дослiджувався випадок 𝑇 > 0.
У данiй роботi розрахунки проведенi також i для
𝑇 = 0. Нами отримано дiаграми, що визнача-
ють стан системи при 𝑇 = 0 залежно вiд вели-
чини короткосяжної взаємодiї мiж iонами 𝑉 , як
при вiдсутностi, так i за наявностi модулюючого
поля 𝐴 (рис. 6). Показано, що лiнiя розмежува-
ння SF i MI-фаз є прямою (значення хiмiчного
потенцiалу, за якого вiдбувається перехiд, пропор-
цiйне до 𝑉 ).

При зростаннi як константи взаємодiї 𝑉 , так i
параметра 𝐴, збiльшується щiлина в спектрi CDW
фази. Розширення щiлини в спектрi при зростан-
нi 𝑉 було отримано i в попереднiх дослiдженнях,
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Рис. 7. Дiаграми стану одновимiрного iонного провiдника
в координатах (𝜇′, 𝐴) за вiдсутностi i при наявностi взаємо-
дiї мiж iонами 𝑉 (𝑇 = 0)

однак це було зроблено у випадку статистики Фер-
мi, тобто для моделi безспiнових фермiонiв [10,38].
Ми побудували також дiаграми стану залежно вiд
величини модулюючого поля 𝐴 (рис. 7). На вiдмi-
ну вiд попереднiх дiаграм, тут для випадку 𝑉 = 0
прямою є лiнiя, що роздiляє CDW i SF-фази, а лi-
нiї розмежування SF i MI фаз притаманна певна
кривизна.

Ширина областi iснування CDW фази зростає
як зi збiльшенням величини короткосяжної взає-
модiї 𝑉 , так i величини модулюючого поля 𝐴. При
𝑉 = 0 ширина цiєї областi є прямо пропорцiй-
ною величинi модулюючого поля 𝐴 (лiнiї, що роз-
дiляють CDW i SF фази мають вигляд: 𝜇′ = 𝐴 i
𝜇′ = −𝐴). У цьому вiдношеннi дiаграма на рис. 7
для 𝑉 = 0 збiгається з точною дiаграмою, отри-
маною аналiтично в низцi робiт для одновимiрно-
го випадку, див. [40]. В цих роботах розглядав-
ся лише випадок 𝑉 = 0 i дiаграма представлена

в iнших координатах. Точний аналiтичний розв’я-
зок у такому випадку можливий завдяки перетво-
ренню Йордана–Вiгнера, яким можна перейти вiд
гамiльтонiана “жорстких бозонiв” до гамiльтонiа-
на невзаємодiючих безспiнових фермiонiв. Подiбнi
дослiдження були проведенi в роботi [12].

5. Висновки

Розрахунок одночастинкових спектральних густин
𝜌𝑐(𝜔) для скiнченного одновимiрного iонного про-
вiдника, проведений в рамках моделi жорстких iо-
нiв, показав, що залежно вiд значень хiмiчного по-
тенцiалу частинок, константи короткосяжної вза-
ємодiї та температури, форма функцiї 𝜌𝑐(𝜔) може
змiнюватись. При 𝑇 = 0 ця форма вiдповiдає за-
рядовпорядкованiй фазi (CDW), або фазi моттiв-
ського дiелектрика (MI), або так званiй фазi супер-
флюїду (SF), у якiй iснує бозе-конденсат. Справ-
жня фаза CDW реалiзується лише при нульовiй
температурi i при половинному заповненнi iонних
позицiй (𝑛 = 1/2). Для 𝑇 ̸= 0 границi мiж фаза-
ми розмиваються i переходи мiж ними мають кро-
соверний характер, тобто не є реальними фазови-
ми переходами. Побудовано дiаграму на площинi
(𝑇, 𝑛), де зазначено областi iснування станiв (фаз)
типу CDW, MI та SF.

Показано, що короткосяжна вiдштовхувальна
взаємодiя 𝑉 (𝑉 > 0) мiж частинками приводить до
розщеплення у їх енергетичному спектрi i появи
щiлини у областi половинного заповнення. Подi-
бний ефект має мiсце i пiд впливом модулюючого
поля 𝐴, яке можна пов’язувати з внутрiшнiм по-
лем, що виникає внаслiдок далекосяжної взаємодiї
(у випадку квазiодновимiрної системи, складеної з
ланцюжкiв, поле 𝐴 може з’являтись в результатi
взаємодiї мiж ними). Цей ефект яскраво проявля-
ється при 𝑇 = 0, тодi як iз пiдвищенням темпера-
тури щiлина поступово заповнюється i, зрештою,
зникає. Наростання взаємодiї 𝑉 , так само як i по-
ля 𝐴, збiльшує ширину щiлини. При 𝑇 = 0 це при-
водить до розширення областi значень хiмiчного
потенцiалу, в якiй iснує фаза CDW.

Фур’є-образ дiйсної частини комутаторної фун-
кцiї Грiна бозонiв Re𝐺𝑘=0(𝜔 = 0), який визначає
статичну сприйнятливiсть iонної пiдсистеми щодо
дiї поля, пов’язаного з народженням i знищенням
частинок, i описує нестiйкiсть стосовно появи бозе-
конденсату, досягає максимальних значень в обла-
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стi стану суперфлюїду (SF). При 𝑇 = 0 цi зна-
чення залишаються скiнченними, що є наслiдком
обмеження, накладеного на розмiр ланцюжка. З
другого боку, при зростаннi температури макси-
мум функцiї Re𝐺𝑘=0(𝜔 = 0) розмивається i тен-
денцiя до згаданої нестiйкостi зникає. Це є дода-
тковим свiдченням того, що в одновимiрному ви-
падку при 𝑇 ̸= 0 в областi “SF” бозе-конденсат не
утворюється, хоча спектральна густина 𝜌𝑐(𝜔) за
своєю формою є близькою до функцiї 𝜌𝑐(𝜔) для
справжньої SF фази.
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ СПЕКТР
И ДИАГРАММЫ СОСТОЯНИЯ
ОДНОМЕРНОГО ИОННОГО ПРОВОДНИКА

Р е з ю м е

Методом точной диагонализации рассчитан энергетический
спектр конечного одномерного ионного проводника с пе-
риодическими граничными условиями. Ионный проводник
описывается решеточной моделью, в которой частицы по-
длежат “смешанной” статистике Паули. В модели учитыва-
ется ионный перенос, взаимодействие между соседними ио-
нами, а также модулирующее поле. Рассчитаны одночасти-
чные спектральные плотности и получены диаграммы со-
стояния для разных температур, разных величин взаимо-
действия и модулирующего поля. Исследованы условия пе-
рехода от зарядоупорядоченной фазы (CDW) к фазе с бозе-
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конденсатом типа суперфлюида (SF), которая может быть
аналогом суперионной фазы и к фазе типа моттовского ди-
электрика (MI).

R.Ya. Stetsiv, I.V. Stasyuk, O.Vorobyov

ENERGY SPECTRUM AND STATE DIAGRAMS
OF ONE-DIMENSIONAL IONIC CONDUCTOR

S u m m a r y

The energy spectrum for a finite one-dimensional ionic con-

ductor with periodic boundary conditions has been calculated

using the exact diagonalization technique. The ionic conduc-

tor is described in the framework of the lattice model, with

particles obeying the “mixed” Pauli statistics. The model in-

volves the ion transfer, interaction between neighbor ions,

and modulating field. One-particle spectral densities are cal-

culated, and phase diagrams are plotted for various tempera-

tures, magnitudes of interaction between particles, and mod-

ulating field strengths. Conditions for the transition from the

charge-density-wave phase to the superfluid one with the Bose–

Einstein condensate (it can be an analog of the superionic

phase) and to Mott-insulator type phase are investigated.
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