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ВIРIАЛЬНI КОЕФIЦIЄНТИ ДЛЯ МОДИФIКОВАНОГО
ПОТЕНЦIАЛУ ЛЕНАРД-ДЖОНСАУДК 533.75+536.4+536.92

Розглянуто модифiкований потенцiал Ленард-Джонса, який має кiнцевий радiус взає-
модiї i значно спрощує числове моделювання термодинамiчних систем великої густини,
зберiгаючи, при цьому, його реалiстичнiсть. Для цього потенцiалу розрахованi вiрiаль-
нi коефiцiєнти до п’ятого порядку, включно, в широкому дiапазонi температур, що
дозволяє використовувати потенцiал не лише в числових експериментах, а i в теоре-
тичних дослiдженнях. Запропоновано використання цього потенцiалу в ролi еталона
для оцiнки адекватностi рiзних теоретичних i експериментальних пiдходiв.
К люч о в i с л о в а: вiрiальний коефiцiєнт, незвiдний груповий iнтеграл, функцiя Майєру,
спiнодаль, бiнодаль.

1. Вступ

У дослiдженнях поведiнки термодинамiчних си-
стем при великiй густинi реальна взаємодiя моле-
кул найчастiше моделюється деякими спрощеними
аналiтичними виразами для сили або потенцiаль-
ної енергiї (потенцiалу) взаємодiї для кожної окре-
мої пари молекул [1].

Одним з найвiдомiших i широко використовува-
них модельних потенцiалiв такого роду є двохпа-
раметричний потенцiал Ленард-Джонса (LJ) 12-6
[2, 3], у якому енергiя вiдштовхування обернено
пропорцiйна 12-й степенi вiдстанi мiж молекулами,
а енергiя притягування – 6-й степенi цiєї вiдстанi:

𝑢LJ (𝑟) = 4𝜖

[︂(︁𝜎
𝑟

)︁12
−
(︁𝜎
𝑟

)︁6]︂
, (1)

де 𝜖 – енергiя дисоцiацiї парного зв’язку; 𝜎 – хара-
ктерна вiдстань, на якiй потенцiал дорiвнює нулю
(рис. 1).

За його допомогою описують рiзнi агрегатнi ста-
ни простих речовин, таких, наприклад, як iнер-
тних газiв [4, 5].

На жаль, нескiнченний радiус взаємодiї LJ по-
тенцiалу (1) створює значнi технiчнi труднощi при
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проведеннi числових експериментiв, як на базi ме-
тоду Монте-Карло [4–11], так i за допомогою ме-
тодiв молекулярної динамiки (MD) [9–14]. На пра-
ктицi, завдяки швидкому зменшенню потенцiалу
з вiдстанню, його “обрiзають” на деякiй дистанцiї
(тобто нехтують ним на вiдстанях, що перевищу-
ють цю дистанцiю).

Проте, використання такого “обрiзаного” (“trun-
cated” або LJT) потенцiалу призводить до своїх
труднощiв: потенцiал на дистанцiї “обрiзання” має
розрив, i сила взаємодiї стає тут нескiнченно ве-
ликою, що є неприпустимим, особливо в MD си-
муляцiях. Ця проблема, у свою чергу, вирiшує-
ться змiщенням потенцiалу вгору на сталу вели-
чину, що дорiвнює абсолютному значенню потен-
цiалу на дистанцiї “обрiзання”, так, щоб потенцiал
не мав розриву (хоча, при цьому, i залишається
розрив у силi).

Саме такий “обрiзаний i змiщений” (“truncated
and shifted” або LJTS) потенцiал i використову-
вався у бiльшостi числових експериментiв [6–14]
замiсть “первинного” LJ потенцiалу (1).

З часом виявилося, що вiдкидання слабкого при-
тягування на великих дистанцiях приводить, все ж
таки, до помiтної рiзницi в результатах моделюва-
ння. Так, наприклад, значення критичної темпе-



М.В. Ушкац

1.0 1.5 2.0 2.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

u
/
ε

r/σ

Рис. 1. Потенцiал Ленард-Джонса 12-6 (пунктир) и моди-
фiкований потенцiал Ленард-Джонса (суцiльна лiнiя)

ратури для LJT i LJTS потенцiалiв при типовому
радiусi “обрiзання” в 2,5𝜎 виявляються приблизно
на 20% менше у порiвняннi з критичною темпера-
турою для LJ потенцiалу (1) [9, 14–16].

Звичайно, iснують методики наближеного вра-
хування вiдкинутої частини потенцiалу i вiдповiд-
ного масштабування результатiв [9, 14], але неми-
нучi погрiшностi, що виникають при цьому, ускла-
днюють порiвняння даних, отриманих в рiзних
експериментальних i теоретичних дослiдженнях.

Останнiми роками в комп’ютерних експеримен-
тах все бiльшої популярностi набуває так званий
модифiкований потенцiал Ленард-Джонса (mLJ)
[17–19]:

𝑢 (𝑟) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
4𝜖

[︂(︁𝜎
𝑟

)︁12
−

(︁𝜎
𝑟

)︁6]︂
+ 𝑐1; 𝑟 ≤ 2,3𝜎,

𝑐2

(︁𝜎
𝑟

)︁12
+𝑐3

(︁𝜎
𝑟

)︁6
+𝑐4

(︁𝑟
𝜎

)︁2
+𝑐5; 2,3𝜎<𝑟 <2,5𝜎,

0; 𝑟 ≥ 2,5𝜎.

(2)

де 𝑐1 = 0,0163169237𝜖; 𝑐2 = 3136,5686𝜖; 𝑐3 =
=−68,069𝜖; 𝑐4=−0,0833111261𝜖; 𝑐5=0,746882273𝜖.

Цей потенцiал, як i його похiдна (вiдповiдна си-
ла взаємодiї), не має розривiв i досягає нуля на
дистанцiї 2,5𝜎 (рис. 1). Такi властивостi вигiдно
вiдрiзняють mLJ потенцiал вiд iнших (LJ, LJT i
LJTS) i роблять його прийнятним кандидатом на
роль унiверсального еталона для порiвнянь рiзних

теоретичних i експериментальних пiдходiв та оцiн-
ки їх адекватностi.

З iншого боку, в теоретичних дослiдженнях mLJ
потенцiал досi не знайшов широкого використан-
ня. Так, якщо для LJ потенцiалу на сьогоднi вже
вiдомi вiрiальнi коефiцiєнти до восьмого [20, 21], а
для LJTS потенцiалу – до п’ятого [16] порядкiв, то
данi по коефiцiєнтах для mLJ потенцiалу вiдсутнi.

Тому метою цiєї роботи був розрахунок вiрiаль-
них коефiцiєнтiв для модифiкованого потенцiалу
Ленард-Джонса (2) до п’ятого порядку, включно, в
широкому iнтервалi температур, якi можна було б
використовувати для теоретичних дослiджень i по-
рiвняння з вiдомими експериментальними даними.

2. Методика розрахункiв

Згiдно з роботою [22] вiрiальний коефiцiєнт (𝑘+1)-
го порядку в розкладаннi тиску по степенях густи-
ни виражається як

𝐵𝑘+1 = − 𝑘

𝑘 + 1
𝛽𝑘, (3)

де 𝛽𝑘 – так званий незвiдний груповий iнтеграл 𝑘-
го порядку, що визначається таким чином: якщо
для довiльної пари молекул iз заданим потенцiа-
лом їх взаємодiї ввести функцiю Майєра:

𝑓(𝑟) = exp

(︂
−𝑢(𝑟)

𝑘𝑇

)︂
− 1,

тодi кожний 𝛽𝑘 – дiлений на 𝑘!𝑉 iнтеграл суми всiх
можливих добуткiв функцiй Майєра для (𝑘 + 1)
молекул по конфiгурацiйнiй частинi їх фазового
простору, який не виражається через незвiднi iн-
теграли нижчих порядкiв.

На рис. 2 показанi всi графи, що вiдповiдають
незвiдним iнтегралам першого (а), другого (б ),
третього (в) i четвертого (г) порядкiв, де кожна
функцiя Майєра умовно зображується лiнiєю мiж
молекулами. Там саме вказана кратнiсть кожної
схеми з урахуванням усiх можливих перестановок
iндексiв молекул.

Iнтегрування по конфiгурацiйному простору
однiєї з молекул (умовно першої) дає множник
𝑉 (об’єм системи), який скорочується з об’ємом
в дiльнику, i залишається тiльки iнтегрування по
вiдносних положеннях iнших молекул (на практи-
цi iнтегрування проводиться в нескiнченних ме-
жах, зважаючи на швидке убування функцiї Майє-
ра iз вiдстанню).
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Графи з 𝑘 > 2 можна об’єднати в групи (рис. 3).
Iнтеграли всерединi кожної групи вiдрiзняються
один вiд одного наявнiстю або вiдсутнiстю однiєї
функцiї Майєра (пунктирна лiнiя на рис. 3) i тiль-
ки в другiй групi чотиричастинкового (а), а також
третiй i шостiй групах п’ятичастинкового (б ) iнте-
гралiв, знаходиться всього по одному графу, якi
принципово вiдрiзняються вiд усiх iнших.

Замiсть вiдстанi мiж частинками 𝑟𝑖𝑗 введемо без-
розмiрний квадрат цiєї вiдстанi 𝑠𝑖𝑗 = 𝑟2𝑖𝑗/𝜎

2, а за-
мiсть функцiї Майєра, використовуватимемо вiд-
повiдну до неї функцiю 𝐹 (𝑠) = 𝑓 (𝜎

√
𝑠).

Така замiна змiнних дозволяє значно спростити
та унiфiкувати процес iнтегрування: знижується
степiнь залежностi вiд змiнної iнтегрування, що
позитивно позначається на точностi обчислень, а
крiм того, незвiднi iнтеграли (що мають розмiр-
нiсть об’єму в степенi 𝑘) можуть визначатися у
безрозмiрнiй формi 𝛽′

𝑘 = −𝛽𝑘/𝜎
3𝑘.

Найпростiшим чином виражається перший не-
звiдний iнтеграл:

𝛽′
1 = 2𝜋

∞∫︁
0

𝐹 (𝑠)
√
𝑠𝑑𝑠 (4)

i вiдповiдний другий вiрiальний коефiцiєнт 𝐵2 =
𝛽1/2.

В усiх багаточастинкових (𝑘 > 1) незвiдних iн-
тегралах можна видiлити деяку трiйку молекул 𝑖,
𝑗 та 𝑛, в якiй 𝑛-а частинка “зв’язана” функцiєю
Майєра з двома “основними” (частинки 𝑖 та 𝑗), а
вони, у свою чергу, можуть бути як “зв’язанi”, так
i нi, мiж собою, залежно вiд конкретної схеми.

Якщо 𝑛-а частинка окрiм “зв’язкiв” з частинка-
ми 𝑖 та 𝑗 не “зв’язана” нi з якими iншими, то iнте-
грал по усiх її можливих положеннях (при фiксо-
ваному положеннi частинок 𝑖 та 𝑗) має вигляд

𝜋𝜎3

2
√
𝑠𝑖𝑗

∞∫︁
0

𝐹 (𝑠𝑖𝑛) 𝑑𝑠𝑖𝑛

(√𝑠𝑖𝑗+
√
𝑠𝑖𝑛)

2∫︁
(√𝑠𝑖𝑗−

√
𝑠𝑖𝑛)

2

𝐹 (𝑠𝑗𝑛) 𝑑𝑠𝑗𝑛.

Введемо функцiю

Φ (𝑠) =

∞∫︁
0

𝐹 (𝑠1) 𝑑𝑠1

(
√
𝑠+

√
𝑠1)

2∫︁
(
√
𝑠−√

𝑠1)
2

𝐹 (𝑠2) 𝑑𝑠2. (5)

Рис. 2. Незвiднi графи: двочастинковий (а), тричастинко-
вий (б ), чотиричастинковi (в), п’ятичастинковi (г). Числа
у дужках показують кратнiсть

Рис. 3. Групи подiбних графiв для третього (а) та четвер-
того (б ) незвiдних iнтегралiв (в дужках показанi номери
вiдповiдних графiв на рис. 2)

З її використанням вираз для другого незвiдного
iнтеграла у безрозмiрнiй формi має вигляд (якщо
ввести позначення 𝑠 = 𝑠12):

𝛽′
2 =

𝜋2

2

∞∫︁
0

𝐹 (𝑠)Φ (𝑠) 𝑑𝑠. (6)

Аналогiчним чином виражаються iнтеграли, що
вiдповiдають першiй групi графiв для третього не-
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звiдного iнтеграла (рис. 3, а):

𝛽′
31 =

1

3!

𝜋3

2

∞∫︁
0

[3 + 6𝐹 (𝑠)] Φ2 (𝑠)
𝑑𝑠√
𝑠
, (7)

i першiй групi графiв для четвертого незвiдного
iнтеграла (рис. 3, б ):

𝛽′
41 =

10

4!

𝜋4

4

∞∫︁
0

[1 + 𝐹 (𝑠)] Φ3 (𝑠)
𝑑𝑠

𝑠
. (8)

Складнiшим чином за допомогою тiєї самої фун-
кцiї (5) виражаються iнтеграли другої i третьої
груп графiв для четвертого незвiдного iнтеграла
(рис. 3, б ):

𝛽′
42 =

60

4!

𝜋4

4

∞∫︁
0

[1 + 𝐹 (𝑠)] Φ (𝑠)
𝑑𝑠√
𝑠
×

×
∞∫︁
0

𝐹 (𝑠1) Φ (𝑠1)
𝑑𝑠1√
𝑠1

(
√
𝑠+

√
𝑠1)

2∫︁
(
√
𝑠−√

𝑠1)
2

𝐹 (𝑠2) 𝑑𝑠2;

𝛽′
43 =

12

4!

𝜋4

4

∞∫︁
0

Φ (𝑠)
𝑑𝑠√
𝑠

∞∫︁
0

Φ (𝑠1)
𝑑𝑠1√
𝑠1

×

×

(
√
𝑠+

√
𝑠1)

2∫︁
(
√
𝑠−√

𝑠1)
2

𝐹 (𝑠2) 𝑑𝑠2.

(9)

Для випадкiв, коли в трiйках молекул 𝑖𝑗𝑛 i 𝑖𝑗𝑚
частинки 𝑛 i 𝑚 “зв’язанi”, введемо ще одну фун-
кцiю

Ψ(𝑠𝑖𝑗 , 𝑠𝑖𝑛, 𝑠𝑗𝑛) =

∞∫︁
0

𝐹 (𝑠𝑖𝑚) 𝑑𝑠𝑖𝑚×

×

(
√
𝑠𝑖𝑚+

√
𝑠𝑖𝑗)

2∫︁
(
√
𝑠𝑖𝑚−√

𝑠𝑖𝑗)
2

𝐹 (𝑠𝑗𝑚) 𝑑𝑠𝑗𝑚

𝜋∫︁
0

𝐹 (𝑠𝑛𝑚) 𝑑𝜙, (10)

де 𝑠𝑛𝑚 (𝑠𝑖𝑗 , 𝑠𝑖𝑛, 𝑠𝑗𝑛, 𝑠𝑖𝑚, 𝑠𝑗𝑚, 𝜙) – безрозмiрний ква-
драт вiдстанi мiж частинками 𝑛 i 𝑚; 𝜙 – кут мiж
площинами 𝑖𝑗𝑛 i 𝑖𝑗𝑚.

Тодi iнтеграли, що вiдповiдають графу 2 для
третього незвiдного iнтеграла (рис. 3, a) i групам

графiв 4, 5 для четвертого незвiдного iнтеграла
(рис. 3, б ) виражаються таким чином:

𝛽′
32 =

1

3!

𝜋2

2

∞∫︁
0

𝐹 (𝑠)
𝑑𝑠√
𝑠

∞∫︁
0

𝐹 (𝑠1) 𝑑𝑠1×

×

(
√
𝑠+

√
𝑠1)

2∫︁
(
√
𝑠−√

𝑠1)
2

𝐹 (𝑠2) 𝑑𝑠2Ψ(𝑠, 𝑠1, 𝑠2);

𝛽′
44 =

30

4!

𝜋3

4

∞∫︁
0

[1 + 𝐹 (𝑠)]
Φ (𝑠) 𝑑𝑠

𝑠

∞∫︁
0

𝐹 (𝑠1) 𝑑𝑠1×

×

(
√
𝑠+

√
𝑠1)

2∫︁
(
√
𝑠−√

𝑠1)
2

𝐹 (𝑠2) 𝑑𝑠2Ψ(𝑠, 𝑠1, 𝑠2);

𝛽′
45 =

1

4!

𝜋2

4

∞∫︁
0

[15 + 10𝐹 (𝑠)]
𝑑𝑠

𝑠

∞∫︁
0

𝐹 (𝑠1) 𝑑𝑠1×

×

(
√
𝑠+

√
𝑠1)

2∫︁
(
√
𝑠−√

𝑠1)
2

𝐹 (𝑠2) 𝑑𝑠2Ψ
2 (𝑠, 𝑠1, 𝑠2) .

(11)

Вираз для iнтеграла, що вiдповiдає останньому
(десятизв’язному) графу 6 на рис. 3, б, має най-
складнiший вигляд

𝛽′
46 =

1

4!

𝜋2

8

∞∫︁
0

𝐹 (𝑠)
𝑑𝑠

𝑠

∫︁
∞

𝑑𝑆3

∫︁
∞

𝑑𝑆4

∫︁
∞

𝑑𝑆5 ×

×
𝜋∫︁

0

𝐹 (𝑠34) 𝑑𝜙34

2𝜋∫︁
0

𝐹 (𝑠45)𝐹 (𝑠35) 𝑑𝜙35, (12)

де

∫︁
∞

𝑑𝑆𝑖 · 𝑓 =

∞∫︁
0

𝐹 (𝑠1𝑖) 𝑑𝑠1𝑖

(
√
𝑠1𝑖+

√
𝑠)

2∫︁
(
√
𝑠1𝑖−

√
𝑠)

2

𝐹 (𝑠2𝑖) 𝑑𝑠2𝑖 · 𝑓,

𝜙34, 𝜙35 – кути мiж площинами 123 i 124, 123 i 125,
вiдповiдно.

3. Результати

Для числового iнтегрування в (4), (6), (7), (8), (9),
(11), (12) використовувався метод Гауса, як той,
що оптимально поєднує точнiсть i простоту [23]. З
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Вiрiальнi коефiцiєнти модифiкованого потенцiалу Ленард-Джонса (2)
(з точнiстю до останньої значущої цифри) для рiзних значень приведеної температури

𝑇 * 𝐵′
2 𝐵′

3 𝐵′
4 𝐵′

5 𝑇 * 𝐵′
2 𝐵′

3 𝐵′
4 𝐵′

5

0,2 −208,38 −5, 509 · 105 −1, 230 · 1010 −9, 0 · 1014 1,2 −2,9095 2,9315 3,629 −0,763
0,3 −51,861 −7096 −4, 689 · 106 −5, 77 · 109 1,3 −2,4600 2,7670 2,682 −2,41
0,4 −25,141 −671,2 −8, 981 · 104 −1, 81 · 107 1,4 −2,0897 2,5913 1,997 −2,74
0,5 −15,583 −128,4 −6672 −4, 62·105 1,5 −1,7797 2,4271 1,537 −2,45
0,6 −10,881 −32,12 −901,5 −2, 98 · 104 1,7 −1,2904 2,1555 1,061 −1,37
0,7 −8,1321 −7,704 −156,54 −2, 99 · 103 2,0 −0,77162 1,8788 0,8810 −3, 63 · 10−2

0,75 −7,1514 −2,960 −65,40 −1, 01 · 103 2,5 −0,22426 1,6324 0,9690 1,00
0,8 −6,3433 −0,2625 −25,128 −341 3,0 0,11540 1,5149 1,0978 1,318
0,85 −5,6667 1,2842 −7,107 −107 4,0 0,50756 1,4159 1,2330 1,354
0,9 −5,0924 2,1648 0,8040 −25,9 5,0 0,72157 1,3731 1,2590 1,229
0,95 −4,5991 2,6511 4,022 −0,481 7,0 0,93849 1,32076 1,2007 0,9840
1,0 −4,1711 2,9005 5,053 5,43 10,0 1,07058 1,25563 1,0686 0,7421
1,05 −3,7964 3,0065 5,090 4,95 15,0 1,13951 1,16069 0,88970 0,5219
1,1 −3,4658 3,0260 4,705 2,86 20,0 1,15292 1,08246 0,76472 0,4012

цiєю метою заздалегiдь були створенi таблицi ву-
злiв i вагiв iнтегрування для рiзних значень числа
вузлiв 𝑛 = 7, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 60, 80, 100, 120.

Обчислення першого незвiдного iнтеграла в (4)
з будь-якою заданою точнiстю не викликає нiяких
технiчних складнощiв. Функцiя (5) визначається
подвiйним iнтегралом, але її попереднє табулюва-
ння у вузлах iнтегрування робить обчислення iн-
тегралiв 𝛽′

2, 𝛽′
31 i 𝛽′

41 в (6), (7), (8) таким самим
простим, як i 𝛽′

1.
Потрiйне iнтегрування (з використанням цiєї ж

табульованої функцiї) в (9) дещо ускладнює обчи-
слення 𝛽′

42 i 𝛽′
43, але для сучасної обчислювальної

технiки (навiть ПК середнього рiвня) це ускладне-
ння практично не позначається на швидкостi роз-
рахункiв.

Принципово iнша ситуацiя виникає при шести-
кратному iнтегруваннi в (11) i, тим бiльше, при
дев’ятикратному в (12). Так, розрахунки одного
значення 𝛽′

32 або суми 𝛽′
44 + 𝛽′

45 при числi вузлiв
iнтегрування 𝑛 = 30 на ПК з центральним про-
цесором Intel Core i5 2,67 GHz займали близько
1,5 хв, а вiдповiднi розрахунки одного 𝛽′

46 зайняли
б близько мiсяця.

Проте сучаснi графiчнi процесори можуть реа-
лiзовувати апаратну багатопоточнiсть, що робить
повторюванi простi операцiї над числами з плава-
ючою комою в сотнi разiв ефективнiше у порiвнян-
нi з аналогiчними обчисленнями на базi централь-

ного процесора. Можливостi використання обчи-
слювальних функцiй графiчного процесора сьо-
годнi надають (приблизно в рiвному об’ємi) пла-
тформа CUDA i технологiя ComputeShader бiблiо-
теки DirectX11.

Вiдповiдно, шестивимiрне iнтегрування в (11) i
дев’ятивимiрне в (12) були адаптованi до багатопо-
точних обчислень. В iнтегралах (11) для кожного
вузла по 𝑠 створювалася двовимiрна сiтка вузлiв 𝑠1
i 𝑠2, а обчислення функцiї Ψ(𝑠, 𝑠1, 𝑠2) у (10) роби-
лося у потоковому режимi незалежно для кожно-
го вузла цiєї сiтки. Аналогiчним чином, обчисле-
ння подвiйного iнтеграла у кiнцi виразу (12) ро-
билося незалежно у вузлах сiтки iнтегралiв по 𝑆3,
𝑆4 i 𝑆5.

Завдяки цьому, обчислення одного значення 𝛽′
32

або суми 𝛽′
44 + 𝛽′

45 при 𝑛 = 30 на ПК з графiчним
процесором GeForce GTS 450 займало близько 1
секунди (замiсть 1,5 хв). Розрахунки одного 𝛽′

46

при 𝑛 = 15, навiть iз використанням GPU, займали
близько 1 години.

У таблицi частково наведенi результати роз-
рахункiв вiрiальних коефiцiєнтiв у безрозмiрно-
му виглядi 𝐵′

𝑘+1 = 𝐵𝑘+1/𝜎
3𝑘 для mLJ потенцiа-

лу (2) при рiзних значеннях безрозмiрної темпе-
ратури 𝑇 * = 𝑘𝑇/𝜖. Порядок погрiшностi iнтегру-
вання (оцiнювалася процесом Эйткена [23]) мен-
ше порядку останньої цифри наведених у таблицi
значень.
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Рис. 4. Залежнiсть другого i третього (злiва) та четвертого i п’ятого (справа) вiрiальних коефiцiєнтiв вiд
температури для LJ (пунктир) та mLJ (суцiльна лiнiя) потенцiалiв

На рис. 4 показанi залежностi вiрiальних коефi-
цiєнтiв рiзних порядкiв вiд температури, як для
“первинного” (1), так i для модифiкованого (2)
потенцiалiв Ленард-Джонса. Значну рiзницю ви-
дно навiть для другого вiрiального коефiцiєнта.
В областi низьких температур по мiрi збiльшен-
ня порядку коефiцiєнтiв рiзниця стає ще бiльш
помiтною.

При збiльшеннi температури ця рiзниця посту-
пово зникає, оскiльки зменшується внесок най-
бiльш модифiкованої частини потенцiалу, вiдпо-
вiдальної за притягування на великих вiдстанях
(вiдштовхувальна частина потенцiалiв (1) i (2) вiд-
рiзняється мало, див. рис. 1).

На рис. 5 наведено кривi 𝑇 * (𝜌*), де 𝜌* = 𝜌𝜎3 –
приведена густина, що вiдповiдають нулю iзотер-
мiчного об’ємного модуля пружностi (або сингу-
лярностi iзотермiчної стисливостi (𝜕𝑃/𝜕𝑉 )𝑇 = 0),
розрахованi на основi вiрiального рiвняння стану
з коефiцiєнтами до третього, четвертого i п’ятого
порядкiв для mLJ потенцiалу.

Традицiйно такi кривi асоцiюються зi спiнодал-
лю [16, 20], оскiльки саме тут починається термо-
динамiчно заборонена дiлянка iзотерм вiрiального
рiвняння стану з негативною стисливiстю (тобто
стани з абсолютною нестiйкiстю). Проте досi за-
лишаються вiдкритими питання про границi аде-
кватностi самого вiрiального рiвняння стану, та чи
може, взагалi, рiвняння, отримане на базi однофа-

0.0 0.1 0.2 0.3

0.8

1.0

1.2

*
T

*
ρ

Рис. 5. Кривi сингулярностi iзотермiчної стисливостi
mLJ системи вiдповiдно до вiрiального рiвняння з третiм
(штрих-пунктир), четвертим (пунктир) та п’ятим (суцiльна
лiнiя) коефiцiєнтами. Символи (◇) показують експеримен-
тальну бiнодаль [19]

зної статистики для нескiнченно великих систем,
описувати метастабiльнi стани [24].

Нещодавно з’явилися дослiдження, якi вказу-
ють на те, що саме точки сингулярностi iзотер-
мiчної стисливостi у вiрiальному рiвняннi стану є
границею застосовностi цього рiвняння [25–27], i
сам факт належностi цих точок до спiнодалi не
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можна вважати цiлком безперечним. Бiльше то-
го, поведiнка точного виразу для статистичної су-
ми (на вiдмiну вiд її вiрiальної апроксимацiї) в
цих точках вiдповiдає початку процесу конденсацiї
[25, 26, 28], тобто бiнодалi, а не спiнодалi.

При температурах, нижчих вiд критичної, та не-
великих значеннях густини (стани, що лежать лiвi-
ше експериментальної бiнодалi на рис. 5) вiрiальне
рiвняння як з чотирма, так i з п’ятьма коефiцiєнта-
ми, дає результати, що добре збiгаються з експери-
ментом (рiзниця дорiвнює долям вiдсотку). Однак
iз ростом густини збiльшується вiдхилення вiд екс-
периментальних даних, а змiна числа коефiцiєнтiв,
що враховуються у рiвняннi, починає значно впли-
вати на результати та на положення кривих сингу-
лярностi iзотермiчної стисливостi (рис. 5). Очеви-
дно, що в областi конденсацiї неможливо нехту-
вати коефiцiєнтами вищих порядкiв (принаймнi,
п’яти коефiцiєнтiв тут недостатньо). Вiдповiдно до
результатiв, отриманих для iншого потенцiалу в
роботi [28], можливо припустити, що крива сингу-
лярностi iзотермiчної стисливостi з урахуванням
вищих коефiцiєнтiв дiйсно буде близькою до екс-
периментальної бiнодалi.

Значення критичних параметрiв для mLJ по-
тенцiалу, отриманi з урахуванням п’яти вiрiаль-
них коефiцiєнтiв: 𝑇 * = 1,04; 𝜌* = 0,22; 𝑃 * =
= 𝑃𝜎3/𝜖 = 0,081, виявляються дещо меншими
вiд параметрiв, вiдомих з числових експериментiв:
𝑇 * = 1,07; 𝜌* = 0,30; 𝑃 * = 0,12 [19], що також може
вказувати на необхiднiсть врахування коефiцiєнтiв
вищих порядкiв.

4. Висновки

Нескiнченний радiус взаємодiї потенцiалу Ленард-
Джонса значно ускладнює проведення числових
експериментiв, тому в них використовуються рiзнi
його спрощення, наприклад, модифiкований по-
тенцiал Ленард-Джонса (2). Пропонується викори-
стовувати такий самий потенцiал i в теоретичних
дослiдженнях, а не тiльки в експериментальних.

Для цього модифiкованого потенцiалу Ленард-
Джонса були отриманi значення другого, третьо-
го, четвертого i п’ятого вiрiальних коефiцiєнтiв в
широкому дiапазонi температур.

При високих температурах цi вiрiальнi коефiцi-
єнти практично не вiдрiзняються вiд коефiцiєнтiв
вихiдного потенцiалу Ленард-Джонса, i, навпаки,

в областi низьких температур рiзниця стає дуже
iстотною.

Порiвняння з даними числових експеримен-
тiв показують, що отриманi вiрiальнi коефiцiєн-
ти дозволяють досить добре описувати поведiн-
ку системи з модифiкованим потенцiалом взаємо-
дiї Ленард-Джонса (2) як в областi високої гу-
стини при надкритичних температурах, так i в
областi малої густини при субкритичних темпера-
турах. Для точного кiлькiсного опису поведiнки
такої системи в областi конденсацiї залишається
актуальною задача визначення вiрiальних коефi-
цiєнтiв бiльш високих порядкiв.
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ВИРИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ
ДЛЯ МОДИФИЦИРОВАННОГО ПОТЕНЦИАЛА
ЛЕННАРД-ДЖОНСА

Р е з ю м е

В работе рассматривается модифицированный потенциал
Леннард-Джонса, который имеет конечный радиус взаимо-
действия и значительно упрощает численное моделирова-
ние термодинамических систем большой плотности, сохра-
няя, при этом, его реалистичность. Для этого потенциала

рассчитаны значения вириальных коэффициентов до пя-
того порядка, включительно, в широком диапазоне темпе-
ратур, что позволяет использовать потенциал не только в
численных экспериментах, но и в теоретических исследова-
ниях. Предлагается использование этого потенциала в ро-
ли эталона для оценки адекватности различных теоретиче-
ских и экспериментальных подходов.

M.V.Ushcats

VIRIAL COEFFICIENTS
OF MODIFIED LENNARD-JONES POTENTIAL

S u m m a r y

A modified Lennard-Jones potential with a finite interaction

radius, which maintains the realistic behavior of its parent

and greatly simplifies the numerical simulation of high-density

thermodynamic systems, has been considered. The virial co-

efficients of this potential have been calculated up to the fifth

order, inclusive, in a wide range of temperatures. The modified

potential can be applied not only in numerical experiments but

also in theoretical studies. It is proposed as a reference model

to test the adequacy of various theoretical and experimental

approaches.
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