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IОНIЗАЦIЯ АТОМIВ
У ПОЛI СИЛЬНОГО ЛАЗЕРНОГО
ВИПРОМIНЮВАННЯ ТА МЕТОД УЯВНОГО ЧАСУУДК 535.215.1

Розглянуто феномен нелiнiйної релятивiстської iонiзацiї, спричиненої потужним лi-
нiйно поляризованим полем лазера. За допомогою релятивiстської версiї методу уявного
часу розраховано ймовiрнiсть тунелювання електрона, енергiя зв’язку якого може бу-
ти порядку енергiї спокою, крiзь потенцiaльний бар’єр пiд дiєю поля сильної електрома-
гнiтної хвилi. Окрiм експоненцiйного множника розраховано також кулонiвський та
передекспоненцiйний фактори з урахуванням спiну електрона та ймовiрностi iонiза-
цiї. Отримано простi аналiтичнi формули для iмпульсних розподiлiв релятивiстських
фотоелектронiв. Показано, що релятивiстськi ефекти приводять до появи ненульової
(дрейфової) швидкостi електрона пiсля виходу з-пiд бар’єра. На нерелятивiстськiй гра-
ницi отримано вiдому експоненту Келдиша, а також формулу Ландау–Лiфшица для
iонiзацiї основного стану атома водню.
Ключ о в i с л о в а: релятивiстська тунельна та багатофотонна iонiзацiя, метод уявного
часу, параметр Келдиша.

1. Вступ

Дослiдженням iонiзацiї атомiв та iонiв пiд дiєю iн-
тенсивного лазерного випромiнювання присвячена
численна лiтература [1–6]. Теорiя цих процесiв по-
чалася з класичної роботи Келдиша [7], в якiй бу-
ло показано, що тунельний ефект у змiнному еле-
ктричному полi й багатофотонна iонiзацiя атомiв є
граничними випадками процесу нелiнiйної фотоiо-
нiзацiї, характер перебiгу якого суттєво залежить
вiд значення параметра адiабатностi Келдиша 𝛾.
Цей параметр визначається вiдношенням частоти
лазерного випромiнювання 𝜔 до частоти тунелю-
вання 𝜔𝑡 електрона крiзь потенцiальний бар’єр:

𝛾 =
𝜔

𝜔𝑡
=

√︀
2𝑚|𝐸0|𝜔
𝑒𝐹

, (1)

де 𝐸0 – потенцiал iонiзацiї атомного рiвня, 𝐹 –
величина амплiтуди електромагнiтного поля
лазера. Тунельна iонiзацiя атомних станiв має
мiсце при 𝛾 ≪ 1, а у разi 𝛾 ≫ 1 процес є бага-
тофотонним. У роботах [1–7] використовувалося
нерелятивiстське наближення, що справедливо
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для валентних електронiв у всiх атомах вiд водню
до урану. На сьогоднiшнiй день, завдяки успiхам
лазерної фiзики та технологiї, суттєво збiльшено
iнтенсивнiсть лазерних iмпульсiв аж до 𝐼 ∼ 1022

Вт/см2 [8] i розширено дiапазон їхнiх параметрiв
(отримано фемтосекунднi й ультракороткi – ат-
тосекунднi iмпульси [9, 10]). В електромагнiтних
полях такої iнтенсивностi пондеромоторна енергiя
𝐸𝑝 = 𝑒2𝐹 2/(4𝑚𝜔2) електрона, емiтованого пiсля
iонiзацiї може бути порядку енергiї спокою 𝑚𝑐2.
Крiм того, настiльки iнтенсивнi лазернi поля з пе-
ревищенням атомного поля 𝐹H = 5,14 · 109 В/см на
кiлька порядкiв, здатнi утворювати багатозаряднi
iони з 𝑍 ∼ 40–60, для яких енергiя зв’язку основ-
ного рiвня також порiвняна з енергiєю спокою
електрона. На разi пiдбар’єрний рух електрона в
процесi iонiзацiї вже не можна вважати нереляти-
вiстським i потрiбна модифiкацiя теорiї Келдиша
[7, 11–13]. Основними релятивiстськими ефектами
в кiнцевому станi є [14–18]: 1) релятивiстський
розподiл енергiї та 2) зсув кутового розподiлу
емiтованих електронiв у напрямку поширення
впадного лазерного променя.

Процес релятивiстської iонiзацiї у схрещених
електричному i магнiтному полях розглядався в
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[19, 20]. Отриманi результати застосованi до iонi-
зацiї лише в разi дуже потужних лазерних полiв,
коли параметр 𝜀 = 𝑒𝐹/𝜔𝑚𝑐 ≫ 1. Зi збiльшенням
частоти 𝜔 лазерного свiтла (особливо для чутливо-
го рентгенiвського лазера) стають потрiбними ду-
же високi iнтенсивностi, аби задовольнити цю ви-
могу. Отже, необхiдно взагальнити результат [19,
20] на випадок ненульових частот. У цьому дописi
маємо на метi з особливої точки зору розглянути
ефекти, пов’язанi з релятивiстськими швидкостя-
ми у кiнцевих станах, i/або з низько розташова-
ними початковими станами. Ми зосередимось на
процесi нелiнiйної iонiзацiї сильно зв’язаного еле-
ктрона з енергiєю зв’язку 𝐸𝑏 порядку енергiї спо-
кою. Вимога, яку тут потрiбно виконати, є обер-
неною стосовно випадку чисто класичної iонiзацiї,
𝐹 ≪ 𝐹𝑏. На додачу маємо ще квазiкласичну умо-
ву ~𝜔 ≪ 𝐸𝑏. Жодних обмежень на параметр 𝜀 не
накладається. Таким чином, покриваються обидва
режими: релятивiстське тунелювання та багато-
фотонна iонiзацiя. Застосуємо релятивiстську вер-
сiю методу “уявного часу” [20, 21]. Як узагальнен-
ня квазiкласичного ВКБ-наближення на випадок
змiнних у часi полiв, цей метод описує тунельний
перехiд електрона вiд зв’язаного стану до конти-
нууму за допомогою класичних рiвнянь руху, але
з уявним часом.

2. Релятивiстська класична дiя
та метод уявного часу

Уявна частина урiзаної класичної дiї 𝑆𝑓 , розрахо-
ваної вздовж подiбних траєкторiй, визначає з екс-
поненцiальною точнiстю ймовiрнiсть переходу зi
зв’язаного стану з енергiєю 𝐸0 до континууму:

𝑊0 ∝ exp

{︂
−2

~
Im (𝑆𝑓 (𝑡0) + 𝐸0𝑡0)

}︂
, (2)

де 𝐸0 = 𝑚𝑐2 − 𝐸𝑏, 𝑆𝑓 – класична релятивiстська
дiя для електрона iз зарядом 𝑒, що рухається в
полi плоскої електромагнiтної хвилi з векторним
потенцiалом 𝐴(𝑡 − 𝑥/𝑐). Тут i надалi 𝐴 позначає
двовимiрний вектор у 𝑦−𝑧 площинi. Дiя може бути
знайдена як розв’язок рiвняння Гамiльтона–Якобi
[22]:

𝑆𝑓 (𝜉; 𝜉0) = 𝑚𝑐2
{︂
𝑓 · 𝑟

𝑐
− 𝛼

𝑥

𝑐
− 1 + 𝛼2 + 𝑓2

2𝛼
(𝜉 − 𝜉0)+

+
𝑒

𝑚𝑐2𝛼
𝑓

𝜉∫︁
𝜉0

𝐴𝑑𝜉 − 𝑒2

2𝑚2𝑐4𝛼

𝜉∫︁
𝜉0

𝐴2𝑑𝜉

}︂
, (3)

де 𝛼 i 𝑓 = (𝑎1, 𝑎2) – константи, 𝑟 = (𝑦, 𝑧); 𝜉0 –
початкове значення змiнної 𝜉 = 𝑡− 𝑥/𝑐.

У рамках звичайного методу Гамiльтона–Якобi,
взявши похiднi вiд дiї 𝑆𝑓 по 𝑎1, 𝑎2 i 𝛼, та прирiв-
нявши їх до нових сталих 𝛽1, 𝛽2 i 𝛽3, отримaємо
траєкторiю електрона пiд дiєю хвильoвого поля.
Для поля гармонiчної, плоскої, лiнiйно поляризо-
ваної хвилi напруженiстю 𝐸 = 𝐹𝑒𝑦 cos𝜔𝜉 рух еле-
ктрона у лабораторнiй системi координат задає-
ться виразами

𝛼2(𝑡+ 𝑥/𝑐)− 𝛽2𝜉 +
2𝜀

𝜔
𝑎1 cos𝜔𝜉+

𝜀2

4𝜔
sin 2𝜔𝜉=𝛽3,

𝑣𝑥= 𝑐
𝑓(𝜉)− 1

𝑓(𝜉) + 1
, 𝑦 = 𝛽1+

𝑐𝑎1
𝛼

𝜉 − 𝑐𝜀

𝛼𝜔
cos𝜔𝜉,

𝑣𝑦 =
2𝑐

𝛼 (1 + 𝑓(𝜉))
[𝑎1 + 𝜀 sin𝜔𝜉] , 𝑧 = 𝛽2+

𝑐𝑎2
𝛼

𝜉,

𝑣𝑧 =
2𝑐

𝛼 (1 + 𝑓(𝜉))
𝑎2,

𝑓(𝜉) =
𝛿2

𝛼2
+

2𝜀

𝛼2
𝑎1 sin𝜔𝜉 +

𝜀2

𝛼2
sin2 𝜔𝜉,

(4)

де 𝛽1, 𝛽2 i 𝛽3 разом iз 𝑎1, 𝑎2 i 𝛼 мають бути знайденi
з початкових умов для положення та швидкостi.
Надалi введемо позначення 𝛽2 = 1+𝑎21+𝑎22+𝜀2/2,
𝛿2 = 1+ 𝑎21 + 𝑎22. Комплексний початковий момент
часу 𝑡0 визначається з класичної точки повороту
на комплекснiй напiвплощинi:

𝐸𝑓 (𝑡0) = 𝑚𝑐2
{︂
1 + 𝛼2 + 𝑓2

2𝛼
− 𝑒

𝑚𝑐2𝛼
𝑓𝐴(𝑡0)+

+
𝑒2

2𝑚2𝑐4𝛼
𝐴2(𝑡0)

}︂
= 𝐸0. (5)

Мiнiмiзацiя уявної частини дiї приводить до таких
граничних умов [3, 21]:

𝑟(𝑡0) = 0, Im 𝑟(𝑡 = 0) = 0. (6)

Перша умова вiдповiдає початку руху електрона
пiд бар’єром у момент часу 𝑡0, а друга умова озна-
чає, що наймовiрна (екстремальна) траєкторiя при
𝑡 = 0 стає дiйсною, i надалi описує рух електро-
на на нескiнченнiсть уже в класично дозволенiй
областi.

Шукаючи простих аналiтичних результатiв, роз-
глянемо випадок лiнiйно поляризованого лазерно-
го свiтла. Тодi, мiнiмiзуючи дiю, з рiвнянь (5) i (6)
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отримуємо 𝑓 = 0. Надалi виведемо систему нелi-
нiйних рiвнянь для визначення комплексного по-
чаткового часу 𝑡0 i сталої 𝛼:

𝑡0 = 𝑖𝜏0 = − 𝑖

𝜔
arcsinh

(︁
𝜂
√︀

1 + 𝛼2 − 2𝛼𝜀0

)︁
,

𝛼2 = 1 +
1

2𝜂2

[︂
1− 𝜂

√
1 + 𝛼2 − 2𝛼𝜀0

arcsinh
(︀
𝜂
√
1 + 𝛼2 − 2𝛼𝜀0

)︀ ×
×
√︀
1 + 𝜂2 (1 + 𝛼2 − 2𝛼𝜀0)

]︂
(7)

з безрозмiрною початковою енергiєю 𝜀0 = 𝐸0/𝑚𝑐2

та релятивiстським адiабатним параметром 𝜂 =
= 𝜀−1 = 𝜔𝑚𝑐/𝑒𝐹 . Пiдставляючи величини 𝑡0 i 𝛼 у
дiю кiнцевого стану, отримуємо ймовiрнiсть реля-
тивiстської квазiкласичної iонiзацiї в полi лiнiйно
поляризованого свiтла лазера. З експоненцiйною
точнiстю:

𝑊0 ∝ exp

{︂
−2𝐸𝑏

~𝜔

[︂(︂
1 +

1

2𝛾2𝛼
+

𝑚𝑐2

𝐸𝑏

(1− 𝛼)2

2𝛼
×

× arcsinh𝛾(𝛼)

)︂
− 1

2𝛾2𝛼
𝛾(𝛼)

√︀
1 + 𝛾2(𝛼)

]︂}︂
, (8)

де 𝛼 береться як розв’язок рiвняння (7). Тут i
надалi 𝛾 =

√
2𝑚𝐸𝑏𝜔/𝑒𝐹 – нерелятивiстський па-

раметр Келдиша, вiдповiдний до енергiї зв’язку
𝐸𝑏 i 𝛼-залежний адiaбатний параметр 𝛾(𝛼) =
= 𝜂

√
1 + 𝛼2 − 2𝛼𝜀0. Рiвняння (8) – найбiльш за-

гальний вираз для швидкостi iонiзацiї в квазiкла-
сичному режимi та для напруженостi поля мен-
шої, нiж надбар’єрний порiг. Воно описує обидвi,
як тунельну, так i багатофотонну iонiзацiю, i є ре-
лятивiстським узагальненням вiдомого результату
Келдиша [7].

Розглянемо тепер деякi обмежувальнi випадки.
Поблизу границi тунельної iонiзацiї 𝜂 ≪ 1 понов-
люємо статичний результат [19, 20] з частотною
поправкою:

𝑊0 ∝ exp

{︂
−𝐹𝑠

𝐹
Φ

}︂
,

Φ =
2
√
3
(︀
1− 𝛼2

0

)︀3/2
𝛼0

−
3
√
3
(︀
1− 𝛼2

0

)︀5/2
5𝛼0

𝜂2 +𝑂(𝜂4),

(9)

де 𝐹𝑠 = 𝑚2𝑐3/𝑒~ = 1,32 · 1016 В/см – поле Швi-
нґера квантової електродинамiки [23] i 𝛼0 = (𝜀0 +
+
√︀

𝜀20 + 8)/4. У нерелятивiстському режимi, 𝜀𝑏 =
= 𝐸𝑏/𝑚𝑐2 ≪ 1, параметр 𝛼0 = 1− 𝜀𝑏/3 + 𝜀2𝑏/27 та
ймовiрнiсть нерелятивiстської тунельної iонiзацiї,

з першою релятивiстською та частотною поправ-
ками включно, записується як
𝑊0 ∝

∝ exp

{︃
−4

3

√
2𝑚𝐸

3/2
𝑏

𝑒~𝐹

[︂
1− 𝛾2

10
− 𝐸𝑏

12𝑚𝑐2

(︂
1− 13

30
𝛾2

)︂]︂}︃
.

(10)

Тут першi два члени в дужках описують швид-
кiсть звичайної нерелятивiстської iонiзацiї вклю-
чно з першою частотною поправкою [15]; наступнi
два доданки є першою релятивiстською поправ-
кою. З (9) випливає, що врахування релятивiст-
ських ефектiв збiльшує швидкiсть iонiзацiї порiв-
няно з нерелятивiстським випадком. Проте, навiть
для енергiї зв’язку порядку енергiї спокою еле-
ктрона релятивiстська поправка пiд експонентою
досить мала. Поблизу “вакуумної” границi 𝜀0 = −1
(тобто для рiвня, який опустився до границi ни-
жнього континууму, що вiдповiдає критичному за-
рядовi ядра 𝑍𝑐𝑟 = 173) рiвняння (9) переходить у
𝑊0 ∝ exp

{︀
−9𝐹𝑠/2𝐹 (1− 9𝜂2/40)

}︀
. Найбiльше вiд-

хилення в аргументi експоненти вiд формули Кел-
диша сягає 18%. Тут “вакуумну” границю не слiд
плутати з народженням пар у вакуумi. Вiдомо, що
у плоскiй хвилi нелiнiйнi вакуумнi явища вiдсутнi
[23]. У протилежнiсть до того ми маємо справу з
iонiзацiєю атома, який покоїться в лабораторнiй
системi координат. Також зауважимо, що задiяно
одночастинкове наближення. Отже, процес вини-
кнення пар залишається поза нашим розглядом.

Перейдемо тепер до багатофотонної границi
𝜂 ≫ 1. Наразi параметр 𝛼 = 1 − 𝜀𝑏/2 ln 2𝛾 та ймо-
вiрнiсть релятивiстської iонiзацiї записується як

𝑊0 ∝ exp

{︂
−2𝐸𝑏

~𝜔

[︂
ln 2𝛾 − 1

2
− 𝐸𝑏

8𝑚𝑐2 ln 2𝛾

]︂}︂
. (11)

Як i ранiше, першi два члени в дужках вiдбива-
ють нерелятивiстський результат [7]. Релятивiст-
ськi ефекти, що збiльшують ймовiрнiсть iонiзацiї,
зосередженi в третьому доданку.

Вище було показано, що в релятивiстськiй те-
орiї має мiсце збiльшення швидкостi iонiзацiї, як
для великих, так i для малих 𝜂. Це можна порiв-
няти з результатами Кроуфорда i Райса. У своїх
чисельних розрахунках вони також знайшли збiль-
шення швидкостi iонiзацiї в полi хвилi, поляризо-
ваної по колу для 𝜂 ≫ 1, але при 𝜂 ≪ 1 їхнi ре-
зультати показують суттєве зниження ймовiрностi
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iонiзацiї [14]. Для випадку лiнiйно поляризовано-
го свiтла було показано [17], що швидкiсть iонi-
зацiї гаситься релятивiстськими ефектами. Проте,
Кроуфорд i Райс дослiджували надбар’єрну iонiза-
цiю водневого атома в наближеннi сильного поля.
У протилежнiсть до цього ми проаналiзували пiд-
бар’єрну iонiзацiю з сильно зв’язаного електронно-
го рiвня, що дає збiльшення швидкостi iонiзацiї. Це
збiльшення пов’язане з меншим початковим часом
𝑡0. Як результат, пiдбар’єрна комплексна траєкто-
рiя стає коротшою i швидкiсть iонiзацiї збiльшу-
ється порiвняно з нерелятивiстською теорiєю. На
рис. 1 показано швидкiсть релятивiстської iонiзацiї
(8) та результат розрахунку за нерелятивiстською
формулою Келдиша залежно вiд енергiї зв’язку 𝜀𝑏.
Рис. 1 має розглядатися лише як iлюстрацiя ефе-
кту збiльшення для двох значень параметра 𝜂 < 1
i 𝜂 > 1, використанi при розрахунках частота i
параметри iнтенсивностi експериментаторам досi
недоступнi.

Перемикання з багатофотонного режиму на ту-
нельний зi збiльшенням напруженностi поля може
бути дослiджено поблизу нерелятивiстської грани-
цi 𝜀𝑏 ≪ 1. Тут, у першому порядку по 𝜀𝑏, при
𝛼 = 1 − (𝜀𝑏/2𝛾

2)[(𝛾/arcsinh𝛾)
√︀
1 + 𝛾2 − 1] ймовiр-

нiсть iонiзацiї оцiнюється як

𝑊0 ∝ exp

{︂
−2𝐸𝑏

~𝜔
𝑓(𝛾)

}︂
,

𝑓(𝛾) = arcsinh𝛾 +
1

2𝛾2

[︁
arcsinh𝛾 − 𝛾

√︀
1 + 𝛾2

]︁
−

− 𝜀𝑏
𝛾4+𝛾2−2𝛾

√︀
1+𝛾2 arcsinh𝛾+arcsinh2𝛾

8𝛾4arcsinh𝛾
. (12)

Доданки в 𝑓(𝛾), якi не зникають при 𝜀𝑏 → 0 репре-
зентують швидкiсть нерелятивiстської квазiкласи-
чної iонiзацiї Келдиша [7], а член, пропорцiйний 𝜀𝑏,
є першою релятивiстською поправкою до формули
Келдиша. Рiвняння (12) справедливе в усiй обла-
стi змiни 𝛾, тобто як у багатофотонному режимi
𝛾 > 1, так i на тунельнiй границi 𝛾 < 1. Для мало-
го адiабатного параметра 𝛾 → 0 воно збiгається з
рiвнянням (10), у разi великих 𝛾 → ∞ переходить
у рiвняння (11). Зауважимо, що рiвняння (12) ду-
же акуратно поновлює повну релятивiстську фор-
мулу (8) для 𝐸𝑏 < 𝑚𝑐2.

Розглянемо тепер змiни в енергетичному спе-
ктрi, спричиненi релятивiстськими ефектами. У
нерелятивiстськiй теорiї та у разi лiнiйної поля-
ризацiї наймовiрнiше значення електронного iм-

Рис. 1. Абсолютне значення логарифма швидкостi iонiза-
цiї залежно вiд енергiї зв’язку 𝜀𝑏 = 𝐸𝑏/𝑚𝑐2. Суцiльна лiнiя
показує релятивiстську швидкiсть (8); пунктирна лiнiя – не-
релятивiстська швидкiсть за Келдишем (формула (12) без
релятивiстської поправки): 𝜔 = 100; 𝐼 = 8,5 · 107 (у а. о.)

пульсу в момент вильоту, 𝑡 = 0, є нуль. Електро-
ни емiтуються переважно в напрямку поляризацiї
лазерного променя. У релятивiстськiй теорiї, за-
стосованiй у цiй роботi, ми можемо в рiвняннi (4)
покласти 𝑎1 = 𝑎2 = 0. Тодi матимемо для наiмо-
вiрнiшої швидкостi вильоту в лабораторнiй системi
координат:

𝑣𝑥 = 𝑐
1− 𝛼2

1 + 𝛼2
, 𝑣𝑦 = 𝑣𝑧 = 0, (13)

де за 𝛼 потрiбно взяти розв’язок другого рiвняння
з (7). На статичнiй границi 𝜔 → 0 поновлюється
результат роботи [20].

З цих рiвнянь випливає, що сильнозв’язаний
електрон емiтується вздовж напрямку поширен-
ня лазерного променя, тобто перпендикулярно на-
прямковi поляризацiї. Для нерелятивiстського по-
чаткового стану, 𝜀𝑏 ≪ 1, середня швидкiсть вильо-
ту 𝑣𝑥 = 𝑐𝑒𝑏/3 вздовж поширення променя є малою.
Тим не менш, вона здається бiльш чутливою мi-
рою релятивiстських ефектiв у початковому станi.
Залежнiсть 𝑥-компоненти емiсiйної швидкостi 𝑣𝑥/𝑐
вiд енергiї зв’язку початкового рiвня показана на
рис. 2.

Енергетичний спектр електрона пiддається
впливу релятивiстських ефектiв i в кiнцевому ста-
нi також. Покладемо 𝑎1 = 𝑝𝑦,0/𝑚𝑐, 𝑎2 = 𝑝𝑧,0/𝑚𝑐
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Рис. 2. 𝑥-компонента емiсiйної швидкостi 𝑣𝑥/𝑐 залежно вiд
енергiї зв’язку початкового рiвня 𝜀𝑏 = 𝐸𝑏/𝑚𝑐2. Емiсiйна
швидкiсть у нерелятивiстськiй теорiї дорiвнює нулю: 𝜔 =

= 100; 𝐼 = 8,5 · 107 (у а. о.)

Рис. 3. Спектр проекцiї iмпульсу електронiв на напрямок
поширення променя за формулою (14). Напруженiсть поля
𝐼 = 2,5 · 1010 В/см

i 𝛼 = (−𝑝𝑥,0 +
√︁
1 + 𝑝2𝑥,0 + 𝑝2𝑦,0 + 𝑝2𝑧,0)/𝑚𝑐 та обме-

жимо розрахунки тунельним режимом 𝛾 ≪ 1. Вва-
жаючи релятивiстськi ефекти в початковому ста-
нi слабкими, 𝜀𝑏 ≪ 1 i 𝑝𝑦,0, 𝑝𝑧,0 ≪ 𝑚𝑐, можна
отримати

𝑊𝑝 = 𝑊0 exp
{︁
− 𝛾

𝑚~𝜔

[︁
(𝑝𝑥,0− < 𝑝𝑥,0 >)

2
+ 𝑝2𝑧,0

]︁}︁
×

× exp

{︃
−

𝑝2𝑦,0
𝑚~𝜔

(︃
𝛾2

3
+

𝑝2𝑦,0
4𝑚2𝑐2

)︃
𝛾

}︃
, (14)

де 𝑊0 – повна швидкiсть iонiзацiї (10) у слабко ре-
лятивiстському тунельному режимi. У цiй формулi
перша експонента описує розподiл iмпульсу в пло-
щинi, перпендикулярнiй осi поляризацiї. У слаб-
ко релятивiстському режимi має мiсце лише один
релятивiстський ефект: поява середнього iмпуль-
су < 𝑝𝑥,0 >= 𝐸𝑏/3𝑐 в момент вильоту. Ненульова
середня швидкiсть вильоту вздовж вектора поши-
рення порушує симетрiю в (𝑥, 𝑧)-площинi, що має
мiсце й у нерелятивiстськiй теорiї. Перший член у
другiй експонентi (14) визначає спектр нереляти-
вiстської енергiї для низькоенергетичних електро-
нiв, якi рухаються вздовж осi поляризацiї, в той
час, як другий (релятивiстський) член стає важли-
вим для великих енергiй 𝑝2𝑦,0 > 4𝛾2𝑚2𝑐2/3. Тiльки
в разi малого адiабатного параметра 𝛾 ≤ 1 умова
високих енергiй не суперечить умовi 𝑝𝑦,0 < 𝑚𝑐. За-
уважимо, що другий член пiд другою експонентою
узгоджується з вiдповiдним доданком у Крайнова
[15, 16]. Спектр проекцiї iмпульсу електронiв на
напрямок поширення променя показано на рис. 3.

3. Кулонiвська поправка

Досi ми нехтували кулонiвською взаємодiєю ви-
льотного електрона з атомним кiстяком, а тому
отриманi вище формули вiдносяться до випадку
iонiзацiї негативних iонiв (типу H−, Na− тощо).
У разi iонiзацiї нейтральних атомiв та позитивних
iонiв кулонiвська взаємодiя виниклого електрона з
атомним (iонним) залишком має бути взята до ува-
ги. З цiєю метою застосуємо квазiкласичну теорiю
збурень, аби розрахувати поправку до класичної
дiї 𝛿𝑆 = 𝑍

∫︀
𝑑
𝑡/𝑟(𝑡). Проте, оскiльки цей iнтеграл

розходиться при 𝑟 → 0, використаємо процедуру
зшивки з асимптотою хвильової функцiї вiльного
атома 𝜒𝑘(𝑟) ≃ exp {− [(𝑘𝑟)− 𝜂 ln(𝑘𝑟) +𝑂(1)]} (див.
деталi в [13]). Це наближення дає кулонiвський фа-
ктор 𝑄(𝑧0) [3]:

𝑄(𝑧0) = 2𝜆𝑧0 exp {𝐽(𝑧0)},

𝐽(𝑧0) =

1∫︁
0

[︂
𝛾𝑧0

|𝑟([1− 𝑠]𝑧0)|
− 1

𝑠

]︂
𝑑𝑠

(15)

у виразi для ймовiрностi тунельної iонiзацiї 𝑊 [20]:

𝑊 = 𝜔𝑏 𝐶2
𝜅𝑙𝑆± 𝑃0(𝜏0) 𝑄

2𝑛*
(𝜏0)𝑊0, (16)
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де 𝑧0 = 𝜔𝜏0, 𝑟 – траєкторiя (4) при пiдбар’єрно-
му русi електрона, вiдповiдна уявному часу (7),
𝜔𝑏 = 𝐸𝑏/~ = 0,776(1 − 𝜀0) · 1021 c−1 – частота,
яка вiдповiдає енергiї зв’язку рiвня, а 𝑊0 визна-
чається формулою (8); 𝑛* = 𝑍�̃�𝜀0/

√︀
1− 𝜀20 – реля-

тивiстський аналог параметра Зоммерфельда (𝑍 –
заряд атомного кiстяка, �̃� = 𝑒2/~𝑐 = 1/137). Па-
раметр 𝑛*, як правило, близький до одиницi (для
атома водню 𝑛* = 1). Крiм того, 𝐶𝜅𝑙 – асимпто-
тичний коефiцiєнт в атомнiй хвильовiй функцiї на
нескiнченностi. Зокрема, 𝐶𝜅𝑙 = 1 для 1s стану ато-
ма водню [12], 𝑃0 i 𝑆± – передекспоненцiйний та
спiновий фактори, котрi також можуть бути ви-
значенi в рамках методу уявного часу. Збираючи
всi множники разом, пiсля досить громiздких роз-
рахункiв отримаємо таку формулу для ймовiрно-
стi iонiзацiї релятивiстського s-рiвня в адiабатно-
му наближеннi:

𝑊 = 𝜔𝑏 𝐶2
𝜅𝑙𝐸

3/2−2𝑛*
𝑆± 𝑃 𝑊0, (17)

де

𝐸 = (1 + 𝜁2)𝐹/(3
√
3𝜁3𝐹𝑠);

𝑆± = exp

{︃
±

√
3𝜁√︀

1 + 𝜁2

(︂
1− 𝜇

𝜇B

)︂}︃
; (18)

± вiдповiдають проекцiям спiну 𝑠𝑧 = ±~/2 на на-
прямок магнiтного поля хвилi (припускаємо, що
магнiтне поле хвилi напрямлене вздовж осi 𝑧), а
тому стани з рiзними 𝑠𝑧 мають рiзну швидкiсть
iонiзацiї,

𝜁 =

[︂
1 +

𝜀0
2

(︂
𝜀0 −

√︁
8 + 𝜀20

)︂]︂1/2
,

i для основного рiвня 1𝑠1/2 воднеподiбного ато-
ма iз зарядом 𝑍 = 60, маємо [24] 𝜇 = 0,933𝜇B,
𝜇B = 𝑒~/2𝑚𝑐 – магнетон Бора. У (18) враховано
поворот спiну в зовнiшньому електромагнiтному
полi, який визначає рiвняння Барґмана–Мишеля–
Телегдi [25], а також розщеплення початкового рiв-
ня магнiтним полем хвилi. Фактор 𝑃 виражається
формулою

𝑃 =

√
3(1 + 𝜀0)√︀
𝜋(1− 𝜁4/9)

[︃
2

(︂
1− 𝜁2

3

)︂2]︃2𝑛*

×

× exp

(︂
6𝑍�̃� arcsin

𝜁√
3

)︂
. (19)

Рис. 4. Логаритм ймовiрностi iонiзацiї за формулою (17)
(суцiльна лiнiя) порiвняно з келдишевською формулою (12)
без релятивiстської поправки (пунктирна лiнiя). 𝜂 = 1,47.
Урахування кулонiвської взаємодiї збiльшує ймовiрнiсть
iонiзацiї

На нерелятивiстськiй границi з (17) отримаємо
вiдому формулу Ландау–Лiфшица [26]:

𝑊H = 8|𝐸H|
𝐹H

𝐹
exp

{︂
−2𝐹H

3𝐹

}︂
(20)

для ймовiрностi iонiзацiї основного стану атома во-
дню (𝐸H = 13,6 еВ). На рис. 4 продемонстровано
результат урахування кулонiвської взаємодiї.

4. Висновки

На основi рiвняння Гамiльтона–Якобi отриманi
класична дiя й траєкторiї релятивiстського ру-
ху електрона в полi лiнiйно-поляризованої еле-
ктромагнiтної хвилi. За допомогою методу уяв-
ного часу дослiджено пiдбар’єрний рух електро-
на та отримано простi формули для ймовiрностi
iонiзацiї атомного рiвня в полi сильного лазерно-
го випромiнювання, енергiя якого є порiвняною з
енергiєю спокою. Наведенi в цiй роботi вирази для
ймовiрностi iонiзацiї охоплюють широку область
змiни адiабатного параметра Келдиша вiд бага-
тофотонної iонiзацiї аж до тунельного режиму й
на нерелятивiстськiй границi збiгаються iз вiдо-
мими спiввiдношеннями iнших авторiв. Дослiдже-
но також iмпульсний розподiл вильотних електро-
нiв i, зокрема, показано, що в релятивiстському
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випадку електрон пiсля виходу з-пiд бар’єра мо-
же мати ненульову дрейфову швидкiсть. А на адi-
абатнiй границi врахована кулонiвська взаємодiя
релятивiстського електрона з атомним кiстяком i
його вплив на ймовiрнiсть iонiзацiї. На нереля-
тивiстськiй границi отримано формулу Ландау–
Лiфшица для ймовiрностi iонiзацiї основного стану
атома водню. Наведено вираз для спiнової реляти-
вiстської поправки.

Результати статтi можуть бути також викори-
станi у фiзицi ядра та квантовiй хромодинамiцi.
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В.М.Рылюк, В.А.Настасюк

ИОНИЗАЦИЯ АТОМОВ
В ПОЛЕ СИЛЬНОГО ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ
И МЕТОД МНИМОГО ВРЕМЕНИ

Р е з ю м е

На основе уравнения Гамильтона–Якоби исследовано яв-
ление релятивистской ионизации в поле сильной электро-
магнитной волны. Метод мнимого времени, используемый
в данной работе, позволил описать релятивистское подба-
рьерное движение электрона и получить простые формулы
для вероятности ионизации, справедливые как для много-
фотонной ионизации, так и для туннельного режима. По-
казано, что релятивистский электрон после выхода из-под
барьера имеет ненулевую дрейфовую скорость в направле-
нии распространения лазерного луча. Учтены также спи-
новая релятивистская поправка и кулоновское взаимодей-
ствие электрона с атомным остовом и в нерелятивистском
пределе получена известная формула Ландау–Лифшица
для вероятности ионизации основного состояния атома во-
дорода.

V.M.Rylyuk, V.A.Nastasyuk

IONIZATION OF ATOMS
IN A STRONG LASER RADIATION FIELD
AND THE IMAGINARY TIME METHOD

S u m m a r y

The phenomenon of nonlinear relativistic ionization induced

by a strong electromagnetic wave has been considered. The

relativistic variant of the imaginary time method was used to

calculate the probability for an electron with an energy of the

order of its rest energy to tunnel through a potential barrier

under the action of a strong electromagnetic wave. Besides

the exponential factor, the Coulomb and pre-exponential ones

were also obtained taking into account the electron spin and the

ionization probability. Simple analytical formulas for the mo-

mentum distributions of relativistic photo-electrons were de-

rived. The relativistic effects were shown to result in a non-

zero drift velocity of electron when it quits the barrier. In the

non-relativistic limit, the well-known Keldysh exponent and

the Landau–Lifschitz formula for the ionization probability of

hydrogen atom in the ground state were obtained.
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