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АНАЛIЗ СТIЙКОСТI СТАЦIОНАРНИХ
РЕЖИМIВ МЕЖОВОГО ТЕРТЯ В РАМКАХ
СИНЕРГЕТИЧНОЇ МОДЕЛIУДК 621.891

У данiй роботi проведено подальший розвиток синергетичної моделi, яка описує стан
ультратонкого шару мастила, що затиснутий мiж двома атомарно-гладкими тверди-
ми поверхнями, якi працюють у режимi межового тертя. Проведено математичний
аналiз синергетичної моделi з метою пояснення виникнення рiзних режимiв роботи
системи при змiнi головних параметрiв. Тип функцiонування трибологiчної системи
описаний у вiдповiдностi з характером стiйкостi особливих точок. Отримано дiагра-
ми, на яких видiлено рiзнi режими роботи. Для всiх областей дiаграм побудовано фазовi
портрети, що вiдповiдають рiзним типам стiйкостi. Описано переривчастий рух, що
часто зустрiчається в експериментах.
Ключ о в i с л о в а: межове тертя, сила тертя, зсувнi напруження, дивний атрактор, си-
стема Лоренца.

1. Вступ

Досить цiкавим об’єктом для теоретикiв i експе-
риментаторiв останнiм часом є процеси межового
тертя, якi протiкають в нанорозмiрних трибологi-
чних системах [1–5]. За трибологiчну можна вва-
жати будь-яку систему, в якiй суттєвими є про-
цеси, що протiкають при тертi контактуючих тiл.1
Не до кiнця вивченим є напрямок, у якому розгля-
даються атомарно-гладкi твердi поверхнi за наяв-
ностi мiж ними ультратонкого шару однорiдного
змащувального матерiалу, при їх вiдносному русi
та з фiксованою вiдстанню мiж поверхнями. Ви-
користання таких систем для побудови високото-
чного устаткування i приладiв [6] пiдвищує iнте-
рес до даної проблемної областi. Зазначимо, що
нанорозмiрнi системи проявляють аномальнi вла-
стивостi по вiдношенню до звичайних макроскопi-
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чних вузлiв тертя. Бiльшiсть робiт, присвячених
данiй темi, мають фундаментальний характер [7–
9]. Ультратонкi шари, по вiдношенню до об’єм-
них мастил, мають iншi температури плавлення та
тверднення, немонотонну залежнiсть сили тертя
вiд швидкостi, що викликано можливiстю мастила
перебувати в декiлькох структурних станах. Однi-
єю з яскравих особливостей є наявнiсть переривча-
стого режиму руху (stick-slip), який зазвичай хара-
ктерний для систем з сухим тертям [3, 10, 11]. Цей
режим має багато особливостей i, незважаючи на
досить велику кiлькiсть теоретичних i експеримен-
тальних робiт (див., наприклад, [12, 13] i наведенi
там посилання), до цього часу залишається не до
кiнця вивченим. Такий режим, зважаючи на скла-
днiсть проведення реального експерименту, часто

1 Далi розглядається два пружних контактуючих твердих
тiла, що знаходяться пiд навантаженням у станi вiдносно-
го руху, за наявностi мiж ними тонкої плiвки мастила.
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описується за допомогою комп’ютерного моделю-
вання [12,13]. Робота [13] присвячена дослiдженню
впливу температури на виникнення режиму межо-
вого тертя. У [10] експериментально i теоретично
показано, що стохастична складова цього режиму
(промiжки часу мiж виникненням ”прилипання” i
ковзання) є керованою i змiнюючи амплiтуду си-
ли зсуву можна синхронiзувати перiоди перерив-
частого режиму.

Достатня кiлькiсть експериментальних робiт
стала фундаментом для створення рiзноманiтних
теоретичних моделей, що описують процеси ме-
жового тертя [7, 8, 14–17]. Необхiдно враховувати,
що на нанорозмiрнi системи впливають наймен-
шi змiни як внутрiшнiх (тип мастила [4], структу-
ра поверхонь тертя, тиск i т.д.), так i зовнiшнiх
(навантаження на поверхнi, швидкiсть зсуву, тип
трибологiчної системи) параметрiв. Однак, на сьо-
годнiшнiй день, експериментальнi роботи надають
iнформацiю про такi основнi властивостi, як тов-
щина мастила (кiлькiсть молекулярних мастиль-
них шарiв), температура, зовнiшнє навантаження,
ефективна в’язкiсть, пружнi i в’язкi компоненти
зсувних напружень i т. п. [6]. У зв’язку з цим з’яв-
ляється велика кiлькiсть феноменологiчних моде-
лей, одна з яких розробляється в роботах [18–20].

У рамках синергетичного подання межового
тертя за допомогою системи трьох диференцiаль-
них рiвнянь для напружень, деформацiї та темпе-
ратури змащувального шару описано нетривiаль-
ну поведiнку мастила, при взаємному перемiщен-
нi поверхонь, що труться [18–20]. Однак, частково
невивченим залишається питання впливу параме-
трiв цiєї моделi на кiнетичнi режими динамiчного
тертя. У попереднiй роботi [21] показано, що си-
нергетична модель дозволяє описувати незгасаю-
чий переривчастий режим межового тертя в де-
термiнiстичному випадку. Дана робота є продов-
женням [21], у нiй проводиться дослiдження ти-
пу стiйкостi стацiонарних станiв i будуються фазо-
вi дiаграми з рiзними режимами функцiонування
трибологiчної системи.

2. Основнi рiвняння i аналiз стiйкостi

Система основних рiвнянь має вигляд [18–20]:

�̇� = −𝜎 + 𝑔𝜀, (1)

𝜏 �̇� = −𝜀+ (𝑇 − 1)𝜎, (2)

𝛿�̇� = (𝑇𝑒 − 𝑇 )− 𝜎𝜀+ 𝜎2, (3)

де 𝜎 – зсувна компонента напружень, що виника-
ють у мастилi, 𝜀 – зсувна компонента вiдносних
деформацiй, 𝑇 – температура мастила, 𝑇𝑒 – темпе-
ратура поверхонь тертя. Тут також наведенi ста-
ла 𝑔 < 1, що чисельно дорiвнює вiдношенню моду-
ля зсуву мастила 𝐺 до його характерного значен-
ня 𝐺0, i параметри

𝜏 = 𝜏𝜀/𝜏𝜎, 𝛿 = 𝜏𝑇 /𝜏𝜎, (4)

де 𝜏𝜎 i 𝜏𝜀 – часи релаксацiї напружень 𝜎 i деформа-
цiї 𝜀 вiдповiдно, а час релаксацiї температури 𝜏𝑇
визначається спiввiдношенням

𝜏𝑇 = 𝜌ℎ2𝑐𝑣/𝜅, (5)

де 𝜌 – густина мастила, ℎ – товщина змащуваль-
ного шару, 𝑐𝑣 – питома теплоємнiсть, 𝜅 – коефiцi-
єнт теплопровiдностi. Напруження 𝜎, деформацiя
𝜀, температура 𝑇 i час 𝑡 в системi (1)–(3) вимiрянi
в одиницях [19]:

𝜎𝑠 =

(︂
𝜌𝑐𝑣𝜂0𝑇𝑐

𝜏𝑇

)︂1/2
, 𝜀𝑠 =

𝜎𝑠

𝐺0
,

𝑇𝑠 = 𝑇𝑐, 𝑡𝑠 = 𝜏𝜎,

(6)

де 𝑇𝑐 – критична температура, 𝐺0 = 𝜂0/𝜏𝜀 – ха-
рактерне значення модуля зсуву, 𝜂0 – характер-
не значення зсувної в’язкостi, пов’язане з дiйсною
в’язкiстю 𝜂 в розмiрних величинах спiввiдношен-
ням [22]:

𝜂 =
𝜂0

𝑇/𝑇𝑐 − 1
. (7)

Таким чином, 𝜂 = 𝜂0 при значеннi розмiрної тем-
ператури 𝑇 = 2𝑇𝑐 або при безрозмiрному значеннi
𝑇 = 2.

У роботах [18–20] показано, що нульовi стацiо-
нарнi напруження 𝜎0 вiдповiдають твердоподiбнiй
структурi мастила, а при 𝜎0 ̸= 0 мастило плави-
ться i переходить у рiдиноподiбний стан. Однiєю
з причин цього є те, що згiдно з узагальненою на
межовий режим дiаграмою Герси–Штрiбека [23], зi
збiльшенням в’язких напружень

𝜎𝑣 = 𝐹𝑣/𝐴, (8)

зростає в’язка сила тертя

𝐹𝑣 = 𝜂eff𝑉 𝐴/ℎ, (9)
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Рис. 1. Механiчнi аналоги двох типiв трибологiчних
систем

де 𝑉 – вiдносна швидкiсть руху поверхонь тертя,
𝜂eff – ефективна в’язкiсть, 𝐴 – площа контакту.
Враховуючи (8) i (9), отримуємо вираз для швид-
костi у виглядi

𝑉 = 𝜎𝑣ℎ/𝜂eff . (10)

Оскiльки у запропонованiй моделi напруження 𝜎
є сумою в’язкої i пружної компонент [19], а в
шарi рiдиноподiбного мастила переважають в’яз-
кi напруження, з ростом 𝜎 зростає швидкiсть ру-
ху зсувних поверхонь, що вiдповiдає кiнетичному
режиму ковзання i рiдиноподiбнiй структурi ма-
стила. При значеннi 𝜎 = 0 поверхнi тертя не ру-
хаються, що вiдповiдає їх ”прилипанню“ за раху-
нок тверднення мiжповерхневого шару. Данi ви-
сновки пiдтверджуються як теоретично [7], так i
експериментально [5].

Вихiдна система рiвнянь (1)–(3) є якiсною, без
урахування властивостей конкретної трибологi-
чної системи. Тому вона може описувати особли-
востi межового режиму в трибологiчних системах
рiзних типiв. Розглянемо двi найбiльш поширенi з
них (рис. 1).

На рис. 1, а подана система, що складається
iз пружини з жорсткiстю 𝑘, яка пов’язана з бло-
ком маси 𝑀 , розташованим на нерухомiй гладкiй
поверхнi, вiд якої вiн вiддiлений шаром мастила
товщиною ℎ. До блока прикладене додаткове нор-
мальне навантаження 𝐿. Вiльний кiнець пружи-
ни рухається з швидкiстю 𝑉0. Система, наведена
на рис. 1, б, складається з пружини, з’єднаної з

блоком, що знаходяться на роликах, тертям коче-
ння яких можна знехтувати. На зазначеному блоцi
розмiщений iнший блок, швидкiсть руху 𝑉0 якого
змiнюється згiдно з циклiчним законом [9, 24]. За
наявностi ультратонкого змащувального шару мiж
поверхнями блокiв пiд час руху верхнього рухає-
ться i нижнiй, причому часова залежнiсть швид-
костi його руху 𝑉 (𝑡) принципово залежить вiд ре-
жиму тертя.

Зазначимо, що система, наведена на рис. 1, а, до-
слiджувалася як експериментально, так i в рамках
двох термодинамiчних моделей [17,25], що ґрунту-
ються на теорiї фазових переходiв Ландау, а також
в рамках стохастичної моделi, що враховує взаємо-
дiю поверхонь [8]. При цьому модель, розроблена
в роботi [17], на вiдмiну вiд [25], явним чином вра-
ховує вплив зовнiшнього навантаження 𝐿. Уста-
новка, зображена на рис. 1, б, експериментально
дослiджувалася в роботi [9], а також вивчалася в
рамках термодинамiчної моделi [24].

Будемо шукати розв’язок системи диференцi-
альних рiвнянь (1)–(3) поблизу стацiонарного ста-
ну у формi

𝜎 = 𝜎0 + 𝛼𝑒𝜆𝑡, (11)

𝜀 = 𝜀0 + 𝛽𝑒𝜆𝑡, (12)

𝑇 = 𝑇0 + 𝛾𝑒𝜆𝑡, (13)

де 𝜆 – невiдомий iнкремент, параметри 𝜎0, 𝜀0, 𝑇0

вiдповiдають стацiонарному стану, а амплiтуди 𝛼,
𝛽 i 𝛾 характеризують невеликi вiдхилення вiд цьо-
го стану. Пiдставляючи (11)–(13) в (1)–(3), прихо-
димо до системи алгебраїчних рiвнянь:

𝛼𝜆𝑒𝜆𝑡 = −𝜎0 − 𝛼𝑒𝜆𝑡 + 𝑔
(︀
𝜀0 + 𝛽𝑒𝜆𝑡

)︀
, (14)

𝜏𝛽𝜆𝑒𝜆𝑡 = −𝜀0 − 𝛽𝑒𝜆𝑡+

+
(︀
𝑇0 + 𝛾𝑒𝜆𝑡 − 1

)︀ (︀
𝜎0 + 𝛼𝑒𝜆𝑡

)︀
, (15)

𝛾𝜆𝑒𝜆𝑡 = 𝑇𝑒 − 𝑇0 − 𝛾𝑒𝜆𝑡 −
(︀
𝜎0 + 𝛼𝑒𝜆𝑡

)︀ (︀
𝜀0 + 𝛽𝑒𝜆𝑡

)︀
+

+
(︀
𝜎0 + 𝛼𝑒𝜆𝑡

)︀2
, (16)

якi для нульового порядку при 𝛼, 𝛽, 𝛾 ≪ 1 дають
стацiонарнi значення. Аналiз останнiх рiвнянь до-
зволяє видiлити критичну температуру 𝑇𝑐0. При
температурi поверхонь тертя 𝑇𝑒 менше величини

𝑇𝑐0 = 1 + 𝑔−1, (17)
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реалiзується стацiонарне значення

𝜎0 = 𝜀0 = 0, 𝑇0 = 𝑇𝑒, (18)

а при 𝑇𝑒 > 𝑇𝑐0, залежно вiд початкових умов,
встановлюється або значення (𝜎+

0 , 𝜀+0 , 𝑇0), або
(𝜎−

0 , 𝜀−0 , 𝑇0):

𝜎±
0 = ±

√︃
𝑔𝑇𝑒 − 1− 𝑔

1− 𝑔
,

𝜀±0 = ±1

𝑔

√︃
𝑔𝑇𝑒 − 1− 𝑔

1− 𝑔
, 𝑇0 = 1 + 𝑔−1,

(19)

що вiдповiдає рiдиноподiбному режиму тертя. Та-
ким чином, при 𝑇𝑒 > 𝑇𝑐0 (17) мастило плави-
ться [18–20].

У першому порядку система (14)–(16) набуває
вигляду

(𝜆+ 1)𝛼− 𝑔𝛽 = 0, (20)

(1− 𝑇0)𝛼+ (𝜏𝜆+ 1)𝛽 − 𝜎0𝛾 = 0, (21)

(2𝜎0 − 𝜀0)𝛼+ 𝜎0𝛽 + (𝛿𝛼+ 1)𝛾 = 0, (22)

де фiгурують стацiонарнi значення 𝜎0, 𝜀0, 𝑇0, то-
му розв’язки системи для 𝑇𝑒 вище i нижче крити-
чного значення (17) будуть вiдрiзнятися. Розгля-
немо спочатку дiапазон значень 𝑇𝑒 < 𝑇𝑐0 (твердо-
подiбне мастило). При цьому реалiзується стацiо-
нарний стан (18). Умова розв’язання системи (20)–
(22) – це рiвнiсть нулю її детермiнанта:

(𝛿𝜆+ 1)
[︀
𝜏𝜆2 + (𝜏 + 1)𝜆+ 𝑔(1− 𝑇𝑒) + 1

]︀
= 0. (23)

Рiвняння (23) має три коренi:

𝜆1,2 =
−(𝜏 + 1)±

√︀
𝜏2 + (4𝑔𝑇𝑒 − 4𝑔 − 2)𝜏 + 1

2𝜏
,

𝜆3 = −1/𝛿,

(24)

причому корiнь 𝜆3 завжди вiд’ємний. У ситуацiї з
двома iншими комплексно-спряженими коренями,
дiйсна частина також завжди вiд’ємна. Вiд вигля-
ду коренiв залежить тип стiйкостi стацiонарної то-
чки (див. далi).

У рiдиноподiбному станi мастила (𝑇𝑒 > 𝑇𝑐0) ре-
алiзуються стацiонарнi значення (19). У цьому ви-
падку в систему (20)–(22) пiдставляємо значення

(19), знаходимо детермiнант i прирiвнюємо його до
нуля. Отримуємо кубiчне рiвняння

𝜆3 +𝐴𝜆2 +𝐵𝜆+ 𝐶 = 0, (25)

з коефiцiєнтами

𝐴 = 1 + 𝜏−1 + 𝛿−1,

𝐵 = 𝛿−1 +
𝑔(2− 𝑇𝑒)

𝜏𝛿(𝑔 − 1)
,

𝐶 =
2 (𝑔𝑇𝑒 − 1− 𝑔)

𝜏𝛿
.

(26)

Запишемо також дискримiнант рiвняння (25):

Δ = −4𝐴3𝐶 +𝐴2𝐵2 − 4𝐵3 + 18𝐴𝐵𝐶 − 27𝐶2. (27)

Якщо Δ > 0, то рiвняння (25) має три рiзних
дiйсних коренi. Рiвнiсть нулю дискримiнанта озна-
чає, що два з дiйсних коренiв збiгаються. У ситу-
ацiї Δ < 0 маємо один дiйсний i два комплексно-
спряжених кореня.

Аналiзуючи власнi числа (24) i розв’язок рiвня-
ння (25), побудуємо дiаграму з областями, що ха-
рактеризуються рiзними значеннями 𝜆𝑖 (рис. 2).
Крива, що роздiляє областi 1 i 5 (рис. 2, а), зна-
ходиться з аналiзу розв’язку (24), оскiльки в цiй
областi 𝑇𝑒 < 𝑇𝑐0. Областi 1 i 2 на всiх рисун-
ках роздiляються умовою (17) (штрихова лiнiя).
Аналiз дискримiнанта (27) (рiвняння Δ = 0) до-
зволяє побудувати криву, що вiдокремлює область
2 вiд областi 3. Додатково введемо умову 𝐴𝐵 =
= 𝐶 (див. (26)), яка дозволяє побудувати лiнiю
втрати стiйкостi системи.2 На рис. 2, а це крива,
що роздiляє областi 3 i 4. Iснування комплексної
частини i знак 𝜆𝑖 визначає тип особливої точки
при заданому наборi параметрiв 𝑇𝑒, 𝑔, 𝜏 , 𝛿. Тобто
тип стацiонарного режиму при фiксованих пара-
метрах моделi iнодi можна визначити заздалегiдь
за значеннями 𝜆𝑖. На рис. 2, а при вибраних па-
раметрах реалiзуються 5 областей. В областях 1 i
5 особлива точка має координати (18) i значення
власних чисел знаходяться як (24). Областi 2, 3 i
4 побудованi при таких параметрах, що 𝑇𝑒 > 𝑇𝑐0,
i в них реалiзуються особливi точки (19), а власнi
числа знаходяться як розв’язок рiвняння (25).

2 У цьому випадку (25) може бути записано у виглядi (𝜆−
−𝑎)(𝜆− 𝑏𝐼)(𝜆+ 𝑏𝐼) = 𝜆3 −𝑎𝜆2 + 𝑏2𝜆−𝑎𝑏2, де 𝑎 i 𝑏 – дiйснi
числа, 𝐼 – уявна одиниця. Наведену умову можна подати
як 𝐴𝐵 = 𝐶 з коефiцiєнтами 𝐴 = −𝑎, 𝐵 = 𝑏2, 𝐶 = −𝑎𝑏2.
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Рис. 2. Дiаграми типiв стiйкостi особливих точок: а – 𝜏 =

= 3, 𝛿 = 30; б – 𝑇𝑒 = 4, 𝛿 = 3; в – 𝜏 = 3, 𝑇𝑒 = 4

Коренi рiвнянь (23), (25) для рiзних
областей дiаграми, показаної на рис. 2

№ 𝜏 𝛿 𝑔 𝑇𝑒 𝜆1,2,3 Тип точки

1′ 3 0,6 0,2 4 −1,6667,−1,2244,−0,1089 стiйк. вузол
2′ 20 3 0,5 4 −1,0489,−0,2771,−0,0573 стiйк. вузол
3′ 3 30 0,2 30 −1,3431,−0,0118± 0,2816𝐼 стiйк. фокус
4′ 3 30 0,2 120 −1,3725, 0,0029± 0,6076𝐼 сiдло-фокус
5′ 3 30 0,8 0,5 −0,0333,−0,6667± 0,1491𝐼 стiйк. фокус

У таблицi вказанi коренi рiвняння (25), а також
знайденi значення власних чисел (24) для пара-
метрiв всiх п’яти областей (вiдповiднi точки по-
казанi ромбами на рис. 2). На рис. 2, а видiлено
3 типи особливих точок: стiйкий вузол (областi 1
i 2), стiйкий фокус (областi 3 i 5) i сiдло-фокус
(область 4). Областi з однаковим типом стiйкостi
вiдповiдають рiзним особливим точкам (стацiонар-
ний стан до плавлення (18) i пiсля плавлення (19)).
Область 2 (стiйкий вузол) на рис. 2, а дуже вузь-
ка, але роздiляє областi 1 i 3 на всьому дiапазонi
вибраних значень. Для наочностi, на рис. 2, а на
вставцi, наведенi областi 2 i 5 в збiльшеному мас-
штабi (вставка до рисунка наведена з розривом осi
𝑇𝑒). Рис. 2, б i в побудованi в iнших координатах
i мають тi самi областi.

Система (1)–(3) зводиться до диференцiального
рiвняння третього порядку [21]:

...
𝜎 − �̈�

(︂
�̇�

𝜎
− 1− 1

𝜏
− 1

𝛿

)︂
−

− �̇�

𝜏

(︂
�̇� (𝜏 + 1)

𝜎
− 𝜎2 + 1 + 𝜏

𝛿

)︂
−

−
𝜎
(︀
𝑔
(︀
𝑇𝑒 + 𝜎2 − 1

)︀
− 𝜎2 − 1

)︀
𝜏𝛿

= 0. (28)

У рiвняннi (28) напруження 𝜎 згiдно з (10) пропор-
цiйнi вiдноснiй швидкостi руху поверхонь тертя 𝑉 ,
тому �̇� – прискорення. Побудуємо фазовi портре-
ти системи для всiх областей дiаграми. Для цього
будемо чисельно розв’язувати рiвняння (28) мето-
дом Рунге–Кутти 4-го порядку i будувати рисун-
ки для областей дiаграми з параметрами з таблицi
(для всiх п’яти точок). Стiйкий вузол поданий на
рис. 3.

При цьому рис. 3, а вiдповiдає температурi 𝑇𝑒 <
𝑇𝑐0, при якiй реалiзується одна стацiонарна точка
(18) (область 1). Цей випадок вiдповiдає тверднен-
ню мастила з часом. Рис. 3, б вiдповiдає темпера-
турi 𝑇𝑒 > 𝑇𝑐0. При такiй температурi вже реалiзу-
ються двi симетричнi особливi точки (19) (область
2), що вiдповiдають рiдиноподiбному мастилу. З
вигляду траєкторiй на рис. 3, а випливає, що до
встановлення стацiонарного стану (зупинка систе-
ми) реалiзується аперiодичний перехiдний режим,
у якому напруження релаксують до стiйкого зна-
чення 𝜎 = 0, що вiдповiдають твердоподiбнiй стру-
ктурi мастила. У цьому випадку рухомий блок, по-
казаний на рис. 1, з часом зупиняється. Це може
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Рис. 3. Фазовi портрети рiвняння (28), що вiдповiдають
параметрам точки 1′ (а) i точки 2′ (б )

здiйснюватися у випадку, показаному на рис. 1, а,
при значеннi швидкостi 𝑉0 = 0. Також ця ситуацiя
описує поведiнку системи, показаної на рис. 1, б,
при 𝑉0 = 0, коли спочатку нижнiй блок не пере-
буває в станi рiвноваги, тобто пружина або сти-
снута, або натягнута. На рис. 3, б обидвi особли-
вi точки еквiвалентнi i, як i на рис. 3, а, подають
стiйкi вузли. Однак, при всiх вибраних початко-
вих умовах, iз плином часу встановлюється рух зi
сталою швидкiстю. Така ситуацiя вiдповiдає три-
бологiчнiй системi, зображенiй на рис. 1, а, при
значеннi 𝑉0 ̸= 0. При цьому значення 𝜎 < 0 вiд-
повiдає руху поверхнi тертя з вiд’ємною швидкi-
стю, тобто руху в зворотному напрямку (ревер-
сивний рух).

Збiжнiсть у виглядi стiйкого фокуса також по-
дана двома областями – 3 i 5, де вiдповiдно ре-

Рис. 4. Фазовi портрети, отриманi при розв’язаннi рiвня-
ння (28) при параметрах точки 5′ (а) i 3′ (б )

алiзуються особливi точки (19) i (18). При пара-
метрах областi 5 (рис. 4, а) температура менша
температури плавлення, тому траєкторiї фазово-
го портрету будуть збiгатися до особливої точки
(18). Фазовий портрет, зображений на рис. 4, б,
має параметри областi 3, тому вiдповiдає розплав-
леному мастилу (реалiзуються двi ненульовi осо-
бливi точки). Для даного типу стiйкостi, у системi
тертя, розглянутої в данiй роботi, до встановлення
руху зi сталою швидкiстю (рис. 4, б ) або зупин-
ки (рис. 4, а), реалiзуються тривалi коливання, а
при деяких параметрах траєкторiї не збiгаються до
особливих точок, а реалiзується хаотичний режим
[21], для з’ясування особливостей якого слiд про-
водити додатковий аналiз. У випадку, показаному
на рис. 4, а, рухомий блок (рис. 1, а) згодом також
зупиняється, як i на рис. 3, а. Також ця ситуацiя

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2014. Т. 59, № 1 93



Я.О. Ляшенко, Н.М. Манько

Рис. 5. Фазовi портрети рiвняння (28) при параметрах
точки 4′: а – поблизу особливих точок; б – стацiонарний
режим

описує поведiнку системи, показаної на рис. 1, б,
при 𝑉0 = 0, коли спочатку нижнiй блок не перебу-
ває в станi рiвноваги, тобто пружина або стиснута,
або натягнута. Коли з часом встановлюється рух
з постiйною швидкiстю (рис. 4, б ), ситуацiя вiдпо-
вiдає трибологiчнiй системi, показанiй на рис. 1, а,
при значеннi 𝑉0 ̸= 0.

Збiжнiсть у виглядi сiдло-фокус може мати вла-
стивостi або сiдла, або фокуса для певного набору
параметрiв iз областi. Фазовий портрет, зображе-
ний на рис. 5, а, характеризується двома симетри-
чними особливими точками, що подають нестiй-
кi фокуси. Розглянута область дiаграми вiдповiд-
ає умовi (19). У цiй областi рух зi сталою швид-
кiстю встановлюватися не буде, оскiльки з часом

система переходить до хаотичного режиму фун-
кцiонування. Таким чином, у стацiонарному ре-
жимi постiйно вiдбуваються фазовi переходи мiж
твердоподiбним i рiдиноподiбним станами масти-
ла. Такий режим не перiодичний у часi, а є див-
ним атрактором, тобто реалiзацiєю детермiнiсти-
чного хаотичного режиму в системi [21]. Оскiльки
швидкiсть руху блока тертя постiйно змiнює знак,
розглянута ситуацiя описує поведiнку системи, по-
казаної на рис. 1, б, у якiй за рахунок зовнiшнього
впливу змiнюється напрямок руху. Однак, розгля-
нутий реверсивний режим при великих значеннях
𝑉0 реалiзується також i в системах, аналог яких
наведено на рис. 1, а, за рахунок того, що при
великiй швидкостi руху вiльного кiнця пружини
𝑉0 за час “прилипання” поверхонь (коли 𝜎 = 0 i
мастило твердоподiбне) пружина встигає сильно
розтягнутися, i при плавленнi мастила за рахунок
великого значення пружної сили 𝑘Δ𝑥 (Δ𝑥 – на-
тяг пружини) блок проковзує на iстотну вiдстань,
а пружина при цьому стискається, що забезпечує
змiну напрямку дiї пружної сили. Блок за раху-
нок цього деякий час може рухатися в зворотному
напрямi [21]. Рис. 5, б (стацiонарний режим при
параметрах рис. 5, а) є добре вiдомим в теорiї ха-
осу “метеликом” Лоренца [26, 27]. Таким чином,
на рис. 2 видiленi принципово рiзнi режими тер-
тя, i показано, що вони можуть встановлюватися
в трибологiчних системах рiзних типiв.

3. Висновки

У данiй роботi проводиться подальше дослiджен-
ня синергетичної моделi, яка описує стан ультра-
тонкого шару змащувального матерiалу, затисну-
того мiж атомарно-гладкими твердими поверхня-
ми, у процесi межового тертя. Показано, що ви-
користовуючи дану модель можна описати пове-
дiнку трибологiчних систем рiзних типiв. У хо-
дi аналiзу знайдено кiлька стацiонарних значень,
якi вiдповiдають як сухому, так i рiдинному ре-
жимам тертя. При цьому знайденi областi параме-
трiв, за яких встановлюється той чи iнший режим
функцiонування трибологiчної системи. Крiм то-
го, видiленi рiзнi режими, якi можуть мати один з
трьох типiв збiжностi: стiйкий вузол, стiйкий фо-
кус або сiдло-фокус. Для кожного режиму побу-
дованi фазовi портрети i описано поведiнку три-
бологiчної системи. З’ясовано, що з ростом тем-
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ператури поверхонь тертя в системi посилюється
стохастичнiсть, а при перевищеннi температурою
критичного значення система виходить на режим,
описуваний атрактором Лоренца. У широкому дi-
апазонi параметрiв реалiзується реверсивний рух
поверхонь тертя. Отриманi результати якiсно збi-
гаються з вiдомими експериментальними даними.

Робота виконана за пiдтримки ДФФД у рамках
гранту Президента України GP/F44/010 “Фено-
менологiчна теорiя межового тертя у триболо-
гiчних наносистемах”, № 0112U007318. Частина
результатiв отримана за пiдтримкою МОНМС
в рамках проекту “Моделювання тертя мета-
левих наночастинок та межових плiвок рiдин,
що взаємодiють з атомарно-гладкими поверхня-
ми”, № 0112U001380. Робота пiдтримана стипен-
дiєю КМУ. Дослiдження виконано в перiод пере-
бування Я.О.Л. в Дослiдницькому центрi Юлiха
(Forschungszentrum Jülich) (Нiмеччина) на запро-
шення Б.Н.Й. Перссона (B.N.J.Persson).
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АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ
РЕЖИМОВ ГРАНИЧНОГО ТРЕНИЯ В РАМКАХ
СИНЕРГЕТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

Р е з ю м е

В данной работе проводится дальнейшее развитие синер-
гетической модели, описывающей состояние ультратонко-
го слоя смазочного материала, зажатого между двумя
атомарно-гладкими твердыми поверхностями, работающи-
ми в режиме граничного трения. Проведен математический
анализ синергетической модели в целях объяснения возни-
кновения различных режимов работы системы при изме-
нении основных параметров. Тип функционирования три-
бологической системы описан в соответствии с характером
устойчивости особых точек. Получены диаграммы, на кото-
рых выделены различные режимы работы. Для всех обла-
стей диаграмм построены фазовые портреты, соответству-
ющие разным типам устойчивости. Описано наблюдаемое
экспериментально прерывистое движение.

I.A. Lyashenko, N.N.Manko

ANALYSIS OF THE STABILITY
OF STATIONARY BOUNDARY FRICTION MODES
IN THE FRAMEWORK OF A SYNERGETIC MODEL

S u m m a r y

A synergetic model describing the state of an ultrathin lubri-

cant layer squeezed between two atomically smooth solid sur-

faces operating in the boundary friction mode has been devel-

oped further. To explain the presence of different operation

modes of the system for various sets of its main parameters,

the mathematical analysis of the synergetic model is carried

out. The type of functioning a tribological system is described

in accordance with the stability character of singular points,

and the diagrams distinguishing various operation modes are

obtained. Phase portraits corresponding to different stability

types are plotted for all diagram areas. A stick-slip mode of

motion that is often observed experimentally is described.

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2014. Т. 59, № 1 95


