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Представлено загальну теорiю колективних спiн-хвильових збуджень у скiнченних та
нескiнченних перiодичних масивах магнiтних наноточок, пов’язаних магнiтодиполь-
ною взаємодiєю. Теорiя враховує неоднорiднiсть статичної та динамiчної намагнiче-
ностi в об’ємi наноточки i дозволяє розраховувати спектри колективних збуджень, їх
сталi затухання, ефективнiсть збудження зовнiшнiм полем, тощо та дослiджувати
стiйкiсть стацiонарного стану масиву. Запропоновано ефективний спосiб розрахун-
ку властивостей спiнових хвиль у перiодичних масивах методом проекцiй на власнi
моди iзольованої наноточки; отриманi результати порiвнянi з експериментальними
даними.
Ключ о в i с л о в а: спiновi хвилi, магнiтнi наноточки, магноннi кристали, гiльбертiв па-
раметр затухання, зона Брiллюена, рiвняння Ландау–Лiфшица.

1. Вступ

Тривалий час магнiтнi точки з субмiкронними по-
перечними розмiрами розглядались з точки зору
застосування у виглядi елементiв магнiтної пам’я-
тi з довiльним доступом (MRAM) [1, 2]. Останнi-
ми роками, коли з’явилась можливiсть виготов-
ляти великi масиви магнiтних точок з вiдстанню
мiж ними, достатньою для забезпечення помiтної
магнiтодипольної взаємодiї, такi масиви почали
активно дослiджуватись як перспективнi штучнi
матерiали електронiки надвисоких частот (НВЧ) –
магноннi кристали (МК) [3–7].

У загальному, МК – це структури з перiодичною
змiною магнiтних параметрiв, наприклад, прикла-
деного магнiтного поля [8, 9], намагнiченостi [4, 5],
тощо. Змiна геометрiї МК призводить до суттє-
вих змiн структури колективних збуджень – спiно-
вих хвиль (СХ), зокрема, можна отримати спектри
СХ iз властивостями, якi не спостерiгаються у
традицiйних суцiльних магнiтних матерiалах. Та-
кож нещодавно теоретично [10] та експерименталь-
но [11, 12] було продемонстровано можливiсть ди-
намiчного керування властивостями МК шляхом
змiни його основного стану (статичної магнiтної
конфiгурацiї), яка ґрунтується на мультистабiль-
ностi масивiв дискретних магнiтних елементiв –

c© Р.В. ВЕРБА, 2013

один i той самий масив за однакових зовнiшнiх
умов може знаходитись у кiлькох рiзних основ-
них станах.

Теоретичнi дослiдження колективних збуджень
у масивах ускладненi необхiднiстю врахування да-
лекодiйної магнiтодипольної взаємодiї мiж нано-
точками. На сьогоднi побудована теорiя колектив-
них збуджень у масивах довiльної геометрiї з ви-
користанням макроспiнового наближення [6]. Та-
ке наближення є справедливим для магнiтних то-
чок, якi знаходяться у насиченому квазiоднорiдно-
му станi, та лише для дослiдження основної, одно-
рiдної в об’ємi наноточки моди. Хоча даний ви-
падок є одним з найбiльш практично важливих,
оскiльки однорiднi моди є найбiльш iнтенсивними
(найкраще збуджуються зовнiшнiм НВЧ сигналом
та дають найбiльший вiдгук), дослiдження бiльш
загального випадку також необхiдне. Зокрема, не-
однорiднi моди можуть мати найменшу частоту
i, вiдповiдно, визначати стiйкiсть основного ста-
ну [13]; також основним станом магнiтної точки не
завжди є однорiдний [14].

Розгляд мод з неоднорiдним в об’ємi наноточки
профiлем у лiтературi проводився для кiлькох кон-
кретних геометрiй, в основному числовими мето-
дами: за допомогою мiкромагнiтного моделювання
[12,15], методом дiагоналiзацiї динамiчної матрицi
[16,17], числовим розв’язанням системи iнтеграль-
них рiвнянь [18, 19], тощо. Аналiтичний розгляд
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проводився у наближеннi слабкого зв’язку для ма-
сивiв однорiдно намагнiчених феромагнiтних сфер
[20, 21] та дискiв у вихровому станi [22]. Вiдзна-
чимо, що аналiтичнi дослiдження спектрiв СХ ва-
жливi не лише з точки зору проектування МК з ба-
жаними властивостями. Таким чином можна отри-
мати iнформацiю про область стiйкостi основно-
го стану масиву та про тип нестiйкостi i найбiльш
ймовiрний новий основний стан при виходi за межi
областi стiйкостi; ця iнформацiя є необхiдною для
створення динамiчних МК [10].

У цiй роботi буде представлено узагальнення
теорiї колективних збуджень у двовимiрних ма-
сивах магнiтних точок, яка розвинута у [6], на
випадок неоднорiдної в об’ємi наноточки стати-
чної чи/та динамiчної намагнiченостi. Як ми пе-
реконаємося, вiдхiд вiд макроспiнового наближе-
ння не змiнить принципово властивостi колектив-
них СХ мод (роздiл 2), однак суттєво ускладнить
задачу розрахунку спектрiв СХ – у загальному
випадку вона зведеться до розв’язання системи
iнтегрально-диференцiальних рiвнянь i може бути
вирiшена точно лише числовими методами. У роз-
дiлi 3 буде представлений один з можливих спосо-
бiв її наближеного вирiшення за допомогою ме-
тоду проекцiй. Розрахованi цим методом спектри
будуть порiвнянi з експериментальними даними з
лiтератури.

2. Загальнi властивостi колективних
збуджень масиву магнiтних точок

2.1. Вихiднi рiвняння

Будемо розглядати двовимiрний масив магнiтних
точок, що лежать в однiй площинi (x− y, для ви-
значеностi). Позицiя наноточки (точнiше, її цен-
тра) задається радiус-вектором Rj , де j – довiль-
ний iндекс, який нумерує точки в масивi. Вважа-
тимемо, що масив помiщений в однорiдне зовнiшнє
поле Be. Також для спрощення знехтуємо кри-
сталографiчною анiзотропiєю, що справедливо для
магнiтних елементiв, виготовлених з магнiтом’я-
кої речовини, наприклад, з пермалою; її врахуван-
ня не внесе нiяких принципових змiн у викладену
нижче теорiю.

Стан магнiтної наноточки повнiстю описується
розподiлом намагнiченостi Mj(rj), який визначе-
ний у межах j-ї наноточки, причому |Mj(rj)| =
= Ms, де Ms – намагнiченiсть насичення. Консе-

рвативна динамiка намагнiченостi описується си-
стемою рiвнянь Ландау–Лiфшица [23]:

∂Mj(rj , t)
∂t

= γ (Beff,j ×Mj(rj , t)) , (1)

де γ ≈ 2π·28 ГГц/Т – модуль гiромагнiтного вiдно-
шення для спiну електрона. Ефективне поле, яке
дiє на j-у наноточку, дорiвнює

Beff,j = Be − µ0

∑
l

Ĝjl ∗Ml, (2)

де µ0 = 4π · 10−7 Гн/м – магнiтна проникнiсть ва-
кууму. Тензорний оператор Ĝjl = Ĝ(ex)δjl + Ĝ(d)

jl

складається з оператора обмiнної енергiї [23]:

Ĝ(ex) = −α2
ex∇2Î, (3)

де αex – обмiнна довжина, Î – одинична матри-
ця, та iнтегрального оператора магнiтодипольної
взаємодiї, компоненти якого у декартовiй системi
координат рiвнi[
Ĝ(d)
jl

]
αβ

= − 1
4π

∫
d3r′l

∂2

∂xα∂x′β

1
|rj − r′l|

, (4)

де α, β = x, y, z [24]. При виводi рiвняння (4) ви-
користовується магнiтостатичне наближення, яке
справедливе за умови k � ω/c, де k та ω – хви-
льове число та частота СХ, c – швидкiсть свiтла.
Цi умови цiлком задовольняються для коливань
i хвиль НВЧ-дiапазону у феромагнетиках. Вiдзна-
чимо також, що повна магнiтна енергiя масиву ви-
ражається як

W =−
∑
j

∫
BeMjd

3rj +
µ0

2

∑
j,l

∫
MjĜjl ∗Mld

3rj .

(5)

2.2. Колективнi збудження
у скiнченних масивах наноточок

Запишемо намагнiченiсть j-ї магнiтної точки в ста-
цiонарному станi у виглядi Mj = Msµj , де µj(rj) –
одиничний вектор. Стацiонарний стан масиву ви-
значається з умови рiвностi нулю усiх похiдних по
часу в системi (1), яка зводиться до умови пара-
лельностi стацiонарної намагнiченостi та ефектив-
ного поля у кожнiй магнiтнiй точцi:

Bjµj = Be − µ0Ms

∑
l

Ĝjl ∗ µl, (6)
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де Bj – множники Лагранжа (вони природним чи-
ном з’являються, якщо шукати стацiонарнi ста-
ни еквiвалентним шляхом – пошуком точок екс-
тремуму функцiонала повної енергiї (5) у просто-
рi функцiй µj за умови |µj |2 = 1). Величина Bj
має сенс модуля ефективного поля у j-й наноточцi
у стацiонарному станi µj i, в загальному випад-
ку, є функцiєю координат, Bj = Bj(rj). Принци-
пово, розв’язуючи систему рiвнянь (6), доповне-
ну умовами |µj | = 1, можна знайти усi можливi
стацiонарнi (але не обов’язково стiйкi) стани ма-
сиву та вiдповiднi їм розподiли ефективного поля
Bj . Однак, у багатьох випадках, задачу пошуку
множини стацiонарних станiв можна спростити.
Для квазiоднорiдного стану магнiтних точок до-
речно користуватись макроспiновим наближенням
[6], для вихрового стану – моделлю жорсткого ви-
хору [14], тощо. При цьому система рiвнянь (6) зво-
диться до простої системи алгебраїчних рiвнянь.
Лише у промiжних випадках потрiбно числовими
методами розв’язувати повну систему iнтегрально-
диференцiальних рiвнянь.

Для знаходження динамiчних рiвнянь для ма-
лих (лiнiйних) збуджень стацiонарного стану пред-
ставимо намагнiченiсть у виглядi суми основно-
го стану µj та малих вiдхилень вiд нього mj ,
|mj | � 1:

Mj(rj , t) = Ms [µj(rj) + mj(rj , t)] +O(|mj |2).

Оскiльки загальна довжина вектора намагнiче-
ностi Mj всюди повинна зберiгатись, то векто-
ри µj та mj мусять бути ортогональними, тобто
µj(rj) ·mj(rj) = 0∀ rj .

Пiдставляючи розвинення для намагнiченостi
Mj у рiвняння (1), використовуючи рiвняння (6)
та умову ортогональностi, можна отримати ди-
намiчне рiвняння для безрозмiрної намагнiченостi
mj , з якого випливає таке рiвняння для частот ων
та профiлiв mj,ν власних мод масиву:

−iωνmν,j = µj ×
∑
l

Ω̂jl ∗mν,l, (7)

у якому ми залишили лише лiнiйнi по mj члени,
а iндекс ν нумерує рiзнi моди масиву. Тензорний
оператор Ω̂jl визначається як

Ω̂jl = γBjδjlÎ + ωMĜjl, (8)

де ωM = γµ0Ms.

Оператор Ω̂jl є дiйсним i самоспряженим, тобто
для довiльних векторних функцiй f(rj) та g(rl),
визначених у межах j-ї та l-ї наноточок вiдповiдно,
виконується рiвнiсть∫

f∗(rj)Ω̂jl ∗ g(rl)d3rj =
∫

g(rl)Ω̂lj ∗ f∗(rj)d3rl.

Використовуючи цю властивiсть, можна отрима-
ти спiввiдношення ортогональностi колективних
СХ мод:∑
j

〈m∗ν′,jµj ×mν,j〉j = −iAνδν,ν′ , (9)

де символи 〈. . .〉j означають усереднення по об’єму
j-ї магнiтної точки Vj :

〈f〉j =
1
Vj

∫
Vj

fd3rj .

Спiввiдношення (9) виконується для СХ мод маси-
ву у будь-якому стiйкому станi; воно порушується
лише для нестiйких станiв з сiдловим типом не-
стiйкостi (коли власнi частоти стають уявними),
якi, очевидно, не реалiзуються на практицi.

Iз врахуванням дiйсностi оператора Ω̂jl з рiвня-
ння (7) випливає, що якщо mν,j – власна функцiя з
частотою ων , то m∗ν,j теж буде власною функцiєю з
частотою (−ων). Подiбне “дублювання” розв’язкiв
пов’язане з тим, що динамiчна намагнiченiсть mj

є дiйсною величиною, тому її спектр мiстить i до-
датнi, i вiд’ємнi частоти. Лише половина формаль-
них розв’язкiв рiвняння (7) описує “фiзичнi” моди
mν,j , iншi вiдповiдають формальним спряженим
модам m∗ν,j . Вiдзначимо, що подiл мод на справ-
жнi та спряженi не є однозначним; надалi домови-
мось називати справжнiми моди з додатною часто-
тою ων . З урахуванням цього динамiчна компонен-
та намагнiченостi виражається через суму власних
мод, як

mj(t) =
∑
ν

(mν,jcν(t) + к.с.) ,

де сума береться лише по “фiзичним” модам, cν(t)
означає комплексну амплiтуду ν-ї моди, а к.с. по-
значає комплексно спряжену величину. Пiдставля-
ючи дане розвинення у рiвняння (5) i використо-
вуючи спiввiдношення ортогональностi, отримує-
мо, що змiни магнiтної енергiї системи, викликанi

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2013. Т. 58, № 8 761



Р.В. Верба

ã
1 ã

2

δ
12

δ
23

δ
13

Рис. 1. Iлюстрацiя складної перiодичної ґратки, що мi-
стить P = 3 точок в елементарнiй комiрцi. Кругами з рi-
зною заливкою позначенi магнiтнi точки, якi належать до
рiзних надґраток. Штриховою лiнiєю показана елементар-
на комiрка надґратки

збудженням власних мод, виражаються через їхнi
амплiтуди як

ΔW =
MsV

γ

∑
ν

ωνAν |cν |2. (10)

Якщо стацiонарна магнiтна конфiгурацiя µj вiд-
повiдає локальному мiнiмуму повної магнiтної
енергiї W , то величина ΔW має бути позитивно-
визначеною. Це забезпечується, якщо «фiзичнi»
моди мають додатнi норми Aν > 0. Якщо ж
ми формально розглядаємо стацiонарний стан, що
вiдповiдає максимуму енергiї, то ΔW < 0, що мо-
жливо, якщо хоча б деякi зi справжнiх мод мають
вiд’ємнi норми. Отже, рiвняння (10) дає зручний
спосiб дослiдження стiйкостi стацiонарних станiв
масивiв наноточок – стiйкими є лише тi стани, для
яких усi частоти власних мод ων є дiйсними (iна-
кше реалiзується сiдлова нестiйкiсть), i для всiх
мод виконується нерiвнiсть ωνAν > 0 (iнакше стан
вiдповiдає особливiй точцi типу нестiйкий фокус).
Тут враховано, що норма спряженої моди протиле-
жна за знаком до норми фiзичної моди (див. (9)).

Представлений формалiзм може використовува-
тися для числових розрахункiв спектрiв колектив-
них збуджень у скiнченних масивах магнiтних то-
чок у довiльному стацiонарному станi. Однак, у за-
гальному випадку, знаходження СХ спектрiв зво-
диться до складної задачi пошуку власних чисел
та функцiй системи iнтегрально-диференцiальних
рiвнянь. Один з наближених методiв її розв’язан-
ня буде розглянутий нижче.

2.3. СХ у перiодичних масивах

Важливими стацiонарними конфiгурацiями маси-
вiв магнiтних точок, впорядкованих у перiодичну

ґратку, є перiодичнi основнi стани. До таких ста-
нiв, зокрема, вiдносяться феромагнiтний стан, у
якому розподiли намагнiченостi в усiх наноточках
однаковi, та рiзнi антиферомагнiтнi стани, якi за
вiдсутностi зовнiшнього магнiтного поля зазвичай
є справжнiми основними станами масивiв (тобто
вiдповiдають глобальному мiнiмуму повної енер-
гiї) [25, 26]. Якщо перiод стану суттєво менший за
розмiри масиву, то доцiльно розглядати такi ма-
сиви, як нескiнченнi. Для цього необхiдно трохи
змiнити формалiзм, викладений у попередньому
пiдроздiлi.

У загальному випадку перiодичного основного
стану до елементарної комiрки магнiтної надґра-
тки належить P ≥ 1 магнiтних точок. Вiдзначимо,
що P = 1 лише для масиву точок, упорядкованих
у просту (косокутну) ґратку, який знаходиться у
феромагнiтному станi. В усiх iнших випадках ма-
гнiтна надґратка буде складною (P > 1), причому
складна перiодичнiсть може задаватись як скла-
дною структурою ґратки наноточок, так i скла-
дним (не феромагнiтним) основним станом. Перi-
одичнiсть у масивi задається базисними векторами
ã1 та ã2, якi формують надґратку SL:

SL = {n1ã1 + n2ã2 |n1 ∈ Z, n2 ∈ Z}. (11)

Кожна магнiтна точка, яка знаходиться у позицiї
jp, належить до певної p ∈ [1, P ] надґратки (у сенсi
рiвняння (11)). Рiзнi надґратки зсунутi одна вiдно-
сно одної на вектори δpq; сума усiх P надґраток дає
позицiї усiх магнiтних точок у масивi (див. при-
клад на рис. 1). Зрозумiло, що стацiонарнi розпо-
дiли намагнiченостi µj(rj) та внутрiшнє магнiтне
поле Bj залежать лише вiд iндексу надґратки p:
µjp = µp, Bjp = Bp. Отже, загальна умова рiвно-
ваги (6) зводиться до P рiвнянь,

Bpµp = Be − µ0Ms

∑
q

Ĝ0(δpq) ∗ µq, (12)

де

Ĝk(δpq) =
∑

Rjp ∈SL

Ĝjpjqe
−ik(Rjp−Rjq ). (13)

Оператор Ĝk(δ) є самоспряженим, також очеви-
дно, що Ĝk(δ) = Ĝ∗−k(δ). Крiм того, Ĝk+kS

(δ) =
Ĝk(δ)e−ikS ·δ для довiльного вектора оберненої на-
дґратки kS ∈ SL∗.
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Лiнiйнi СХ збудження будемо шукати у виглядi
плоских хвиль

mjp = mk,pe
ikRjp ,

де хвильовий вектор k належить до першої зо-
ни Брiллюена оберненої надґратки SL∗. Викори-
стовуючи даний анзац у рiвняннi (7), отримуємо
скiнченно-розмiрну задачу на власнi значення для
частот ωk та профiлiв mk,p СХ мод:

−iωkmk,p = µp ×
∑
q

Ω̂k,pq ∗mk,q, (14)

у якiй тензорний оператор Ω̂k визначається як

Ω̂k,pq = γBpδpq Î + ωMĜk(δpq). (15)

Для заданого значення хвильового вектора k за-
дача на власнi значення (14) є 2P -вимiрною систе-
мою лiнiйних iнтегрально-диференцiальних рiв-
нянь. Розв’язавши її, ми отримаємо комплекснi
амплiтуди СХ мод mk,p та вiдповiднi частоти ωk,
усього 2P розв’язкiв. Дiйсна СХ мода має вигляд

mjp ∼ cos[kRjp − ωkt+ φ]

i записується через комплекснi амплiтуди як

mjp = mk,pe
i(kRjp−ωkt) + к.с.

Функцiя m∗k,p є розв’язком задачi, спряженої до
(14). Однак, як це випливає з властивостей опера-
тора Ĝk(δ), m∗k,p є також власною функцiєю за-
дачi з протилежним напрямком хвильового векто-
ра k, оскiльки Ω̂k = Ω̂∗−k. Таким чином, задача
на власнi значення (14) описує одночасно хвилi у
додатному вiдносно k напрямку (їм вiдповiдають
розв’язки з ωk > 0) та вiд’ємному (ωk < 0), то-
му подiл мод на справжнi та формальнi спряженi,
який мав мiсце при розглядi скiнченних масивiв,
тут не має сенсу. Звiсно, розглядаючи хвилi ли-
ше в заданому напрямку, необхiдно брати до ува-
ги лише половину розв’язкiв (тобто у загальному
випадку спектр СХ у масивi матиме P гiлок).

СХ у перiодичних масивах мають аналогiчнi до
колективних мод скiнченних масивiв властивостi.
Зокрема, СХ рiзних гiлок спектра є ортогональни-
ми у сенсi∑
p

〈m∗k,λ,pµp ×mk,λ′,p〉 = −iAk,λδλ,λ′,

де iндекс λ нумерує гiлки спектра. Також зали-
шається у силi умова стiйкостi стацiонарного ста-
ну – стан є стiйким лише коли усi частоти ωk,λ

є дiйсними та виконується нерiвнiсть ωk,λAλ > 0
для усiх значень хвильового вектора у першiй зонi
Брiллюена.

2.4. Вплив малих збурень

Вище ми розглядали iдеалiзовану консерватив-
ну систему. Вплив дисипацiї зручно розглядати в
рамках теорiї збурень. Звiсно, теорiя збурень може
бути застосована для розгляду не лише затухання
СХ, а й багатьох iнших малих ефектiв, наприклад,
збудження СХ мод зовнiшнiм НВЧ полем, впливу
теплових шумiв, тощо. У даному пунктi буде побу-
дований аналог загальновiдомої з квантової меха-
нiки нестацiонарної теорiї збурень [27] для масивiв
магнiтних точок. Для визначеностi будемо розгля-
дати скiнченнi масиви; у випадку перiодичних ма-
сивiв нiяких принципових змiн не буде, тiльки су-
ми по всiх модах треба замiнити на суми по гiлках
спектра та значенням хвильового вектора.

У загальному випадку збурене рiвняння
Ландау–Лiфшица для намагнiченостi наноточки
Mj(t) можна записати у виглядi

∂Mj

∂t
= γ (Beff,j ×Mj) + γ (bj ×Mj),

де bj – ефективне поле збурення, яке може зале-
жати вiд часу чи/та вiд намагнiченостi Ml. Будемо
розглядати лише лiнiйнi процеси. У цьому випад-
ку намагнiченiсть кожної наноточки можна розви-
нути у ряд по власних колективних модах масиву
(звiсно, необхiдно враховувати лише справжнi мо-
ди, з додатною частотою):

Mj(t) = Ms

[
µj +

∑
ν

(mν,jcν(t) + к.с.)

]
.

Пiдставляючи дане розвинення у збурене динамi-
чне рiвняння i враховуючи спiввiдношення орто-
гональностi (9) для колективних мод mν,j , отри-
муємо динамiчне рiвняння для амплiтуд СХ мод
cν(t):

dcν
dt

= −iωνcν + iγbν − iγ
∑
ν′

(
Sν,ν′cν′ + S̃ν,ν′c

∗
ν′

)
,

(16)
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з такими коефiцiєнтами:

bν =
1
Aν

∑
j

〈m∗ν,jbj〉j , (17a)

Sν,ν′ =
1
Aν

∑
j

〈(m∗ν,jmν′,j)(µjbj)〉j , (17b)

S̃ν,ν′ =
1
Aν

∑
j

〈(m∗ν,jm∗ν′,j)(µjbj)〉j . (17c)

У випадку, коли поле збурення bj є зовнiшнiм
НВЧ полем, доданок iγbν у рiвняннi (16) описує
лiнiйне збудження СХ мод, два iншi доданки – па-
раметричнi процеси при паралельнiй накачцi. Вiд-
значимо, що якщо поле збурення залежить вiд ди-
намiчної складової намагнiченостi, то у рiвняннi
(16) потрiбно залишити лише доданки нульового
та першого порядку по амплiтудах СХ мод cν ,
оскiльки для нелiнiйних процесiв розвинення на-
магнiченостi по власних модах не є повним, i його
використання може привести до некоректних ре-
зультатiв.

Розглянемо два практично важливих приклади
застосування теорiї збурень: врахування дисипацiї
та збудження колективних мод зовнiшнiм полем.
У першому випадку, з використанням форми Гiль-
берта для дисипативного доданка [23], поле збуре-
ння записується у виглядi

bj = − αG
γMs

∂Mj

∂t
,

де αG – гiльбертiв параметр затухання. Розраху-
вавши коефiцiєнти (17) для даного збурення, отри-
маємо рiвняння для амплiтуд СХ мод:

dcν
dt

= −iωνcν −
∑
ν′

Γν,ν′cν′ , (18)

у якому сталi затухання дорiвнюють

Γν,ν′ = αGων′

(
1
Aν

∑
j

〈m∗ν,j ·mν′,j〉j

)
. (19)

Як бачимо, у загальному випадку затухання мо-
же привести до зв’язку мiж рiзними СХ модами.
Однак, якщо колективнi моди не виродженi (по ча-
стотi), то цим зв’язком можна знехтувати i кори-
стуватись стандартним рiвнянням дисипативного

осцилятора зi сталою затухання Γν = Γν,ν . У ви-
падку вироджених мод для коректного опису зату-
хання необхiдно враховувати недiагональнi члени
Γν,ν′ , ν′ 6= ν для усiх мод з однаковими частотами
ων = ων′ . Як видно з рiвняння (19), стала зату-
хання залежить вiд елiптичностi СХ моди; лише
для моди з круговою поляризацiєю у кожнiй магнi-
тнiй точцi стала затухання дорiвнює Γν = αGων , в
iнших випадках Γν > αGων (строго кажучи, кое-
фiцiєнт пропорцiйностi в дужках у рiвняннi (19)
при ν = ν′ змiнюється в межах [1, ∞] i зростає
зi зростанням елiптичностi прецесiї ε [23], однак
у загальному випадку явну залежнiсть мiж ними
отримати не вдається).

Пряме збудження СХ зовнiшнiм НВЧ полем
з частотою ω описується полем збурення bj =
= (be,je−iωt + к.с.). З урахуванням дисипацiї (у
невиродженому випадку) динамiчне рiвняння для
амплiтуд cν має вигляд

dcν
dt

= −iωνcν − Γνcν + iγbe,νe
−iωt,

у якому амплiтуда зовнiшньої сили дорiвнює

be,ν =
1
Aν

∑
j

〈m∗ν,j · be,j〉j .

Використовуючи представленi вище рiвняння
можна просто розрахувати спектри поглинання
НВЧ випромiнювання масивом взаємодiючих на-
ноточок. Зокрема, у практично важливому випад-
ку збудження просторово однорiдним НВЧ полем
(be,j = be) потужнiсть, що поглинається масивом,
виражається як

P =
ωV Nd
µ0

b∗eχ̂
′′(ω)be, (20)

де Nd – кiлькiсть наноточок у масивi. Тензор
ефективної проникностi масиву магнiтних точок
χ̂(ω) = χ̂′(ω) + iχ̂′′(ω) виражається через частоти
та профiлi власних мод таким чином:

χ̂(ω) = γµ0Ms

∑
ν

χ̂ν
(ων − ω)− iΓν

, (21a)

χ̂ν =
1

NdAν

∑
j,l

〈mν,j〉j ⊗ 〈m∗ν,l〉l, (21b)

де символ ⊗ позначає прямий декартовий добуток
векторiв.
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Отже, усi практично важливi характеристики
масиву магнiтних точок можна знайти, знаючи ча-
стоти ων колективних СХ мод та їх профiлi mν,j .
Вiдзначимо, що для випадку нескiнченних перiо-
дичних масивiв рiвняння (19) та (21) залишаються
такими ж, тiльки сума по наноточках масиву за-
мiнюється на суму по надґратках i, очевидно, у
виразi для тензора ефективної проникностi врахо-
вуються лише СХ з нульовим хвильовим вектором.

3. Розрахунок спектрiв СХ

3.1. Метод проекцiй

Розглянемо тепер, як можна наближено розраху-
вати спектри колективних збуджень масиву з ура-
хуванням неоднорiдностi статичної чи динамiчної
намагнiченостi в об’ємi магнiтної точки. Будемо
вважати, що основний стан масиву µj нам вiдо-
мий; питання його знаходження, тобто розв’яза-
ння рiвняння (6), виходить за межi даної робо-
ти. Також для спрощення вважатимемо усi ма-
гнiтнi точки однаковими, хоча це припущення
не є принциповим для застосування викладеного
нижче методу.

Використаємо метод проекцiй, тобто спроекту-
ємо справжнiй розв’язок mj(rj) рiвняння (7) на
деякий повний базис векторних функцiй mλ(r):

mj(r) =
∑
λ

aλ,jmλ(rj).

У ролi базису зручно використовувати власнi мо-
ди iзольованої наноточки чи будь-який iнший ор-
тогональний базис (у сенсi рiвняння (9), звiсно, без
суми по наноточках). Вiдзначимо, що у першому
випадку необхiдно враховувати як “фiзичнi”, так
i формальнi спряженi моди, оскiльки лише такий
базис є повним. Спроектувавши рiвняння (7) на
базис, отримаємо систему рiвнянь∑
λ′

aλ′,jAλω̃λλ′ + ωM
∑
λ′,l

aλ′,lNλλ′(Rjl) = ωaλAλ,

(22)

коефiцiєнти якої дорiвнюють

ω̃λλ′ =
1
Aλ
〈m∗λ(rj)(γBj + ωMĜ(ex)) ∗mλ′(rj)〉j ,

Nλλ′(Rjl) = 〈m∗λ(rj)Ĝ
(d)
jl ∗mλ′(rl)〉j .

де Aλ – норма базисної моди mλ, Rjl = Rj −Rl.
Найбiльшу складнiсть становить розрахунок кое-
фiцiєнтiв Nλλ′(R) – фактично, кожен коефiцiєнт
виражається через iнтеграл по шести (чи чоти-
рьох у випадку квазiдвовимiрних мод) змiнним
(див. (4)). Покажемо, як можна їх ефективно роз-
рахувати.

У [28] показано, що величини Nλλ′(R) мо-
жна представити через зворотне фур’є-перетво-
рення, як

Nλλ′(R) =
1
V

∫
Dλ(κ)

κ⊗ κ
κ2

D∗λ′(κ)e
iκ·R d3κ

(2π)3
,

де Dλ(κ) – фур’є-образ профiлю моди mλ(r). Роз-
глянемо далi випадок плоских магнiтних точок зi
сталою висотою h – саме такi наноточки виготов-
ляються на сьогоднi. Також вважатимемо моди
однорiдними по товщинi наноточки – лише цi мо-
ди можна збудити експериментально. За цих умов
попереднiй вираз спрощується:

Nλλ′(R) =
∫
Nk,λλ′e

ikR d2k
(2π)2

,

у якому двовимiрний фур’є-образ Nk,λλ′ дорiвнює

Nk,λλ′ = σλ(k)N̂kσ∗λ′(k), (23)

Тут σλ(k) – двовимiрний фур’є-образ профiлю мо-
ди mλ(r):

σλ(k) =
∫

mλ(r)e−ikrd2r, (24)

де S – площа магнiтної точки; тензор N̂k має
вигляд

N̂k =
1
S


k2
x

k2
f(kh)

kxky
k2

f(kh) 0

kxky
k2

f(kh)
k2
y

k2
f(kh) 0

0 0 1− f(kh)

, (25)

де f(kh) = 1− (1− exp[−kh])/(kh).
Фактично, коефiцiєнти Nk,λλ′ є узагальненням

вiдомого тензора взаємного розмагнiчування [6,28]
на випадок неоднорiдного профiлю динамiчної на-
магнiченостi.

Вiдзначимо, що у багатьох випадках можна ско-
ристатись наближенням середнього поля, тобто
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Рис. 2. Геометрiя масиву, що розглядається (a), межi пер-
шої зони Брiллюена для квадратної ґратки (штрихова лi-
нiя) (b)

розраховувати лише усереднений по об’єму нано-
точки модуль ефективного поля (6):

Bj = 〈Beµj〉−µ0Ms

[
〈µjĜ(ex) ∗ µj〉+

∑
l

Ns(Rjl)

]
,

де

Ns(Rjl) = 〈µjĜ(d)
jl ∗ µl〉j .

Таке наближення справедливе для мод, якi не ло-
калiзованi в областях сильної змiни внутрiшньо-
го поля (наприклад, для крайових мод його за-
стосовувати не можна). Зрозумiло, що коефiцiєнти
Ns(R) розраховуються аналогiчно до Nλλ′(R).

Представлений метод розрахунку особливо ефе-
ктивний пiд час розгляду перiодичних станiв ма-
сивiв. У цьому випадку система рiвнянь для ко-
ефiцiєнтiв ap,λ розвинення динамiчної намагнiче-
ностi надґратки mp теж має вигляд (22), тiльки
сума по точках j замiнюється на суму по надґра-
тках q, i замiсть коефiцiєнтiв Nλλ′ з’являються
коефiцiєнти

Gk,λλ′(δpq) =
∑

R∈SL

Nλλ′(R + δpq)e−ik(R+δpq) =

=
1
SSL

∑
K∈SL∗

Nk+K,λλ′e
iKδpq , (26)

при розрахунку яких ми скористались вiдомим у
фiзицi твердого тiла спiввiдношенням [29] i замiни-
ли суму по прямiй надґратцi SL на суму по обер-
ненiй SL∗ (SSL – площа елементарної комiрки на-
дґратки). За простих геометрiй наноточок коефi-
цiєнти Nk+K,λλ′ мають простi аналiтичнi вирази
(див. приклад нижче). Також вiдзначимо, що за-
звичай не потрiбно враховувати багато базисних

мод mλ, а можна скористатись дiагональним на-
ближенням, тобто врахувати лише вiдповiднi ба-
зиснi функцiї mλ та m∗λ для кожної з гiлок спе-
ктра. Лише у точках перехрещення рiзних гiлок
необхiдно звертатись до повної системи рiвнянь
[30].

3.2. Приклад застосування методу

Розглянемо приклад застосування методу розра-
хунку, представленого вище. Розрахуємо спектри
СХ у масивi плоских квадратних магнiтних точок
з висотою h, поперечними розмiрами l × l, упо-
рядкованих у квадратну ґратку зi сталою a (ви-
користовується геометрiя експерименту з [4], див.
рис. 2, a). До масиву прикладене зовнiшнє магнi-
тне поле, паралельне осi x, Be = Beex, яке нама-
гнiчує наноточки до насиченого стану (при цьому
масив знаходиться у ФМ станi).

Скористаємося дiагональним наближенням, тоб-
то для кожної гiлки спектра врахуємо лише один
тип власних мод iзольованої наноточки:

mk = aλmλ + a∗λ′m
∗
λ′ .

Тут m∗λ′ = (mλ)∗, позначення λ′ в iндексi введене
для зручностi, щоб розрiзняти фiзичну i спряже-
ну моди. Виберемо циркулярно поляризований ба-
зис mλ = (0, 1, i)fλ, де функцiї профiлю fλ вiдпо-
вiдають профiлям мод iзольованої наноточки. Для
мод Деймона–Ешбаха (DE, моди з вузлами дина-
мiчної намагнiченостi у напрямку, перпендикуляр-
ному статичнiй намагнiченостi) у наближеннi за-
крiплених граничних умов функцiї fλ рiвнi

f1DE = cos
πx

l
sin

2πy
l
, f2DE = cos

πx

l
cos

3πy
l
,

i т. д. (початок системи координат збiгається з цен-
тром наноточки); для зворотних магнiтостатичних
мод (BA, вузли у паралельному µ напрямi) у ви-
разах вище необхiдно змiнити x → y i навпаки
[31, 32]. Вiдповiднi узагальненi амплiтуди форми
знаходяться аналiтично:

σ1DE(k) = (0, 1, i)
4π2l2 cos(kxl/2) cos(kyl/2)

(π2 − k2
xl

2)
(
π2 − k2

yl
2
) ,

тощо; i аналогiчно для ВА мод.
Вибiр циркулярно поляризованого базису пе-

ретворює на нуль недiагональнi коефiцiєнти
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ω̃λλ′ , враховуючи це, отримуємо рiвняння для
амплiтуд aλ:

aλ (ω̃λλAλ + ωMGk,λλ(0)) +

+ aλ′ωMGk,λλ′(0) = ωkaλAλ.

Враховуючи те, що ω̃λ′λ′ = −ω̃λλ та Aλ′ = −Aλ,
отримуємо кiнцевий вираз для закону дисперсiї ко-
лективної СХ моди масив у ФМ станi:

ωk,λ =

√(
ω̃λλ + ωM

Gk,λλ(0)
Aλ

)2

− ω2
M

|Gk,λλ′(0)|2
A2
λ

.

(27)

Вiдзначимо, що у випадку однорiдної в об’ємi на-
ноточки моди

Gk,λλ(0)/Aλ = (F (yy)
k + F

(zz)
k )/2,

Gk,λλ′(0)/Aλ = i(F (yy)
k − F (zz)

k )/2

(визначення тензора F̂k див. у [6]). Безпосе-
редньою пiдстановкою цих виразiв у (27) мо-
жна переконатись, що воно еквiвалентне рiвнян-
ню, отриманому в макроспiновому наближеннi
((3.38) у [6]).

Розрахованi спектри СХ зображенi на рис. 3.
Спектр основної (F) моди розрахований у макро-
спiновому наближеннi, оскiльки, як вiдомо з лi-
тератури, її профiль у тонких магнiтних точках
ближчий до однорiдного, нiж до гармонiчного [5].
Як бачимо, розрахованi у дiагональному набли-
женнi спектри СХ (без жодних пiдгоночних пара-
метрiв) достатньо гарно збiгаються з експеримен-
тальними даними (варто врахувати, що експери-
ментальна похибка становить порядку 0, 5 ГГц [4]).
Видно, що дисперсiйнi залежностi гiлок спектра,
утворених модами з ненульовим дипольним мо-
ментом (F, 2nDE, 2nBA), поводять себе аналогiчно
до дисперсiї СХ у намагнiченiй в площинi плiвцi –
частота СХ спадає зi зростанням |k|, коли хвильо-
вий вектор паралельний до статичної намагнiчено-
стi (X-напрямок у нашому випадку), i зростає при
k⊥µ (Y -напрямок). Колективнi СХ, утворенi мо-
дами з нульовим дипольним моментом ((2n+1)DE,
(2n+1)BA), не змiнюють знака групової швидкостi
при змiнi напряму поширення – vgr > 0 для зво-
ротних магнiтостатичних мод i vgr<0 для DE-мод.

Рис. 3. Спектри колективних СХ мод у масивi квадратних
наноточок, упорядкованих у квадратну ґратку, в ФМ станi.
Лiнiї – розрахунок, символи – експериментальнi данi з [4].
Визначення симетричних точок першої зони Брiллюена: Γ,
X, Y див. на рис. 2, b. Параметри експерименту: попере-
чний розмiр магнiтної точки l = 450 нм, висота h = 30 нм,
стала ґратки a = 520 нм, зовнiшнє поле Be = 0,15 T. Для
розрахунку використовувались матерiальнi параметри пер-
малою: намагнiченiсть насичення µ0Ms = 1,03 Т, гiромагнi-
тне вiдношення γ = 29,3ГГц/Т, квадрат обмiнної довжини
α2

ex = 28 нм2

Зрозумiло, що данi правила можуть порушуватись
внаслiдок взаємодiї рiзних гiлок спектра, якщо во-
ни знаходяться близько одна до одної.

Таким чином, спектри СХ масивiв наноточок у
перiодичних станах можна достатньо точно i про-
сто розраховувати методом проекцiй на власнi мо-
ди iзольованої наноточки. Вiдзначимо, що наяв-
нiсть аналiтичних виразiв для закону дисперсiї СХ
дозволяє аналiзувати їх загальнi властивостi, на-
приклад, поведiнку поблизу точки k = 0, що скла-
дно зробити при використаннi числових методiв
розрахунку.

4. Висновки

У данiй роботi узагальнено теорiю колективних
СХ збуджень у масивах магнiтних наноточок на
випадок неоднорiдних в об’ємi наноточки профiлiв
статичної та динамiчної намагнiченостi. Знайде-
нi загальнi властивостi колективних мод масиву,
зокрема, спiввiдношення ортогональностi, та до-
статнi умови стiйкостi стацiонарного стану масиву.
Розглянуто вплив малих збурень на моди масиву,
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зокрема, показано залежнiсть сталої затухання СХ
вiд елiптичностi прецесiї.

Колективнi збудження розглянутi у двох випад-
ках: у скiнченних масивах та нескiнченних перi-
одичних. З математичної точки зору обидва ви-
падки iдентичнi, тому властивостi мод скiнчен-
них масивiв та хвиль у перiодичних масивах одна-
ковi. В обох випадках задача знаходження ча-
стот та структури колективних збуджень зводи-
ться до скiнченно-вимiрної iнтегрально-диферен-
цiальної задачi на власнi значення. Запропоно-
вано ефективний спосiб наближеного розрахунку
спектрiв СХ методом проекцiй шляхом узагаль-
нення тензора взаємного розмагнiчування нано-
точок. Зокрема, у випадку перiодичних масивiв
можливо отримати аналiтичнi вирази для законiв
дисперсiї СХ.

Розглянутi СХ у феромагнiтному станi маси-
ву намагнiчених до насичення наноточок, упоряд-
кованих у квадратну ґратку. Продемонстровано
прийнятне збiгання розрахунку з експерименталь-
ними даними. Показано, що поведiнка закону дис-
персiї СХ принципово залежить вiд наявностi се-
реднього дипольного моменту моди у наноточцi:
моди з ненульовим дипольним моментом поводять
себе аналогiчно до СХ у тангенцiально намагнiче-
нiй плiвцi феромагнетику, в той час як iншi мо-
ди не змiнюють знак групової швидкостi при змiнi
напрямку поширення з паралельного до статичної
намагнiченостi на перпендикулярний.

Робота пiдтримана Мiнiстерством освiти та
науки України (грант № М/90-2010) та Держав-
ним фондом фундаментальних дослiджень Укра-
їни (грант № UU34/008).
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СПИНОВЫЕ ВОЛНЫ В МАССИВАХ
МАГНИТНЫХ НАНОТОЧЕК, СВЯЗАННЫХ
МАГНИТОДИПОЛЬНЫМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ

Р е з ю м е

Представлена общая теория коллективных спин-волновых
возбуждений в конечных и бесконечных периодических
массивах магнитных наноточек, связанных магнитодиполь-
ным взаимодействием. Теория учитывает неоднородность
статической и динамической намагниченности в объёме на-
ноточки и позволяет рассчитывать спектры коллективных
возбуждений, их постоянные затухания, эффективность во-
збуждения внешним полем, и т. п., и исследовать устойчи-
вость стационарного состояния массива. Предложен эффе-
ктивный способ расчёта свойств спиновых волн в периоди-

ческих массивах методом проекций на собственные моды
изолированной наноточки; полученные результаты сравне-
ны с экспериментальными данными.

R.V. Verba

SPIN WAVES IN ARRAYS OF MAGNETIC NANODOTS
WITH MAGNETODIPOLAR COUPLING

S u m m a r y

A general theory of collective spin-wave excitations in finite

and infinite periodic arrays of magnetic nanodots with magne-

todipolar coupling has been developed. Non-uniform profiles of

static and dynamic magnetizations in a dot are taken into ac-

count. The theory allows the spectra of collective excitations,

their damping rates, excitation efficiencies by an external mi-

crowave field, and so on to be calculated and the stability of a

stationary magnetic array configuration to be analyzed. An ef-

ficient technique has been proposed to calculate the spin-wave

spectra in periodic arrays using the method of projection onto

the eigenmodes of a solitary nanodot. The results obtained are

compared with experimental data.
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