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МIКРОСКОПIЧНИЙ ОПИС НЕЕКСТЕНСИВНИХ
СИСТЕМ У РАМКАХ МОДЕЛI IЗIНГАУДК 538.91

Деформований гамiльтонiан Iзiнга для опису поведiнки неекстенсивних систем було
представлено шляхом замiни спiнової змiнної si на деформовану sq

i . У рамках теорiї
середнього поля було дослiджено фазовий перехiд парамагнетик–феромагнетик для де-
формованої статсуми. У наближеннi Ландау було проаналiзовано вплив параметра не-
екстенсивностi q на густину вiльної енергiї та на стацiонарне значення параметра
порядку.
К люч о в i с л о в а: модель Iзiнга, гамiльтонiан, параметр порядку.

1. Вступ

Ще у 1865 р. Р. Клаузiусом була введена конце-
пцiя (i сам термiн) ентропiї в контекстi класичної
термодинамiки та без урахування мiкроскопiчної
взаємодiї. Однiєю з властивостей, що природно ви-
никли у рамках концепцiї Клаузiуса, є екстенсив-
нiсть (адитивнiсть) ентропiї, яка в мiкроскопiчно-
му розумiннi пов’язана з числом елементiв систе-
ми. Л. Больцман, а потiм i Д. Гiббс запропонува-
ли спiввiдношення SBG = −k

∑W
i=1 pi ln pi, яке по-

в’язує ентропiю Клаузiуса з мiкростанами системи
(W – число вiдповiдних мiкростанiв, pi – iмовiр-
нiсть їх реалiзацiї, k – стала Больцмана). Однак,
виявилося, що теорiя Больцмана–Гiббса не є унi-
версальною i має обмежену сферу застосування.

З одного боку, дана теорiя заснована на припу-
щеннi, що всi елементи системи незалежнi, в ре-
зультатi чого i реалiзується властивiсть адитивно-
стi (екстенсивностi) ентропiї. Крiм того, була ви-
користана гiпотеза молекулярного хаосу, в рам-
ках якої частинки системи до зiткнення нiяк не
корелюють одна з одною. Звичайно для бiльшо-
стi макроскопiчних фiзичних систем сили взаємо-
дiї мiж частинками є короткодiючими i поширю-
ються тiльки на обмежене число найближчих су-
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сiдiв, але як бути з тими складними системами, в
яких виявлена далекодiюча взаємодiя? Крiм того,
необхiдно врахувати той факт, що на мiкроскопi-
чному рiвнi, зазвичай, реалiзується бiльш слабкий
хаос i чутливiсть до зовнiшнiх умов зростає не екс-
поненцiально, а згiдно зi степеневим законом.

З iншого боку, дана теорiя описує специфiчний
стацiонарний стан, що називається термодинамi-
чною рiвновагою, а, як вiдомо, останнiм часом все
бiльше уваги привертають складнi фiзичнi, бiоло-
гiчнi, соцiальнi та iншi системи, для яких основни-
ми є нерiвноважнi стацiонарнi стани.

У результатi виникає природне запитання: а
чи можливо створити бiльш загальну теорiю,
яка в окремому випадку приводить до теорiї
Больцмана–Гiббса за умови термодинамiчної рiв-
новаги i незалежностi елементiв системи. Однозна-
чної вiдповiдi на це питання поки що не iснує, але у
1988 р. бразильським вченим Тсаллiсом була зро-
блена спроба розширити сферу застосування ста-
тистичної механiки i термодинамiки, в результатi
чого виник новий напрям неекстенсивна стати-
стична механiка та термодинамiка. Основою да-
ного напряму є узагальнений вираз для ентропiї:

Sq = −k
W∑
i=1

pqi lnq pi = k
1−

∑W
i=1 p

q
i

q − 1
,
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що в межi q → 1 приводить до звичайної ентропiї
Больцмана (q – параметр деформацiї).

На сьогоднiшнiй день сфери застосування неекс-
тенсивної статистичної механiки досить широкi,
про що свiдчить безлiч прикладiв iз рiзних обла-
стей науки [1]. При цьому кожен випадок заслу-
говує окремого аналiзу, оскiльки деякi з них до-
веденi експериментально i/або теоретично, iншi є
феноменологiчними спостереженнями, коли пара-
метр деформацiї q отримується прямою пiдстанов-
кою (здебiльшого через невизначенiсть, що має мi-
сце в мiкроскопiчному свiтi). Нарештi, опис деяких
випадкiв може бути представлений тiльки як iмо-
вiрнiсний через нестачу даних. Крiм того, необхi-
дно враховувати, що для одних прикладiв q задає
степiнь розподiлу, для iнших — чутливiсть до зов-
нiшнiх умов, мультифрактальнiсть i т.iн.

В астрофiзицi та космологiї зв’язок з q-
деформованою теорiєю встановлений для самогра-
вiтуючих систем [2], для розподiлу швидкостей спi-
ральних галактик [3], проблеми сонячного нейтри-
но [4–7], космiчного фонового мiкрохвильового ви-
промiнювання [8–10], енергiї розподiлу космiчних
променiв [11]. У фiзицi твердого тiла подiбний зв’я-
зок виявляється пiд час вивчення високих тем-
ператур надпровiдностi [12], бозе-ейнштейнiвської
конденсацiї [13] i сильного зв’язку електронiв [14];
в нелiнiйнiй динамiцi особлива увага придiляється
застосуванню теорiї Тсаллiса до тривимiрної тур-
булентностi [15]. Крiм того, в рамках зазначеної
теорiї закон Арренiуса виконується i для аномаль-
ної дифузiї [16]. Явище самоорганiзованої кри-
тичностi (зокрема, для моделi бiологiчної еволю-
цiї [17]) представляється близьким до концепцiй,
що виникли в рамках iснуючого неекстенсивного
формалiзму.

Слiд зазначити ще один приклад застосування
статистичної теорiї неекстенсивних систем – опис
об’єктiв кiнцевого розмiру, важливiсть дослiдже-
ння яких зросла з розвитком нанотехнологiй. На-
приклад, для задачi про роздiлення макросистеми
на декiлька частин було виявлено, що точнiсть (з
урахуванням рiзницi поверхневих енергiй цiлої та
роздiлених частин системи), з якою зберiгається
адитивнiсть, приблизно дорiвнює розмiру атома,
подiленому на розмiр системи. Таким чином, чим
меншим є розмiр системи, тим бiльшими будуть
ефекти неадитивностi. Дiйсно, для кiнцевої кiль-
костi частинок N параметр деформацiї набуває

значення [18]:

q =
(
1− α

d
N−1

)−1

, (1)

де α – показник подiбностi координатної залежно-
стi гамiльтонiана (наприклад, для гармонiйного
осцилятора α = 2), d – розмiрнiсть системи. Ко-
роткодiючi потенцiали (α > 0) характеризуються
значеннями q ≥ 1, а далекодiючим (−d ≤ α ≤ 0)
вiдповiдає величина q ≤ 1 (при α < −d застосовує-
ться статистика Больцмана–Гiббса [19]). В термо-
динамiчнiй границi N → ∞ отримуємо значення
q = 1 зi звичайною статистикою, а зi спаданням
числа частинок N рiзниця |q − 1| зростає, досяга-
ючи максимальної величини α/(d− α) при α > 0 i
|α|/(d+ |α|) при α < 0.

Запропонована робота присвячена розгляду мi-
кроскопiчної теорiї неекстенсивних систем у рам-
ках моделi Iзiнга. Стаття побудована таким чи-
ном. Роздiл 2 подає основи q-деформованої ал-
гебри, у рамках якої побудований формалiзм не-
екстенсивних систем. У роздiлi 3 запропонова-
но q-деформований гамiльтонiан Iзiнга для опису
неекстенсивних систем, знайдено спiввiдношення
для можливих значень параметра q та обчислено
дробове середнє значення спiну. В рамках роздiлу
4 знайдено статистичну суму за всiма мiкростана-
ми неекстенсивної системи та густину вiльної енер-
гiї, яка у границi q → 1 приводить до класичного
розкладу Ландау. Роздiл 5 присвячено аналiзу рiв-
новажного значення параметра порядку.

2. Формалiзм неекстенсивної
статистичної системи

На вiдмiну вiд звичайного статистичного ансам-
блю неекстенсивна система пiдпорядковується ста-
тистицi Тсаллiса [1], у рамках якої стани розподi-
ленi не за Гiббсом, а згiдно з ескортною iмовiрнi-
стю [20]:

Pq(x) =
pq(x)∫
pq(x)dx

, p(x) = Z−1
q expq(x), (2)

де статистична сума Zq визначається умовою нор-
мування початкової iмовiрностi p(x). Остання, у
свою чергу, задається деформованою експонентою
Тсаллiса:

expq(x) := [1 + (1− q)x]
1

1−q

+ ,
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[y]+ ≡ max(y, 0), (3)

яка в границi q → 1 зводиться до звичайної екс-
поненти ex = exp1(x). Вiдповiдно, логарифм Тсал-
лiса, який вiдiграє роль функцiї, зворотної експо-
нентi (3), визначається рiвнiстю

lnq(x) ≡
x1−q − 1

1− q
. (4)

Крiм того, сума, рiзниця, добуток i частка пози-
тивних величин x, y набувають вигляду [21]:

x⊕q y := x+ y + (1− q)xy,

x	q y :=
x− y

1 + (1− q)y
,

x⊗q y :=
[
x1−q + y1−q − 1

] 1
1−q

+
,

x�q y :=
[
x1−q − y1−q + 1

] 1
1−q

+
. (5)

При цьому функцiї (3), (4) задовольняють правила

lnq(x⊗q y) = lnq x+ lnq y,

lnq(x�q y) = lnq x− lnq y,

lnq(xy) = lnq x⊕q lnq y,

lnq(x/y) = lnq x	q lnq y,

expq(x)⊗q expq(y) = expq(x+ y),

expq(x)�q expq(y) = expq(x− y),

expq(x) expq(y) = expq(x⊕q y),

expq(x)/ expq(y) = expq(x	q y). (6)

q-факторiал

n!q := 1⊗q 2⊗q · · · ⊗q n (7)

натурального числа n � 1 задається формулою
Стiрлiнга [22]:

lnq (n!q) '

'


(

n

2− q
+

1
2

)
lnq n−

n− 1
2− q

, 0 < q 6= 2;[
n− 1

2

(
1 +

1
n

)]
− lnn, q = 2.

(8)

3. Основнi рiвняння

Модель Iзiнга є основою мiкроскопiчної теорiї фа-
зових переходiв [23]. На вiдмiну вiд моделi Гей-
зенберга, де для кожного вузла регулярної ґра-
тки спiн може набувати будь-яке значення (див.
рис. 1, b), перевага моделi Iзiнга у її простотi, ко-
ли припускається, що кожний вузол (див. рис. 1, a)
має тiльки два значення спiну si = ±1.

Незважаючи на це, точного аналiтичного опису
фазового переходу парамагнетик–феромагнетик
(PM–FM) у рамках моделi Iзiнга для тривимiрно-
го випадку до цих пiр не iснує. Проте дана модель
дозволяє якiсно представити основнi властивостi
фазового переходу PM–FM у рамках наближення
середнього поля. Але для опису об’єктiв кiнцевого
розмiру, як уже зазначалося, статистика Гiббса–
Больцмана не пiдходить, тому необхiдно зверну-
тися до бiльш загального пiдходу Тсаллiса [1]. Ви-
никає питання, як вплине подiбна “деформацiя” на
картину фазового переходу. З формальної точки
зору узагальнення статистики Гiббса–Больцмана
вiдбувається завдяки замiнi вихiдної iмовiрностi
pi на деформовану pqi . Спробуємо поширити дану
процедуру на мiкроскопiчному рiвнi, тобто вико-
ристаємо деформований гамiльтонiан Iзiнга за ра-
хунок замiни спiну i-го вузла si на деформований
варiант sqi .

Вiдповiдно до поставленої задачi гамiльтонiан
набуває вигляду

H = −1
2

N∑
i,j

Ji,js
q
i s
q
j − h

∑
i

sqi . (9)

Тут сума береться за всiма вузлами N ґратки з
iндексами i 6= j; Jij – потенцiал ефективної взає-
модiї; h – зовнiшнє поле; si = ±1 – значення спiну
у кожному вузлi; q – параметр екстенсивностi (де-
формацiї); коефiцiєнт 1

2 враховує подвiйний пере-
бiр iндексiв i 6= j.

1s=+

1s=

a b

Рис. 1. Схематичне зображення можливих напрямкiв спi-
нiв вузлiв регулярної ґратки для: a – моделi Iзiнга, b – мо-
делi Гейзенберга
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У рамках наближення середнього поля вра-
хуємо, що:

– множник sqi замiнюється середнiм зна-
ченням 〈sq〉;

– основний внесок до гамiльтонiана надає тiль-
ки взаємодiя найближчих сусiдiв, число яких
дорiвнює z;

– потенцiал ефективної взаємодiї зводиться до
позитивної константи J > 0, знак якої визначає
тип матерiалу (FM).

У результатi ефективний гамiльтонiан має
вигляд

Hef =
∑
i

εi, (10)

де

εi = −hqsqi ; hq = h+ Tc〈sq〉. (11)

В останньому виразi введена критична температу-
ра Tc = zJ , при цьому εi може бути розглянута,
як енергiя i-го вузла.

Оскiльки модель Iзiнга має дискретну симетрiю,
iнварiантну до перетворення спiну si → −si та зов-
нiшнього поля h → −h, то наша теорiя має сенс
при виконаннi умови (−1)q = −1. Тодi, використо-
вуючи комплексне подання для −1, можна отри-
мати додаткову умову на можливi значення q:

q =
2m+ 1
2n+ 1

, (12)

де m, n – цiлi числа (m,n = 0;±1;±2; ...) (див.
таблицю).

Для подальшого розгляду необхiдно визначити
середнє 〈sq〉 з дробовим показником q. У робо-
тi [24] було розглянуто аналогiчну задачу. Напри-
клад, якщо для змiнної s iснує початковий розпо-
дiл P (s), то може iснувати ще один розподiл Pq(x)
для стохастичної змiнної x = sq. Крiм того, можна
припустити, що цi два розподiли зв’язанi мiж со-
бою спiввiдношенням sqP (s)ds = xPq(x)dx. Якщо
середнє за розподiлом Pq(x) позначити 〈...〉q та ви-
користати звичайнi кутовi дужки 〈...〉 для позна-
чення середнього за початковим розподiлом P (s),
то можна отримати спiввiдношення 〈sq〉 = 〈x〉q.
При цьому у [24] доведено, що така задача має
сенс тiльки у випадку самоподiбних систем, де
функцiя розподiлу має степеневий вигляд, тобто

P (s) = N−1
p s−µ, де µ – показник степеня, Np –

константа нормування:

Np =
1

|1− µ|
aµ−1, a→ 0. (13)

Звернемося до визначення показника µ. З [24]
вiдомо, що при 1 < µ < 2, коли фрактальна роз-
мiрнiсть фазового простору

D = 2− µ

буде меншою за 1, система завжди буде невпоряд-
кованою; у випадку, коли 0 < µ < 1 фракталь-
на розмiрнiсть D > 1 i система може бути впо-
рядкованою. Тому подальший розгляд всiх можли-
вих залежностей рiвноважного значення параме-
тра порядку ми будемо розглядати лише в областi
µ ∈ (0, 1).

У результатi дробове середнє можна представи-
ти у виглядi

〈sq〉 = β−1 (Np(2− µ))β−1 〈s〉β , (14)

де введено позначення

β ≡ q + 1− µ
2− µ

. (15)

Оскiльки у початковiй мiкроскопiчнiй теорiї, по-
будованiй на основi моделi Iзiнга, параметр поряд-
ку, що вiдрiзняє невпорядкований стан (PM) вiд
впорядкованого (FM), являв собою середнiй спiн
〈si〉 = 〈s〉 = η, то i у випадку неекстенсивних си-
стем логiчно буде скористатися цим спiввiдношен-

Деякi можливi значення параметра q

у виглядi звичайного та десяткового дробу
для рiзних значень m та n

m n q q

0 5 1/11 0,091
0 2 1/5 0,2
1 2 3/5 0,6
3 4 7/9 0,778
1 1 1 1
10 9 21/19 1,105
3 2 7/5 1,4
4 2 9/5 1,8
5 2 11/5 2,2
6 2 13/5 2,6
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ням. У результатi отримаємо ефективний гамiль-
тонiан неекстенсивної системи у виглядi

Hef = −
∑
i

(
h+ CTcη

β
)
si, (16)

де параметр

C ≡ β−1 (Np(2− µ))β−1
. (17)

Оскiльки гамiльтонiан (16) вiд’ємний, то поча-
ток вiдлiку не можна вибрати нульовим, в проти-
лежному випадку система при впорядкуваннi бу-
де мати нескiнченно велику вiд’ємну енергiю. Щоб
уникнути цього, слiд врахувати самодiю, що вiд-
ображає принцип Ле-Шательє. Вперше це зробив
академiк АН УРСР М.М. Боголюбов у 50-х ро-
ках минулого столiття при поясненнi на мiкроско-
пiчному рiвнi явища надтекучостi. В його теорiї
складова гамiльтонiана, що вiдображає самодiю,
задається квадратичним доданком

H0 =
N

2
Tc η

2. (18)

У кiнцевому виглядi ефективний гамiльтонiан си-
стеми подається таким чином:

Hef =
N

2
Tc η

2 − h
∑
i

si − CTc η β
∑
i

si. (19)

4. Отримання феноменологiчної
теорiї з мiкроскопiчної картини

Як вiдомо, феноменологiчна теорiя фазових пере-
ходiв Ландау дає спiввiдношення для рiвноважно-
го параметра порядку η ≡ 〈s〉. Для задач подiбно-
го типу середнє визначають згiдно з розподiлом
Гiббса:

P{si} = Z−1 exp
(
−Hef

T

)
, (20)

де Z – статистична сума, Hef – гамiльтонiан (19),
T – температура в енергетичних одиницях.

Спочатку знайдемо статистичну суму за всi-
ма наборами можливих орiєнтацiй спiнiв для всiх
вузлiв:

Z = Z0

∑
{si}

exp

(
α
∑
i

si

)
. (21)

Тут

Z0 ≡ exp
(
−N

2
Tc
T
η2

)
, (22)

α ≡ h

T
+ C

Tc
T
η β . (23)

Оскiльки пiд експонентою у формулi (21) стоїть
сума за всiма вузлами, то дану експоненту можна
представити у виглядi добутку вузельних експо-
нент, який, в свою чергу, можна помiняти мiсцями
iз сумою за всiма наборами спiнiв. У результатi
отримаємо вираз

Z = Z0

N∏
i=1

∑
si

exp(αsi), (24)

де залишаються тiльки тi доданки, котрi вiднося-
ться до даного вузла i, тобто {si} → si. Оскiльки
si = ±1, то остання сума у (24) легко обчислює-
ться:

Z = Z0(2 chα)N . (25)

Пiдставляючи до (25) спiввiдношення (22), (23),
маємо

Z = exp
(
−N

2
Tc
T
η2

)[
2 ch

(
h

T
+ C

Tc
T
η β
)]N

. (26)

Iз термодинамiки вiдомо, що вiльна енергiя по-
в’язана зi статичною сумою спiввiдношенням

F = −T lnZ. (27)

Пiдставляючи статистичну суму неекстенсивної
системи (26) до (27), отримуємо остаточний вираз
для вiльної енергiї неекстенсивної системи:

F =
N

2
Tc η

2 − TN ln 2− TN ln ch
(
h

T
+ C

Tc
T
η β
)
.

(28)

Тут перший доданок вiдповiдає енергiї самодiї,
другий доданок не залежить вiд параметра поряд-
ку, але вiдiграє важливу роль, оскiльки визначає
зменшення енергiї за рахунок зростання безладу.
Основну роль у рiвняннi (28) вiдiграє останнiй до-
данок, який не зводиться до стандартної форми
(наприклад, до форми Ландау). Але цього i не
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повинно бути, оскiльки енергiя (28) отримана iз
мiкроскопiчної теорiї та вiрна за будь-якої темпе-
ратури T , а феноменологiчна теорiя Ландау, по-
перше, вiрна поблизу критичної температури Tc,
по-друге, не враховує властивiсть неаддитивностi.

Для отримання феноменологiчної теорiї слiд
провести розклад косинуса гiперболiчного та ло-
гарифма в рiвняннi (28). У результатi отримаємо
формулу для вiльної енергiї у загальнiй формi:

F =
N

2
Tc η

2 − TN ln 2−

−TN
2

[(
h

T
+ C

Tc
T
η β
)2

− 1
6

(
h

T
+ C

Tc
T
η β
)4
]
. (29)

Далi введемо позначення густини вiльної енергiї,
яка припадає на один вузол:

f =
F

N
. (30)

У наближеннi h = 0 рiвняння (29) можна перепи-
сати у виглядi

f = −T ln 2 +
Tc
2
η2 − C2T 2

c

2T
η2β +

C4T 4
c

12T 3
η4β . (31)

Перший доданок у (31) виник у зв’язку зi змен-
шенням вiльної енергiї за рахунок переходу iз не-
впорядкованого стану до впорядкованого та не за-
лежить вiд параметра порядку, при цьому пiд змi-
ною вiльної енергiї мається на увазi тiльки рiзниця
в початках вiдлiку впорядкованої та невпорядко-
ваної фаз. Цей доданок нехарактерний для фено-
менологiчної теорiї, оскiльки мiстить надлишкову
iнформацiю, котру неможливо отримати наближе-
ними методами. Таким чином, виразом −T ln 2 для
феноменологiчного випадку можна знехтувати. У
результатi отримаємо

f =
Tc
2
η2 − C2T 2

c

2T
η2β +

C4T 4
c

12T 3
η4β . (32)

Враховуючи те, що для q → 1 всi спiввiдноше-
ння, використанi у рамках неекстенсивної меха-
нiки, набувають “класичного” вигляду, розгляне-
мо, який вигляд у цьому випадку матиме густина
енергiї (32):

fq→1 =
T − Tc

2
η2 +

1
4
Tc
3
η4. (33)

Тут враховано, що згiдно з (17) коефiцiєнт C ≡ 1
при q → 1.

Порiвнюючи рiвняння (33) з розкладом Ландау

fL =
A

2
η2 +

B

4
η4,

можна записати, що в нашому випадку B = Tc/3,
A = α(T − Tc), де α ≡ 1.

Не враховуючи доданок, пропорцiйний ln 2, роз-
глянемо густину вiльної енергiї, отриману iз (29),
в границi q → 1:

fq→1 =
T − Tc

2
η2 +

1
4
Tc
3
η4 − ηh+O(h, η). (34)

Оскiльки добавка O(h, η) мiстить добутки h та
η зi степенями, вищими за першу, то в наближеннi
слабких полiв цими доданками можна знехтувати.
У результатi рiвняння (34) зводиться до стандар-
тної форми Ландау для вiльної енергiї з урахува-
нням зовнiшнього поля:

fL =
A

2
η2 +

B

4
η4 − ηh. (35)

Таким чином, спiввiдношення (33) та (35) в грани-
цi q → 1 приводять до стандартної феноменологi-
чної теорiї Ландау.

5. Рiвноважне значення
параметра порядку

Згiдно з умовою рiвноваги ∂f
∂η = 0 для випадку ну-

льового зовнiшнього поля iз (32) отримаємо спiв-
вiдношення

η
Tc
T

[
T − βC2Tcη

2(β−1) +
βC4T 3

c

3T 2
η2(2β−1)

]
= 0.

(36)

Очевидно, що перше стацiонарне рiшення η0 = 0
вiдповiдає невпорядкованому стану. Дорiвнюючи
нулю квадратну дужку, пiсля подiлу на критичну
температуру Tc отримуємо неявний вигляд стацiо-
нарного рiшення, що вiдповiдає впорядкованому
стану:

T

Tc
− βC2η

2(β−1)
0 +

βC4

3
T 2
c

T 2
η
2(2β−1)
0 = 0. (37)

За аналогiєю з теорiєю Ландау розглянемо на-
шу систему поблизу критичної температури, тобто
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Рис. 2. Залежнiсть безрозмiрної вiльної енергiї (40) вiд параметра порядку η для a = 0,001, µ = 0,5, поля (а), (с)
вiдповiдають θ = 0,5, поля (b), (d) – θ = 1,5; для кривої 1 – q = 1/5; 2 – q = 3/5; 3 – q = 7/9; 4 – q = 1; 5 – q = 21/19; 6 –
q = 7/5; 7 – q = 9/5; 8 – q = 11/5; 9 – q = 13/5
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Рис. 3. Залежнiсть рiвноважного значення параметра по-
рядку η0 вiд безрозмiрної температури θ для a = 0,001,
µ = 0,5. Крива 1 вiдповiдає q = 1/5; 2 – q = 3/5; 3 – q = 7/9;
4 – q = 1; 5 – q = 21/19; 6 – q = 7/5; 7 – q = 9/5

для випадку |T −Tc| � Tc. Крiм того, введемо без-
розмiрну температуру

θ =
T

Tc
. (38)

У результатi можна отримати залежнiсть θ(η0):

θ = βC2η
2(β−1)
0

(
1− C2

3
η2β
0

)
. (39)

Враховуючи те, що для температури у ролi мас-
штабу вимiрювання ми вибрали критичну темпе-
ратуру Tc, природно буде далi вибрати масштаби
i для iнших змiнних. Для параметра порядку мо-
жна скористатися загальновiдомим спiввiдношен-
ням теорiї Ландау η0L = (−ε)1/2, що вiдображає
залежнiсть рiвноважного значення параметра по-
рядку вiд вiдносної температури ε ≡ T−Tc

Tc
. По-

рiвнюючи η0L з η0 iз (39) для випадку q → 1,
отримуємо масштаб вимiрювання параметра по-
рядку ηs ≡

√
3. Для густини вiльної енергiї ви-

бираємо масштаб fs ≡ η2
sTc, а для поля hs ≡ Tc

вiдповiдно.
У результатi у безрозмiрному випадку рiвняння

(32) i (39) набувають вигляду

f =
θ

2
η2 − 3β−1C2

2
η2β +

32(β−1)C4

4
η4β , (40)
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θ = βC2η
2(β−1)
0

(
1− C2

3
η2β
0

)
. (41)

Вiдповiднi залежностi зображенi на рис. 2 та 3
вiдповiдно.

Як видно з рис. 2, чим бiльше параметр неекс-
тенсивностi вiдрiзняється вiд критичного значен-
ня q = 1, тим для менших значень параметра по-
рядку реалiзується впорядкований стан. Крiм то-
го, як свiдчать крива 1 (див. вставку на рис. 2, а)
та кривi 6–9 (див. рис. 2, с), навiть для температур,
менших за критичну, можлива реалiзацiя впоряд-
кованого стану.

На рис. 3 вiдображена температурна залежнiсть
рiвноважного значення параметра порядку для рi-
зних значень параметра q. При цьому для q < 1
змiнюється характер залежностi (порiвн. кривi 1–
3 з кривою 4 на рис. 3). Слiд вiдзначити також,
що для кривих 2, 3 максимально можливе значен-
ня параметра порядку реалiзується за температу-
ри порядку (0,1–0,2)Tc, але цей результат можна
пояснити тим, що залежнiсть (32) була отримана
за умови наближення |T − Tc| � Tc. Аналiзую-
чи кривi 5–7 на рис. 3, можна зробити висновок,
що рiвноважне значення параметра порядку за-
знає стрибка, тобто фазовий перехiд для неекстен-
сивних систем може реалiзуватися за механiзмом
фазового переходу першого роду (останнє може
бути перевiрено лише експериментально), або зна-
чення параметра q > 1 для такого випадку не
реалiзуються.

6. Висновки

Останнiм часом багато теоретикiв пiд час до-
слiдження складних систем все частiше зверта-
ються до узагальнення статистики Больцмана–
Гiббса за допомогою пiдходу Тсаллiса. Завдя-
ки цьому узагальненню стало можливим опи-
сання багатьох явищ та ефектiв, що спосте-
рiгалися ранiше, але не знайшли теоретичного
вiдображення.

У данiй роботi пiдхiд Тсаллiса було застосовано
до гамiльтонiана Iзiнга та до статистичної суми,
що описує мiкроскопiчну систему iз набору спi-
нових змiнних. У результатi в рамках наближен-
ня середнього поля iз мiкроскопiчної картини мо-
жна отримати феноменологiчний пiдхiд, який ха-
рактеризує перехiд парамагнетик–феромагнетик
для неекстенсивних систем.

Дана робота була виконана за участю Мi-
нiстерства освiти i науки, молодi та спор-
ту України в рамках держбюджетної теми
№ 0112U001380.
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МИКРОСКОПИЧЕСКОЕ
ОПИСАНИЕ НЕЭКСТЕНСИВНЫХ
СИСТЕМ В РАМКАХ МОДЕЛИ ИЗИНГА

Р е з ю м е

Деформированный гамильтониан Изинга для описания по-
ведения неэкстенсивных систем был представлен путем за-
мены спиновой переменной si на деформированную sq

i .
В рамках теории среднего поля был исследован фазовый
переход парамагнетик–ферромагнетик для деформирован-
ной статсуммы. В приближении Ландау было проанали-
зировано влияние параметра неэкстенсивности q на пло-
тность свободной энергии и стационарное значение пара-
метра порядка.

O.V. Yushchenko, A.Yu. Badalyan

MICROSCOPIC DESCRIPTION
OF NONEXTENSIVE SYSTEMS
IN THE FRAMEWORK OF THE ISING MODEL

S u m m a r y

To describe the behavior of nonextensive systems, the deformed

Ising Hamiltonian is introduced by substituting the spin vari-

able si by the deformed one sq
i . In the framework of mean-field

theory, the phase transition paramagnet–ferromagnet is inves-

tigated for the deformed partition function. The influence of

the non-extensive parameter q on the free-energy density and

the steady-state value of order parameter is studied in the Lan-

dau approximation.
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