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ФАКТОР ПОТУЖНОСТI
ШАРУВАТОГО ТЕРМОЕЛЕКТРИЧНОГО
МАТЕРIАЛУ IЗ ЗАМКНЕНОЮ ПОВЕРХНЕЮ
ФЕРМI В КВАНТУЮЧОМУ МАГНIТНОМУ ПОЛIУДК 538.9

Дослiджено залежнiсть фактора потужностi шаруватого термоелектричного мате-
рiалу iз замкненою поверхнею Фермi в квантуючому магнiтному полi при гелiєвих тем-
пературах для випадку, коли магнiтне поле та градiєнт температури спрямованi пер-
пендикулярно до шарiв. Розрахунки проведено в наближеннi сталого часу релаксацiї. У
слабких магнiтних полях ефекти шаруватостi виражаються у вiдставаннi осциляцiй
фактора потужностi за фазою, збiльшеннi їх вiдносного внеску i у деякому зменшен-
нi величини фактора потужностi в цiлому. В областi сильних магнiтних полiв iснує
оптимальний дiапазон, в якому фактор потужностi рiзко зростає i досягає максиму-
му, абсолютна величина котрого при вибраних параметрах задачi в наближеннi ефе-
ктивної маси на 12% бiльша, нiж для реального шаруватого кристала. Попри низькi
температури, при цих параметрах максимум фактора потужностi в магнiтному полi
з iндукцiєю близько 1 Тл досягає значення, характерного для перспективних купратних
термоелектричних матерiалiв при температурi понад 1000 К. Для цього необхiдно,
щоб вiдношення довжини вiльного пробiгу носiїв заряду до вiдстанi мiж сусiднiми ша-
рами становило 30000 або бiльше. Однак в ультраквантових магнiтних полях фактор
потужностi рiзко знижується за законом P ∝ T−3B−6. Основною причиною тако-
го зниження є стиск поверхнi Фермi в напрямку магнiтного поля в ультраквантовiй
границi внаслiдок конденсацiї носiїв заряду на днi єдиної заповненої пiдзони Ландау з
номером n = 0.
К люч о в i с л о в а: фактор потужностi, термоелектричний коефiцiєнт, квантуюче магнi-
тне поле, пiдзона Ландау, замкнена поверхня Фермi.

1. Вступ

Сьогоднi iнтенсивно дослiджуються термоеле-
ктричнi властивостi багатьох матерiалiв. Об’єкта-
ми дослiджень є метали, сплави, напiвпровiдники
[1, 2], фулерени [3], композити [4], у тому числi
бiоморфнi [5], та iн. Перспективним термоелектри-
чним матерiалом є графен [6]. Саме своєрiдний фо-
тотермоелектричний ефект в ньому, котрий ранi-
ше вважався суто фотовольтаїчним, дозволяє роз-
глядати графен як матерiал для сонячних елемен-
тiв з високим коефiцiєнтом корисної дiї.

Широко розробляється теорiя термоелектри-
чних властивостей матерiалiв, у тому числi нано-
систем [7, 8]. Так, одну з перших робiт з теорiї по-
перечних термоелектричних коефiцiєнтiв металiв
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у квантуючому магнiтному полi було опублiкова-
но А.М. Косєвичем та В.В. Андреєвим [9].

Велика кiлькiсть дослiджуваних матерiалiв,
наприклад, напiвпровiдниковi системи класу
AIIIBVICVII, iнтеркальованi сполуки графiту,
синтетичнi метали на основi органiчних сполук,
графен та iн. за своєю кристалiчною структурою
належать до шаруватих. В той самий час у пере-
важнiй бiльшостi теоретичних робiт, присвячених
поведiнцi таких шаруватих систем у квантую-
чих магнiтних полях, вивчаються в основному
поперечнi гальваномагнiтнi ефекти. Теплопро-
вiднiсть графену за наявностi магнiтного поля,
в тому числi в квантуючому магнiтному полi,
його провiднiсть при сталому та змiнному струмi,
квантовий ефект Хола в ньому розглядались в
роботах [10, 11]. При цьому його поверхня Фермi
вважалась вiдкритою, тобто такою, котра займає
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всю одновимiрну зону Брiллюена i при перiоди-
чному продовженнi виявляється зв’язною, тобто
являє собою суцiльний гофрований цилiндр. В
основному цi роботи було присвячено дослiджен-
ню поведiнки носiїв заряду в площинi шарiв. Тому
для опису зонної структури графену ефективною
виявилась концепцiя “безмасового нейтрино” з
лiнiйною залежнiстю енергiї вiд квазiiмпульсу в
площинi шарiв. У цьому випадку рiвнi енергiї
в квантуючому магнiтному полi визначались
методом ефективного гамiльтонiана.

З iншого боку, в попереднiх роботах автор пока-
зав, що ефекти шаруватостi при дослiдженнi по-
ведiнки носiїв заряду в напрямку, перпендикуляр-
ному до шарiв, можуть бути добре вираженими i
при замкнених поверхнях Фермi (ПФ) [12], або ж
при топологiчному переходi вiд вiдкритих ПФ до
замкнених [13].

Слiд зауважити, що фактор потужностi, який
являє собою добуток квадрата термоелектричного
коефiцiєнта на провiднiсть, є доволi показовою iн-
тегральною характеристикою системи вiльних но-
сiїв заряду в матерiалi [14], важливою для оцiнки
його термоелектричних властивостей i перспектив
застосування. Внаслiдок цього метою даної статтi
є розрахунок i дослiдження залежностi фактора
потужностi шаруватого термоелектричного мате-
рiалу iз замкненою ПФ вiд iндукцiї квантуючого
магнiтного поля.

2. Розрахунок фактора потужностi
шаруватого кристала та обговорення
отриманих результатiв

Пiд час розрахунку фактора потужностi шару-
ватого кристала в квантуючому магнiтному полi,
перпендикулярному до площини шарiв, будемо ви-
користовувати такий закон дисперсiї носiїв заряду:

ε (n, x) = µ∗B (2n+ 1) +W (x), (1)

де µ∗ = µBm0/m∗, µB – магнетон Бора, m0 – ма-
са вiльного електрона, m∗ – ефективна маса еле-
ктрона у площинi шарiв, B – iндукцiя магнiтного
поля, n – номер рiвня Ландау, W (x) – закон дис-
персiї носiїв заряду вздовж осi надґратки, причому
x = akz, де kz – компонента квазiiмпульсу вздовж
осi надґратки, a – вiдстань мiж трансляцiйно еквi-
валентними шарами.

З метою вивчення впливу ефектiв шаруватостi
на фактор потужностi його розрахунок проведемо
для двох випадкiв, а саме випадку закону сильного
зв’язку:

W (x) = Δ (1− cosx), (2)

де Δ – пiвширина мiнi-зони, яка визначає рух еле-
ктронiв мiж шарами, i для випадку, коли у фор-
мулi (2) збережено лише квадратичний член по
x, що вiдповiдає наближенню ефективної маси.
При цьому для обох випадкiв врахуємо залежнiсть
хiмiчного потенцiалу електронного газу вiд iнду-
кцiї магнiтного поля. Для спрощення розрахун-
кiв час релаксацiї носiїв заряду будемо вважати
сталим. З цiєю ж метою не будемо детально роз-
глядати вплив фактора Дiнгла на осциляцiї по-
здовжньої провiдностi (осциляцiї Шубнiкова–де-
Гааза), та осциляцiї поздовжнього термоелектри-
чного коефiцiєнта αzz, який (з точнiстю до знака)
визначається як коефiцiєнт пропорцiйностi мiж
градiєнтом електрохiмiчного потенцiалу системи
носiїв заряду i градiєнтом температури за умови
рiвностi струму нулевi. Слiд однак зазначити, що
при розсiюваннi електронiв на домiшках i дефе-
ктах кристалiчної ґратки вказаний фактор може
бути iстотним [15].

Якщо виходити з кiнетичного рiвняння Боль-
цмана i дiяти так само, як i при виведеннi формули
для поздовжньої електропровiдностi, можна отри-
мати таку загальну формулу для термоелектри-
чного коефiцiєнта αzz:

αzz = −

[
∂

∂T

∑
γ

τγgγv
2
zγf

0 (εγ)

]
×

×

[
e
∂

∂ζ

∑
γ

τγgγv
2
zγf

0 (εγ)

]−1

. (3)

У цiй формулi: T – абсолютна температура, e – мо-
дуль елементарного заряду, ζ – хiмiчний потенцiал
системи носiїв заряду, якi ми вважаємо електрона-
ми, γ ≡ (n, x) – набiр квантових чисел, що хара-
ктеризують енергiю електрона, τγ – час релаксацiї
носiїв заряду, vzγ – поздовжня швидкiсть електро-
на, gγ – статистична вага рiвня Ландау в розра-
хунку на одиницю об’єму кристала, f0 (εγ) – фун-
кцiя розподiлу Фермi–Дiрака. Для закону диспер-
сiї (1) за умови, що τγ ≡ τ (x) формула (3) набуває
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вигляду

αzz =
πk

e

A

B + C
. (4)

У нiй величини A,B,C мають такi значення:

A=
∞∑
l=1

(−1)l−1
f th
l

∫
W (x)≤ζ

τ (x)W ′ (x)2×

× sin
[
πl
ζ −W (x)
µ∗B

]
dx, (5)

B = 0,5
∫

W (x)≤ζ

τ (x)W ′ (x)2 dx, (6)

C=
∞∑
l=1

(−1)l fσl

∫
W (x)≤ζ

τ (x)W ′ (x)2×

× cos
[
πl
ζ −W (x)
µ∗B

]
dx. (7)

При цьому

f th
l =

[
sh
(
π2lkT

/
µ∗B

)]−1×

×
[
1−

(
π2lkT

/
µ∗B

)
cth
(
π2lkT

/
µ∗B

)]
, (8)

fσl =
(
π2lkT

/
µ∗B

) [
sh
(
π2lkT

/
µ∗B

)]−1
. (9)

У цих формулах sh (x) та cth (x) – гiперболiчнi си-
нус та котангенс вiдповiдно. У вiдповiдностi з ре-
зультатами роботи [12] повну поздовжню електро-
провiднiсть шаруватого кристала можна записати
у виглядi

σzz =
32π2e2m∗a

h4
(B + C). (10)

Отже, фактор потужностi шаруватого кристала
дорiвнює:

P =
32π4k2m∗aA2

h4 (B + C)
. (11)

У конкретному випадку закону дисперсiї (2) для
випадку τ (x) ≡ τ0 легко перейти до безрозмiрної
форми коефiцiєнтiв A,B,C i записати фактор по-
тужностi у виглядi

P =
16π4k2m∗aΔ2τ0A

2

h4 (B + C)
. (12)

Тепер коефiцiєнти A,B,C мають такi значення:

A =
∞∑
l=1

(−1)l−1f th
l

{
sin
(
πl
ζ −Δ
µ∗B

)[
(C0 − C2)×

×J0

(
πlΔ
µ∗B

)
+
∞∑
r=1

(−1)r (2C2r − C2r+2 − C2r−2)×

×J2r

(
πlΔ
µ∗B

)]
+ cos

(
πl
ζ −Δ
µ∗B

) ∞∑
r=0

(−1)r×

×
(
2C2r+1 − C2r+3 − C|2r−1|

)
J2r+1

(
πlΔ
µ∗B

)}
, (13)

B = 0,5 (C0 − C2). (14)

C =
∞∑
l=1

(−1)l fσl

{
cos
(
πl
ζ −Δ
µ∗B

)[
(C0 − C2)×

×J0

(
πlΔ
µ∗B

)
+
∞∑
r=1

(−1)r (2C2r − C2r+2 − C2r−2)×

×J2r

(
πlΔ
µ∗B

)]
− sin

(
πl
ζ −Δ
µ∗B

) ∞∑
r=0

(−1)r ×

×(2C2r+1 − C2r+3 − C|2r−1|)J2r+1

(
πlΔ
µ∗B

)}
. (15)

У формулах (13)–(15) Jn (x) – функцiї Беселя пер-
шого роду дiйсного аргументу.

Модулюючi коефiцiєнти Cm визначаються так:

C0 = arccos
(
1− ζ − µ∗B

Δ

)
, (16)

Cm =
sinmC0

m
при m 6= 0. (17)

Формули (12)–(17) у наближеннi, що розглядає-
ться, повнiстю визначають температурну i польову
залежнiсть фактора потужностi шаруватого кри-
стала. При цьому в формулах (16) i (17) хiмiчний
потенцiал газу носiїв заряду вважається залежним
вiд магнiтного поля. Причиною вiднiмання вiд ньо-
го величини µ∗B, тобто мiнiмальної енергiї еле-
ктрона є стиск ПФ кристала у квантуючому ма-
гнiтному полi.

У наближеннi ефективної маси безрозмiрнi кое-
фiцiєнти A,B,C вiдповiдно дорiвнюють:

A =
∞∑
l=1

(−1)l−1f th
l

{
µ∗B

πlΔ

√
2 (ζ − µ∗B)

Δ
−
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− 1
π

(
µ∗B

lΔ

)3/2
[
cos
(
πlζ

µ∗B

)
C

(√
2l
(

ζ

µ∗B
− 1
))

+

+ sin
(
πlζ

µ∗B

)
S

(√
2l
(

ζ

µ∗B
− 1
))]}

, (18)

B =
1
6

[
2
(
ζ − µ∗B

Δ

)]3/2
, (19)

C =
∞∑
l=1

(−1)lfσl
1
π

(
µ∗B

lΔ

)3/2
[
sin
(
πlζ

µ∗B

)
×

×C

(√
2l
(

ζ

µ∗B
− 1
))
− cos

(
πlζ

µ∗B

)
×

×S

(√
2l
(

ζ

µ∗B
− 1
))]

. (20)

У цих формулах C (x) та S (x) – косинус та синус-
iнтеграли Френеля вiдповiдно.

Для подальших обчислень нам знадобиться за-
лежнiсть хiмiчного потенцiалу ζ газу носiїв заряду
вiд квантуючого магнiтного поля. У роботi [12] ця
залежнiсть вже наводилась, але в даному випадку
корисно нагадати її. Рiвняння, яке визначає хiмi-
чний потенцiал електронного газу в квантуючому
магнiтному полi при низьких температурах, має
такий загальний вигляд:

n0 =
4m∗

ah2

∫
W (x)≤ζ

[ζ −W (x)] dx+
8πm∗kT
ah2

×

×
∞∑
l=1

(−1)l

sh
(
π2lkT

/
µ∗B

) ∫
W (x)≤ζ

sin
(
πl
ζ −W (x)
µ∗B

)
dx,

(21)

де n0 – об’ємна концентрацiя носiїв заряду в
кристалi.

Рiвняння (21) для закону дисперсiї (2) у випадку
замкнених ПФ набуває вигляду

n0 =
4m∗Δ
ah2

[
(γ − 1)C0 +

√
2γ − γ2

]
+

+
8m∗πkT
ah2

∞∑
l=1

(−1)l

sh
(
π2lkT

/
µ∗B

){sin
(
πl
ζ −Δ
µ∗B

)
×

×

[
C0J0

(
πlΔ
µ∗B

)
+ 2

∞∑
r=1

(−1)r C2rJ2r

(
πlΔ
µ∗B

)]
+

+2 cos
(
πl
ζ −Δ
µ∗B

) ∞∑
r=0

(−1)rC2r+1J2r+1

(
πlΔ
µ∗B

)}
. (22)

У цьому рiвняннi модулюючi коефiцiєнти Cm слiд
брати при B = 0, при цьому γ = ζ/Δ.

У випадку вiдкритих поверхонь, тобто при γ −
µ∗B/Δ ≥ 2 у формулах (13)–(17) та (22) слiд по-
класти C0 = π i, окрiм того, радикал у формулi
(22) вважати рiвним нулевi.

При переходi у рiвняннi (22) до наближення ефе-
ктивної маси воно набуде вигляду

n0 =
8m∗ζ
3ah2

√
2ζ
Δ

+
8πm∗kT
ah2

√
µ∗B

Δ
×

×
∞∑
l=1

(−1)l

l1/2sh
(
π2lkT

/
µ∗B

) [sin( πlζ
µ∗B

)
C

(√
2lζ
µ∗B

)
+

+ cos
(
πlζ

µ∗B

)
S

(√
2lζ
µ∗B

)]
. (23)

Концентрацiю носiїв заряду для обох дослiджува-
них випадкiв будемо вважати однаковою i визна-
чати за формулою

n0 =
4m∗Δ
ah2

[
(γ0−1) arccos (1−γ0)+

√
2γ0− γ2

0

]
, (24)

де γ0 = ζ0/Δ, причому ζ0 – енергiя Фермi еле-
ктронного газу в кристалi з законом дисперсiї (2)
при абсолютному нулi температури i за вiдсутностi
магнiтного поля.

Рiвняння (22) та (23) можуть бути розв’язанi чи-
сельно i результати цього розв’язання для шарува-
того кристала iз замкненою ПФ в дiапазонi наве-
дено на рис. 1.

При зростаннi магнiтного поля обидвi кривi
зближуються, оскiльки рiвняння (22) у випадку
замкнених ПФ у сильному квантуючому магнiтно-
му полi має такий асимптотичний розв’язок [12]:

ζ (B) = µ∗B + Δ
[
1− cos

(
f (γ0) Δ
2µ∗B

)]
, (25)

причому у випадку замкнених поверхонь

f (γ0) = (γ0 − 1) arccos (1− γ0) +
√

2γ0 − γ2
0 , (26)

звiдки видно, що в ультраквантовiй границi єдина
заповнена пiдзона Ландау звужується i це звуже-
ння обов’язково слiд враховувати при розрахунку
фактора потужностi.
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Рис. 1. Польова залежнiсть хiмiчного потенцiалу при γ0 =

= 1 i kT/Δ = 0,03 для шаруватого кристала (суцiльна кри-
ва) i в наближеннi ефективної маси (пунктирна крива).
Тонка пунктирна лiнiя – граничний випадок ζ = µ∗B

У наближеннi ефективної маси формула (25) на-
буває вигляду

ζ (B) = µ∗B +
Δ3f2 (γ0)
8 (µ∗B)2

. (27)

Зауважимо, що усi наведенi вище формули для по-
здовжнього термоелектричного коефiцiєнта та фа-
ктора потужностi отримано також за умови мало-
стi уширення енергетичних рiвнiв за рахунок вза-
ємодiї порiвняно з вiдстанню мiж рiвнями Ландау.
Лише в цьому випадку можна прямо пов’язати
уширення енергетичних рiвнiв з часом релаксацiї,
а зумовленим розсiюванням зсувом енергетичних
рiвнiв знехтувати. Тодi пiдхiд, що ґрунтується на
рiвняннi Больцмана, повнiстю еквiвалентний пiд-
ходовi, заснованому на формалiзмi Кубо.

Для обчислення фактора потужностi нам ще
знадобиться вираз для часу релаксацiї τ0. Цей час
для довiльного γ0 ми будемо визначати так само,
як i в роботах [12, 13], а саме, за формулою

τ0 =
lm∗es
hk0

, (28)

де l – довжина вiльного пробiгу носiїв заряду, зу-
мовлена розсiюванням на домiшках, k0 – радiус
еквiвалентної сфери, якою замiнюється реальна
ПФ для того, щоб розсiювання можна було роз-
глядати як iзотропне, m∗es – еквiвалентна маса но-
сiїв заряду на цiй сферi. Останнi два параметри
визначаються так, щоб концентрацiя носiїв заряду
i енергiя Фермi збiгалися з цими параметрами, ви-
значеними або для реального шаруватого криста-

ла, або в наближеннi ефективної маси. Тому для
обох випадкiв

k0 = 3

√
12π2m∗Δf (γ0)

ah2
. (29)

А параметр m∗es для реального шаруватого кри-
стала визначається за формулою

m∗es =
h2k2

0

8π2γ0Δ
, (30)

а в наближеннi ефективної маси – за формулою

m∗es =
h2k2

0

8π2γ0emΔ
. (31)

Тому остаточно отримаємо такий вираз для фа-
ктора потужностi кристала:

P = P0
A2

B + C
, (32)

причому для реального шаруватого кристала P0

визначається за формулою:

P0 =
2π3k2m∗a2Δ

h3γ0

3

√
12π2m∗Δf (γ0)

ah2
N, (33)

а в наближеннi ефективної маси за формулою:

P0 =
2π3k2m∗a2Δ

h3γ0em

3

√
12π2m∗Δf (γ0)

ah2
N. (34)

Коефiцiєнти A,B,C у формулi (32) визначаються
вiдповiдно за формулами (13)–(15) для реального
шаруватого кристала та (18)–(20) – у наближеннi
ефективної маси. Крiм того, N ≡ l/a.

Результати розрахунку польової залежностi фа-
ктора потужностi шаруватого кристала в рiзних
дiапазонах iндукцiї квантуючого магнiтного поля
наведено на рис. 2, 3.

З рис. 2 видно, що осциляцiї фактора потужно-
стi у випадку реального шаруватого кристала ви-
раженi сильнiше, а абсолютна величина фактора
потужностi менша, нiж у наближеннi ефективної
маси. Як i у випадку з поздовжньою провiднiстю,
це пояснюється тим, що, з одного боку, всяке обме-
ження вiльного руху носiїв заряду зменшує про-
вiднiсть, а, з iншого боку – бiльш слабкою зале-
жнiстю перерiзу ПФ площиною, перпендикуляр-
ною до напрямку магнiтного поля вiд поздовжньо-
го квазiiмпульсу. Крiм того, у випадку реального
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шаруватого кристала має мiсце деяке вiдставання
осциляцiй за фазою внаслiдок того, що при однiй i
тiй самiй концентрацiї носiїв заряду енергiя Фермi
для реального шаруватого кристала дещо менша,
нiж в наближеннi ефективної маси. Цей же фактор
також дає внесок у збiльшення вiдносного внеску
осциляцiй фактора потужностi.

Зауважимо, що в традицiйному квазiкласично-
му наближеннi фактор потужностi дорiвнює:

P = P0
3 (µ∗B)3

23/2π2Δ3/2ζ3/2
×

×

[ ∞∑
l=1

(−1)l−1
l−3/2f th

l cos
(
πlζ

µ∗B
− π

4

)]2

. (35)

З цiєї формули знову зрозумiло, що при сталiй
енергiї Фермi неможливо вирiзнити вплив ефектiв
шаруватостi на фактор потужностi. Але, оскiль-
ки при сталiй концентрацiї носiїв заряду енергiя
Фермi для реального шаруватого кристала дещо
менша, нiж у наближеннi ефективної маси, осци-
ляцiї фактора потужностi у шаруватому криста-
лi повиннi бути вираженi рiзкiше, нiж у набли-
женнi ефективної маси, що справдi має мiсце. У
той самий час рис. 2 свiдчить про те, що фактор
потужностi в наближеннi ефективної маси є де-
що бiльшим, нiж у випадку реального шарувато-
го кристала, хоча з формули (35) при врахуван-
нi формул (33) i (34) випливає обернена ситуацiя.
Така уявна суперечнiсть має мiсце, оскiльки на
значення фактора потужностi впливає також мо-
нотонна складова термоелектричного коефiцiєнта,
яка не може бути врахована у рамках традицiйно-
го пiдходу, для якого конкретна форма i розмiри
ПФ неiстотнi.

З рис. 3 видно, що i в сильних квантуючих магнi-
тних полях осциляцiї фактора потужностi у випад-
ку реального шаруватого кристала вираженi силь-
нiше, нiж у наближеннi ефективної маси. Однак
пiсля останнього осциляцiйного мiнiмуму фактор
потужностi починає рiзко зростати i досягає ма-
ксимуму приблизно в точцi останнього осциля-
цiйного пiка хiмiчного потенцiалу. Наявнiсть цьо-
го максимуму можна пояснити такими фiзичними
мiркуваннями. З одного боку, зрозумiло, що у вiд-
повiдностi iз загальними термодинамiчними спiв-
вiдношеннями, яким цiлком вiдповiдає формула
(35), так само, як i формули (13) i (18) та рис. 2 i 3,

Рис. 2. Польова залежнiсть фактора потужностi при γ0 =

= 1, 0,05 ≤ µ∗B/Δ ≤ 0,1 kT/Δ = 0,03 для реального шару-
ватого кристала (суцiльна крива) i в наближеннi ефектив-
ної маси (пунктирна крива)

Рис. 3. Польова залежнiсть фактора потужностi при γ0 =

= 1, 0 ≤ µ∗B/Δ ≤ 2kT/Δ = 0,03 для реального шаруватого
кристала (суцiльна крива) i в наближеннi ефективної маси
(пунктирна крива)

при достатньо слабких магнiтних полях i низьких
температурах фактор потужностi повинен пряму-
вати до нуля. З iншого боку, вiн повинен прямува-
ти до нуля i в ультраквантовiй границi внаслiдок
стискання ПФ вздовж напрямку магнiтного поля.
Але тотожно дорiвнювати нулевi цей фактор не
може. Отже, при деякiй iндукцiї магнiтного поля
вiн повинен мати максимум. Крiм того, з рисунка
видно, що в наближеннi ефективної маси макси-
мум фактора потужностi є бiльшим i виражений
рiзкiше, нiж для реального шаруватого кристала.
Це пояснюється бiльшою щiльнiстю електронних
станiв i бiльш рiзкою залежнiстю її вiд енергiї у ви-
падку реального шаруватого кристала. Однак з тi-
єї ж причини фактор потужностi пiсля максимуму
у випадку реального шаруватого кристала спадає
повiльнiше, нiж у наближеннi ефективної маси.
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Чисельнi розрахунки свiдчать про те, що, напри-
клад, при Δ = 0,01 еВ, m∗ = 0,01m0, kT/Δ = 0,03,
a = 1 нм, γ0 = 1 максимальний фактор потужно-
стi для реального шаруватого кристала дорiвнює
3,350 · 10−9N Вт/(м·К2), а в наближеннi ефектив-
ної маси – 3,758 · 10−9N Вт/(м·К2). З iншого бо-
ку, перспективними термоелектричними матерiа-
лами вважаються такi, для яких фактор потужно-
стi (щоправда, при 1000 К) становить, наприклад,
1,04 ·10−4 Вт/(м·К2) [14]. Такому значенню факто-
ра потужностi в наших умовах вiдповiдає значен-
ня N = (2,767–3,104) · 104, тобто довжина вiльного
пробiгу носiїв заряду l = 28–31 мкм. За такого вiд-
ношення довжини вiльного пробiгу до вiдстанi мiж
сусiднiми шарами прирiвнювання фактора Дiнгла
до одиницi в усьому дiапазонi дослiджуваних ма-
гнiтних полiв є цiлком законним. Цi показники мо-
жна розглядати як своєрiдний варiант “технiчних
вимог” до термоелектричного матерiалу. При цих
самих параметрах задачi iндукцiя магнiтного по-
ля, в якому досягається максимум фактора поту-
жностi, становить приблизно 1,018 Тл.

Насамкiнець встановимо асимптотичний закон
спаду фактора потужностi в ультраквантовiй гра-
ницi. Для цього замiсть ζ у вирази для коефi-
цiєнтiв A,B,C (5)–(7) пiдставимо вираз (27), пi-
сля чого за рахунок тригонометричних множникiв
(−1)l скомпенсується. Замiнимо косинуси на оди-
ницi, а синуси – на їх аргументи, а вираз f th

l при
µ∗B/kT � 1 представимо у виглядi

f th
l =

(
π2lkT

/
µ∗B

)2
2sh

(
π2lkT

/
µ∗B

) . (36)

При пiдсумовуваннi рядiв по l врахуємо, що чи-
сельний аналiз показує справедливiсть таких спiв-
вiдношень (для малих δ):

∞∑
l=1

δl

sinh (δl)
=

2,467
δ

, (37)

∞∑
l=1

δl3

sinh (δl)
=

12,176
δ3

. (38)

Пiдiнтегральнi вирази у формулах (5)–(7) розкла-
демо в ряди по x з точнiстю до головних членiв i
виконаємо iнтегрування у межах вiд 0 до f(γ0)Δ

2µ∗B .
Пiсля всiх перетворень i об’єднання числових мно-
жникiв в один отримаємо такий асимптотичний

вираз для фактора потужностi реального шарува-
того кристала поблизу ультраквантової границi:

P = 1,929 · 10−2k2f7 (γ0)
m∗a2Δ10

h3 (µ∗B)6 (kT )3 γ0

×

× 3

√
m∗Δf (γ0)

ah2
N. (39)

У наближеннi ефективної маси фактор потужностi
кристала дорiвнює:

P = 1,929 · 10−2k2f7 (γ0)
m∗a2Δ10

h3 (µ∗B)6 (kT )3 γ0em

×

× 3

√
m∗Δf (γ0)

ah2
N. (40)

Отже, при зумовлених вище параметрах задачi i
B = 60 Тл отримуємо P = 3,780 · 10−11 Вт/(м·К2)
для реального шаруватого кристала i P = 3,635×
×10−11 Вт/(м·К2) у наближеннi ефективної маси.
Таким чином, ми отримуємо зниження фактора
потужностi на 6 порядкiв порiвняно з максималь-
ним значенням. Отже, хоча отриманий асимпто-
тичний закон P ∝ B−6T−3 дещо важко зрозумi-
ти, оскiльки фактор потужностi не прямує до ну-
ля при T = 0, що на перший погляд суперечить
загальним термодинамiчним принципам, за реаль-
них низьких температур до некоректних фiзичних
наслiдкiв такий закон не приводить.

Зауважимо, що якщо при обчисленнi факто-
ра потужностi при низьких температурах побли-
зу ультраквантової границi ми будемо використо-
вувати той же пiдхiд, що i при обчисленнi по-
здовжньої провiдностi в роботах [12, 16], то вийде,
що термоелектричний коефiцiєнт, а разом з ним i
фактор потужностi, тотожно дорiвнюють нулевi,
оскiльки сума пiд знаком похiдної в чисельнику
формули (3) в рамках цього пiдходу не залежить
вiд температури. Таким чином, цей пiдхiд все одно
вимагає розрахунку термоелектричного коефiцiєн-
та в наступному наближеннi за малими параметра-
ми kT/ζ0, kT/Δ та kT/µ∗B, що не є предметом
даної статтi.

3. Висновки

Таким чином, в статтi показано, що ефекти ша-
руватостi при замкнених поверхнях Фермi у слаб-
ких квантуючих магнiтних полях можуть виража-
тись у вiдставаннi осциляцiй фактора потужностi

378 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2013. Т. 58, № 4



Фактор потужностi шаруватого термоелектричного матерiалу

за фазою, збiльшеннi вiдносного внеску осциляцiй
i одночасному зменшеннi величини фактора поту-
жностi. Однак при бiльш сильних магнiтних по-
лях, а саме в точцi останнього осциляцiйного ма-
ксимуму хiмiчного потенцiалу системи носiїв за-
ряду, фактор потужностi досягає максимуму. Ефе-
кти шаруватостi в сильних магнiтних полях побли-
зу ультраквантової границi виражаються у бiльш
рiзкiй вираженостi осциляцiй, зменшеннi макси-
мальної величини фактора потужностi, розмиттi
пiка залежностi фактора потужностi вiд магнiтно-
го поля i бiльш повiльному спадi фактора поту-
жностi пiсля максимуму.

У слабких квантуючих магнiтних полях фактор
потужностi прямує до нуля у вiдповiдностi iз за-
коном P ∝ B3. У сильних же магнiтних полях по-
близу ультраквантової границi вiн прямує до нуля
у вiдповiдностi iз законом P ∝ T−3B−6. Величина
ж максимуму фактора потужностi в достатньо до-
сконалих зразках з вiдношенням l/a ≥ 30000 може
бути порiвнянною з параметрами найкращих ку-
пратних термоелектричних матерiалiв при 1000 К.

Зрозумiло, що всi результати даної статтi по-
требують експериментальної перевiрки, але поки
що усi вiдомi її авторовi експерименти стосуються
гальваномагнiтних ефектiв у шаруватих криста-
лах з сильно вiдкритими ПФ в областi застосов-
ностi квазiкласичного наближення. Одним з неба-
гатьох виняткiв є давня робота, яка стосувалась
ефекту Шубнiкова–де-Гааза у графiтi, iнтеркальо-
ваному бромом, i в якiй якраз розглядався тополо-
гiчний перехiд вiд вiдкритої ПФ до замкненої при
збiльшеннi концентрацiї брому [17].

Попри те, що авторовi доволi важко судити про
безпосереднє практичне застосування результатiв
даного теоретичного дослiдження, вiн сподiває-
ться, що це дослiдження стимулюватиме поста-
новку нових експериментiв по вивченню термоеле-
ктричних та термомагнiтних явищ у шаруватих
кристалах, в тому числi iз замкненими ПФ. Остан-
нє, на думку автора, може бути важливим при роз-
робцi нових термоелектричних матерiалiв.
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ФАКТОР МОЩНОСТИ
СЛОИСТОГО ТЕРМОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО
МАТЕРИАЛА С ЗАМКНУТОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ
ФЕРМИ В КВАНТУЮЩЕМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Р е з ю м е

В статье исследована полевая зависимость фактора мощно-
сти слоистого термоэлектрического материала с замкнутой
поверхностью Ферми в квантующем магнитном поле при
гелиевых температурах для случая, когда магнитное поле
и градиент температуры перпендикулярны слоям. Расчеты
проведены в приближении постоянного времени релакса-
ции. В слабых магнитных полях эффекты слоистости выра-
жаются в отставании осцилляций фактора мощности по
фазе, увеличении их относительного вклада и в уменьше-
нии значения фактора мощности в целом. В области силь-
ных магнитных полей существует оптимальный диапазон,
в котором фактор мощности резко возрастает и достига-
ет максимума, абсолютная величина которого при выбран-
ных параметрах задачи в приближении эффективной мас-
сы на 12% больше, чем для реального слоистого кристалла.
Невзирая на низкие температуры, при этих параметрах ма-
ксимум фактора мощности достигает значений, характер-
ных для купратных термоэлектрических материалов при
1000 К. Это происходит в полях порядка 1 Тл при условии,
что отношение длины свободного пробега носителей заряда
к расстоянию между слоями равно 30000 и более. Однако
в ультраквантовых полях фактор мощности резко снижа-
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ется по закону P ∝ T−3B−6. Основной причиной такого
снижения является сжатие ПФ в направлении магнитного
поля в ультраквантовом пределе вследствие конденсации
носителей заряда на дне единственной заполненной подзо-
ны Ландау.

P.V. Gorskyi

POWER FACTOR FOR LAYERED
THERMOELECTRIC MATERIALS WITH A CLOSED
FERMI SURFACE IN A QUANTIZING MAGNETIC FIELD

S u m m a r y

The field dependence of the power factor for a layered thermo-

electric material with a closed Fermi surface in a quantizing

magnetic field and at helium temperatures has been studied in

the geometry where the temperature gradient and the magnetic

field are perpendicular to the material layers. The calculations

are carried out in the constant relaxation time approximation.

In weak magnetic fields, the layered-structure effects are shown

to manifest themselves in a phase retardation of power factor

oscillations, increase of their relative contribution, and certain

reduction of the power factor in whole. In high magnetic fields,

there exists an optimal range, where the power factor reaches

its maximum, with the corresponding value calculated for the

chosen parameters of the problem in the effective mass approx-

imation being by 12% higher than that for real layered crystals.

Despite low temperatures, the power factor maximum obtained

with those parameters in a magnetic field of 1 T has a value

characteristic of cuprate thermoelectric materials at 1000 K.

For this phenomenon to take place, it is necessary that the ra-

tio between the free path of charge carriers and the interlayer

distance should be equal to or larger than 30,000. However,

in ultraquantum magnetic fields, the power factor drastically

decreases following the dependence P ∝ T−3B−6. The main

reason for this reduction is a squeeze of the Fermi surface along

the magnetic field in the ultraquantum limit owing to the con-

densation of charge carriers on the bottom of a single filled

Landau subband.
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