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КВАНТОВА ТЕЛЕПОРТАЦIЯ ЗАШУМЛЕНИХ
ЗАПЛУТАНИХ СТАНIВУДК 539

У системi чотирьох кубiтiв розглянуто вплив наявностi бiлого та кольорового шу-
му в станах початково приготованих заплутаних пар кубiтiв на кiнцевий стан пари
кубiтiв, що отримується в результатi операцiї безконтактного заплутування. Побу-
довано вiдповiднi матрицi густини, проаналiзовано перерозподiл часток чистого стану
та бiлого i кольорового шуму. З’ясовано умови збереження та руйнування заплута-
ностi при переходi вiд початкового до кiнцевого стану. Проведено також порiвняння
ентропiї фон Неймана початкового i кiнцевого станiв пари кубiтiв.
К люч о в i с л о в а: обмiн заплутанiстю, телепортацiя, матриця густини, ентропiя фон
Неймана

1. Вступ

Пiсля завершення фон Нейманом (1932 р.) побу-
дови концепцiї квантового опису процесiв в приро-
дi Ейнштейн, Подольский, Розен (ЕПР) [1], а та-
кож Шредiнгер [2] вперше звернули увагу на див-
ний феномен, до якого приводить квантова тео-
рiя – на iснування квантових станiв композитних
систем, хвильову функцiю яких не можна предста-
вити у виглядi добутку хвильових функцiй окре-
мих пiдсистем. Пiзнiше такi стани стали називати
заплутаними станами (entangled states), а сам фе-
номен – “заплутанiсть” (entanglement). Сама мо-
жливiсть iснування заплутаних станiв безпосере-
дньо випливає з фундаментального принципу су-
перпозицiї в квантовiй теорiї.

В 1964 р. Белл (Bell) [3], прийнявши як робочу
гiпотезу основнi положення, висловленi в [1], фор-
малiзував глобальну детермiнiстичну iдею Ейн-
штейна в термiнах так званої локальної теорiї
з прихованими параметрами – ЛТПП (LHVM –
Local Hidden Variables Model). Белл показав, що
положення, закладенi в таку модель з необхiднi-
стю, приводять до певних обмежень в статисти-
чних кореляцiях двочастинкових систем. Матема-
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тичне формулювання таких обмежень було подано
у виглядi (тепер добре вiдомих) нерiвностей Бел-
ла. В той час, як для будь-якої ЛТПП моделi не-
рiвностi Белла строго виконуються, вiдповiднi об-
числення кореляцiй за правилами квантової меха-
нiки для заплутаних станiв порушують нерiвностi
Белла. Iнакше кажучи, в заплутаних квантових
станах iснують такi кореляцiї величин двох пiд-
систем, якi не може вiдтворити жодна локальна
модель з прихованими параметрами.

З часом стало зрозумiло, що заплутанiсть є ще
одним ресурсом природи, який можна створювати,
зберiгати, розподiляти, концентрувати, передава-
ти на вiдстань. В теперiшнiй час заплутанiсть ре-
ально створюється i обробляється в багатьох фi-
зичних лабораторiях. Природа фiзичних носiїв за-
плутаних станiв є досить рiзноманiтною, це мо-
жуть бути фотони, iони, атоми, молекули, криста-
ли тощо. Вiдкриття ролi заплутаних станiв сприя-
ло появi нових напрямкiв сучасної фiзики, зокрема
таких, як квантовi обчислення, квантова крипто-
графiя, квантова комунiкацiя.

Протягом певного часу вважалось, що заплута-
ний стан системи, що складається з двох i бiль-
ше квантових пiдсистем (частинок, фотонiв), ство-
рюється лише або при їх одночасному народженнi
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в одному процесi iз спiльного джерела, або в ре-
зультатi взаємодiї мiж ними. Однак в 1993 р. [4]
(Zukowski et al.) був запропонований протокол, за
результатами якого квантовi кореляцiї утворюю-
ться мiж частинками, що можуть знаходитись на
великiй вiдстанi одна вiд одної, i якi не мали спiль-
ного минулого. Такий спосiб утворення заплутано-
стi має назву “entanglement swapping”, що можна
перекласти як “обмiн заплутаностями”, “переклю-
чення заплутаностi”, або “передача заплутаностi”,
i по своїй сутi є телепортацiєю заплутаностi на вiд-
стань. В подальшому ми умовно будемо називати
дане явище процесом безконтактного заплутуван-
ня, або процесом БКЗ.

Стаття Zukowski et al. знайшла широкий вiд-
гук у науковiй лiтературi. W. Dur et al. [5] роз-
робили протокол квантової комунiкацiї на вели-
кi вiдстанi, елементом якого є БКЗ. Xue et al.
[6] запропонували схему безконтактного заплуту-
вання на основi тричастинкового стану, вiдомого
пiд назвою стан Грiнберга–Горна–Зелiнгера (GHZ,
Greenberger–Horn–Zeilenger):

|GHZ〉 =
1√
2
(|000〉+ |111〉).

Разом з теоретичними розробками протоколiв
безконтактного заплутування крок за кроком удо-
сконалюються реальнi експерименти [7–10] в фiзи-
чних лабораторiях.

Для вiрного оцiнювання реальних можливостей
передачi квантового стану на великi вiдстанi слiд
враховувати всi негативнi чинники, якi впливають
на якiсть сигналу на всiх етапах його утворення i
проходження по каналах зв’язку. Детальне обгово-
рення даної теми можна знайти в роботi [11]. Для
вивчення загального впливу всiх чинникiв необхi-
дно, на нашу думку, досягти повного розумiння
фiзичних процесiв у кожному окремому елементi
каналу зв’язку.

Оскiльки в протоколах передачi квантових ста-
нiв на велику вiдстань за допомогою так званих
квантових повторювачiв обов’язковим елементом
є безконтактне заплутування, то актуальним, на
нашу думку, є детальне дослiдження даного еле-
мента з врахуванням реальних умов процесу.

Метою даної роботи є теоретичне дослiдження
впливу наявностi шумiв у первинно утворених за-
плутаних станах на кiнцевий стан, отриманий в ре-
зультатi операцiї безконтактного заплутування.

2. Деякi елементи квантової iнформатики
та феномен безконтактного заплутування

Для пояснення прийнятих у роботi позначень нага-
даємо деякi елементи квантової iнформатики i роз-
глянемо суть безконтактного заплутування. Чи-
тач, що має певний досвiд роботи з таким мате-
рiалом, може пропустити даний роздiл.

Базовим поняттям у квантовiй iнформатицi є
“кубiт” (квантовий бiт), який описує стан кванто-
вої дворiвневої системи будь-якої фiзичної приро-
ди. Для опису стану одного кубiта в гiльбертово-
му просторi слiд задати два ортонормованих ба-
зисних стани, якi за традицiєю позначаються кет-
векторами |0〉 та |1〉. Для частинки зi спiном s = 1

2
в ролi базисних станiв можна вибрати стани з про-
екцiєю спiна на певну вiсь “вгору” та проекцiєю
“вниз”: |0〉 ≡ | ↑〉, |1〉 ≡ | ↓〉. Для стану поляри-
зацiї фотона |0〉 та |1〉 може означати, вiдповiд-
но, горизонтальний та вертикальний стани поля-
ризацiї. Базис |0〉, |1〉 прийнято називати стандар-
тним, або обчислювальним базисом. Замiсть об-
числювального базису можна вибрати, наприклад,
базис Адамара:

|χ1〉 =
1√
2
(|0〉+ |1〉),

|χ2〉 =
1√
2
(|0〉 − |1〉),

або будь-який iнший базис. Перехiд вiд одного ба-
зису до iншого здiйснюється унiтарним перетворе-
нням. Ортонормованiсть базисних станiв визнача-
ється значеннями скалярних добуткiв:

〈0|1〉 = 〈1|0〉 = 0, 〈0|0〉 = 〈1|1〉 = 1,

〈χ1|χ2〉 = 〈χ2|χ1〉 = 0,

〈χ1|χ1〉 = 〈χ2|χ2〉 = 1.

Отже, довiльний стан окремого кубiта можна зав-
жди зобразити у виглядi

|χ〉 = α|0〉+ β|1〉

з умовою нормування |α|2 + |β|2 = 1.
Принциповою вiдмiннiстю кубiта вiд класично-

го бiта є можливiсть iснування станiв у виглядi
суперпозицiї базисних векторiв.
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Квантова телепортацiя зашумлених заплутаних станiв

Стан системи з двох кубiтiв описується векто-
ром в чотиривимiрному гiльбертовому просторi,
який є тензорним добутком гiльбертових просто-
рiв окремих кубiтiв. Найбiльш поширеними бази-
сами в такому просторi є обчислювальний (стан-
дартний) базис у виглядi тензорного добутку вiд-
повiдних базисних станiв окремих кубiтiв:

|01〉 · |02〉, |01〉 · |12〉, |11〉 · |02〉, |11〉 · |12〉, (1)

та базис Белла:
|Ψ+〉12 = 1√

2
(|01〉 · |12〉+ |11〉 · |02〉),

|Ψ−〉12 = 1√
2
(|01〉 · |12〉 − |11〉 · |02〉),

|Φ+〉12 = 1√
2
(|01〉 · |02〉+ |11〉 · |12〉),

|Φ−〉12 = 1√
2
(|01〉 · |02〉 − |11〉 · |12〉),

(2)

де iндекси 1 та 2 позначають номер кубiта.
Стани Белла прийнято також називати ЕПР-

парами, оскiльки саме про стани подiбного типу
йшлося в роботi Ейнштейна, Подольского, Розе-
на. Всi стани Белла (2) є заплутаними, оскiльки їх
не можна представити у виглядi добутку векторiв
станiв окремих кубiтiв.

Найбiльш цiкавим i незвичним феноменом, що
ґрунтується на заплутаностi, є квантова телепор-
тацiя, коли шляхом застосування локальних опе-
рацiй i класичних комунiкацiй (LOCC – Local
Operations and Classical Communication) невiдомий
квантовий стан передається на будь-яку вiдстань.
Пiд локальними операцiями маються на увазi унi-
тарнi перетворення i вимiрювання, що виконую-
ться лише окремо над кожною з просторово роздi-
лених пiдсистем загальної системи.

Вперше схему (протокол) телепортацiї невiдо-
мого стану кубiта запропоновано в [12] (Bennett
et al.), де для телепортацiї використовується за-
плутанiсть EPR пари. Стаття Bennett’a стимулю-
вала розробку численних схем телепортацiї з но-
сiями заплутаностi рiзної природи. Зокрема, серед
iнших слiд вiдзначити протокол телепортацiї з ви-
користанням заплутаностi тричастинкового стану
GHZ [13] (Karlsson et al.), а також симетричного
стану Вiгнера [14] (Shi et al.):

|W 〉 =
1√
3
(|001〉+ |010〉+ |100〉).

Удосконалена схема на основi асиметричного
стану Вiгнера [15] (Li et al.):

|Ws〉 =
1√
2
|001〉+ 1

2
(|010〉+ |100〉)

дозволяє виконати телепортацiю стану окремого
фотона з високою ймовiрнiстю.

Бiльш розгорнуте посилання на оригiнальнi ро-
боти з квантової телепортацiї можна знайти, на-
приклад, в [16, 17].

Перейдемо до пояснення сутi феномену безкон-
тактного заплутування.

Нехай два джерела незалежно утворюють по
однiй парi кубiтiв в одному з заплутаних ЕПР ста-
нiв (2). В експериментi [7] короткi iмпульси ультра-
фiолетових променiв пропускались крiзь нелiнiй-
ний BBO-кристал (β – BaB2O4). Внаслiдок пара-
метричної вниз-конверсiї типу II (parametric down
conversion (PDC)) утворювались пари фотонiв в
поляризацiйно заплутаному станi Белла |Ψ−〉. При
незалежному утвореннi двох таких заплутаних пар
вектор стану системи 4-х кубiтiв представляється
у виглядi тензорного добутку векторiв станiв окре-
мих пар кубiтiв:

|Ψ1234〉 = |Ψ−12〉 · |Ψ
−
34〉.

Над парою кубiтiв (фотонiв) 2 i 3 далi виконує-
ться проективне вимiрювання в базисi Белла (2).
Вимiрювальний прилад налаштований таким чи-
ном, що по схемi збiгання сигналiв з детекторiв
видiляється подiя, коли пара фотонiв 2 i 3 зна-
ходиться в станi |Ψ−23〉. Така операцiя називається
неповним проективним вимiрюванням. Математи-
чно дана операцiя розглядається як проектування
стану |Ψ1234〉 на стан |Ψ−23〉.

Шляхом перегрупування доданкiв вектор стану
|Ψ1234〉 можна подати у виглядi

|Ψ1234〉 =
1
2

(
|Ψ+

14〉 · |Ψ
+
23〉 − |Ψ

−
14〉 · |Ψ

−
23〉−

− |Φ+
14〉 · |Φ

+
23〉+ |Φ

−
14〉 · |Φ

−
23〉
)
.

Отже, в результатi проектування стан кубiтiв 1
i 4 “колапсує” в стан Белла |Ψ−14〉:

〈Ψ−23|Ψ1234〉 = −1
2
|Ψ−14〉,

пара кубiтiв з номерами 1 та 4 опиняється в тому
самому станi |Ψ−〉, що i попередньо приготованi
стани двох пар 1 i 2 та 3 i 4.

Оскiльки операцiя проектування на певний стан
є неповним вимiрюванням фон Неймана, то в ре-
зультатi проектування отримується вектор стану,
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Рис. 1. Схема реалiзацiї процесу безконтактного заплу-
тування

що є ненормованим. У даному випадку при багато-
кратному повтореннi операцiї приготування стану
|Ψ1234〉 i наступним проектуванням на |Ψ−23〉 в се-
редньому лише одна подiя з чотирьох спроб дає
бажаний результат |Ψ−23〉. Але, пiсля того, як по-
дiя зафiксована, вектор стану вважається нормо-
ваним на одиницю. Зауважимо ще раз, що попе-
редньо приготованi пари кубiтiв створювались не-
залежно одна вiд однiєї, i вони нiяким чином не
взаємодiяли мiж собою.

Процес БКЗ можна зобразити у виглядi простої
схеми (рис. 1) [7].

Пiдкреслимо, що заплутанiсть кубiтiв 1 i 4 вини-
кає в момент вимiрювання, пiд час проектування
на стан |Ψ−23〉. Кубiти 1 i 4 при цьому можуть бути
один вiд одного на будь-якiй вiдстанi.

У розглянутому прикладi вважається, що оби-
двi пари кубiтiв приготованi в чистому станi Бел-
ла |Ψ−〉, i в результатi процедури БКЗ отриму-
ється той самий чистий заплутаний стан |Ψ−〉
кубiтiв 1 та 4.

Розглянемо тепер феномен БКЗ у випадку, коли
кожна з двох початкових пар кубiтiв утворюється
у мiшаному станi.

3. Безконтактне заплутування за наявностi
бiлого шуму у початкових станах

Нехай до чистого стану |Ψ−〉 у сумiшi додаються
всi базиснi стани з однаковими ваговими коефiцi-
єнтами. Оператор густини такого стану, що має на-
зву стан Вернера [18], подається у виглядi:

ρ̂W = p|Ψ−〉〈Ψ−|+ 1− p
4

Î , (3)

де Î – одиничний оператор в чотиривимiрному
просторi, p – параметр чистоти стану, p ∈ [0, 1].
При p = 1 маємо оператор густини чистого стану
|Ψ−〉, а при p = 0 маємо так званий бiлий шум.

Шум називається бiлим, оскiльки вiн утворюється
всiма базисним станами з однаковими ваговими
коефiцiєнтами. Вiдповiдна матриця густини в об-
числювальному базисi має вигляд

ρW =
1
4

1− p 0 0 0
0 1 + p −2p 0
0 −2p 1 + p 0
0 0 0 1− p

, (4)

а в базисi Белла (2) вона представляється дiаго-
нальною матрицею:

ρB
W =

1
4

1− p 0 0 0
0 1 + 3p 0 0
0 0 1− p 0
0 0 0 1− p

. (5)

Оператор густини такого стану можна подати у
виглядi сумiшi станiв Белла:

ρ̂W =
1
4

{
(1− p)|Ψ+〉〈Ψ+|+ (1 + 3p)|Ψ−〉〈Ψ−|+

+ (1− p)|Φ+〉〈Φ+|+ (1− p)|Φ−〉〈Φ−|
}
.

Оскiльки пари кубiтiв приготованi незалежно,
то оператор густини системи двох пар кубiтiв
представляється у виглядi тензорного добутку
станiв (3):

ρ̂1234 = ρ̂12 ⊗ ρ̂34. (6)

У результатi проектування (6) на стан Белла
|Ψ−23〉 отримуємо матрицю густини пари кубiтiв
1 та 4:

ρ̂14 = 〈Ψ−23|ρ̂1234|Ψ−23〉. (7)

Матричне представлення ρ̂14 в обчислювально-
му базисi та базисi Белла отримується з (4) та (5)
простою замiною в них p→ p1 · p2, де p1 i p2 – ва-
говi коефiцiєнти чистого стану вiдповiдно першої
i другої пар кубiтiв (пар частинок 1, 2 та 3, 4).

Звiдси видно, що якщо одна з пар кубiтiв при-
готована в чистому станi (p1 = 1 або p2 = 1), то
матриця густини ρ14 в точностi повторює матри-
цю густини пари кубiтiв, приготованих у мiшано-
му початковому станi. Якщо ж обидвi пари кубi-
тiв приготованi в мiшаному станi, то результуючий
стан пари кубiтiв 1 та 4 буде бiльш зашумленим,
нiж стан кожної з початково приготованих пар.

При представленнi оператора густини у формi
(3) ми вважаємо, що зашумленiсть стану зростає
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iз зменшенням значення параметра p, оскiльки при
цьому частка бажаного чистого стану |Ψ−〉 в сумi-
шi зменшується, а частка шуму (коефiцiєнт 1− p)
зростає.

Розглянемо детально випадок p1 = p2 = p. Опе-
ратор густини кiнцевого стану кубiтiв пiсля БКЗ-
процесу можна представити у виглядi, подiбному
до (3), а саме:

ρ̂14W = p2|Ψ−14〉〈Ψ
−
14|+

1− p2

4
Î14. (8)

Матриця густини цього ж стану в обчислюваль-
ному базисi матиме вигляд

ρ̃14W =
1
4

1− p2 0 0 0
0 1 + p2 −2p2 0
0 −2p2 1 + p2 0
0 0 0 1− p2

, (9)

а у базисi Белла, вiдповiдно

ρ̃B
14W =

1
4

1− p2 0 0 0
0 1 + 3p2 0 0
0 0 1− p2 0
0 0 0 1− p2

, (10)

тобто оператор густини (8), матрицi (9) та (10)
отримується вiдповiдно до (3), (4) та (5) простою
замiною p→ p2. Це означає, що стани початкової i
кiнцевої пар кубiтiв подiбнi з точнiстю до вказаної
вище замiни. Оскiльки p ∈ [0, 1], то в цьому про-
мiжку p2 ≤ p i 1 − p2 ≥ 1 − p, що свiдчить про
збiльшення домiшку бiлого шуму.

Порiвняння значень ентропiї фон Неймана для
стану кожної з початкових та кiнцевої пари кубi-
тiв дає наочну демонстрацiю збiльшення домiшку
бiлого шуму. На рис. 2 наведено графiки залежно-
стi ентропiї вiд параметра p для обох систем. Су-
цiльна крива вiдповiдає ентропiї пари кубiтiв 1 i 4,
штрихова крива вiдповiдає ентропiї кожної з поча-
ткових пар кубiтiв.

З рисунка видно, що ентропiя кiнцевої пари ку-
бiтiв при 0 < p < 1 перевищує ентропiю кожної
пари кубiтiв у початковому станi, що також свiд-
чить про збiльшення шуму. Найбiльша рiзниця ен-
тропiй ΔS ≈ 0,44 спостерiгається при p ≈ 0,72.

Приведенi (редукованi) матрицi густини, що вiд-
повiдають матрицям (4) та (9), будуть пропорцiйнi
одиничним:

ρRed
1 = ρRed

2 =
1
2
I =

1
2

(1 0
0 1

)
,

Рис. 2. Залежнiсть ентропiї фон Неймана стану системи
пари кубiтiв вiд параметра p. Крива 1 – для стану кожної з
початково приготованих пар кубiтiв (стан Вернера), крива
2 – для стану пари кубiтiв, отриманої в результатi викона-
ння БКЗ процесу

ρ̃Red
1 = ρ̃Red

4 =
1
2
I =

1
2

(1 0
0 1

)
.

Такий результат є цiлком зрозумiлим: додавання
до чистого стану системи бiлого шуму не може
зменшити ентропiю в пiдсистемах. Оскiльки реду-
кованi матрицi густини являють собою сумiш обох
базисних станiв, то ентропiя фон Неймана для цих
станiв не залежить вiд p i дорiвнює 1.

Частково-транспонована матриця густини для
початкового стану пари кубiтiв у стандартному ба-
зисi має вигляд

ρPT
W =

1
4

1− p 0 0 −2p
0 1 + p 0 0
0 0 1 + p 0
−2p 0 0 1− p

. (11)

Для двохкубiтових систем необхiдною i доста-
тньою умовою вiдсутностi заплутаностi у систе-
мi, за критерiєм Переса–Городецького [19, 20], є
додатновизначенiсть частково-транспонованої ма-
трицi густини цiєї ж системи. Порушення цiєї умо-
ви свiдчитиме про наявнiсть заплутаностi.

Знайдемо область значень коефiцiєнта p, за яких
початкова система пари кубiтiв є заплутаною. Дi-
агоналiзуємо (11):

ρPT
diag =

1
4

1 + p 0 0 0
0 1 + p 0 0
0 0 1 + p 0
0 0 0 1− 3p

.
Для p ∈ [0, 1], λ1 = λ2 = λ3 = 1+p

4 ≥ 0. Єди-
не власне число, що може набувати вiд’ємних зна-
чень, це λ4:

λ4 =
1− 3p

4
< 0 =⇒ p >

1
3
.
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Для стану Вернера цей результат є добре вiдомим
i вперше наведений в роботi [18].

Область значень p, за яких стан пари кубiтiв,
утворений в процесi БКЗ, є заплутаним, легко
отримати, використавши подiбнiсть стану поча-
ткової i кiнцевої пари з точнiстю до замiни p→ p2:

p2 >
1
3

=⇒ p >
1√
3
≈ 0,58.

Отже, при 1
3 < p < 1√

3
заплутанiсть в результа-

тi операцiї БКЗ втрачається збiльшення наявностi
домiшку бiлого шуму.

4. Безконтактне заплутування за наявностi
у початкових станах кольорового шуму

Протягом певного часу загально прийнято було
вважати, що при створеннi в лабораторiї заплу-
таних станiв реальний стан являє собою мiша-
ний стан, що описується оператором густини у ви-
глядi сумiшi бажаного максимально чистого за-
плутаного стану та домiшку бiлого шуму (стан
Вернера (3)).

У 2005 р. Adan Cabello et al. [21] дослiдивши
створення поляризацiйно заплутаних станiв пари
фотонiв у процесi параметричної вниз-конверсiї
(PDC), прийшов до висновку, що реально створе-
нi стани не можуть бути безкольоровими. Напри-
клад, для створення в експериментальному прила-
дi чистого стану Белла |Ψ−〉 = 1√

2
(|01〉 − |10〉) слiд

досягти iдеального узгодження по фазi i по часу
прибуття фотонiв до мiсця їх iнтерференцiї. За iде-
альних умов фотони в мiсцi iнтерференцiї стають
нерозрiзненими, i в результатi iнтерференцiї утво-
рюється заплутаний стан |Ψ−〉 з певною вiдносною
фазою мiж станами |01〉 та |10〉.

В результатi неможливостi iдеальної синхронi-
зацiї в реальному приладi до стану |Ψ−〉 домiшую-
ться окремо тi самi стани |01〉 та |10〉 без певного
фазового узгодження, що приводить до наявностi
в реальному станi кольорового шуму, i оператор
густини такого стану набуває вигляду

ρ̂C = p|Ψ−〉〈Ψ−|+ 1− p
2

(|01〉〈01|+ |10〉〈10|), (12)

де p – параметр, що характеризує частку чисто-
го стану |Ψ−〉 в сумiшi. Шум в (12) називають ко-
льоровим, оскiльки на вiдмiну вiд бiлого шуму, вiн
складається з сумiшi базисних станiв з рiзними ва-
говими коефiцiєнтами.

В тiй самiй роботi [21] автори показали, що по-
рушення нерiвностi Белла є надзвичайно стiйким,
щодо змiни частки кольорового шуму в станi (12).
Тобто стан (12) порушує нерiвнiсть Белла за будь-
якого спiввiдношення в ньому чистого стану |Ψ−〉
i кольорового шуму (тобто при всiх 0 < p ≤ 1)
в той час, як стан Вернера (3) не порушує нерiв-
нiсть Белла, якщо частка бiлого шуму перебiльшує
деяке критичне значення (нестiйкiсть порушення
нерiвностi Белла по вiдношенню до бiлого шуму).

Fabio A. Bavino et al. [22] своїми експериментами
з кореляцiй поляризацiй пари фотонiв переконли-
во пiдтвердили наявностi кольорового шуму i стiй-
кiсть порушення нерiвностi Белла вiдносно кольо-
рового шуму i нестiйкiсть по вiдношенню до бiлого
шуму. В роботi [23] дослiджено умови порушення
нерiвностi Белла за наявностi в матрицi густини
одночасно обох типiв шумiв.

Розглянемо тепер та проаналiзуємо кiнцевий
стан пари кубiтiв 1 i 4 пiсля виконання операцiї
безконтактного заплутування за наявностi кольо-
рового шуму у початкових станах двох пар кубiтiв.

Вважаємо, що початковий стан кожної пари ку-
бiтiв за наявностi кольорового шуму має вигляд
(12). Матриця густини цього стану в стандартно-
му базисi має вигляд:

ρC =
1
2

0 0 0 0
0 1 −p 0
0 −p 1 0
0 0 0 0

, (13)

а у базисi Белла:

ρB
C =

1
2

1− p 0 0 0
0 1 + p 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

. (14)

Пiдставляючи оператор густини початкових пар
кубiтiв (12) з рiзними параметрами p1 i p2 у вирази
(6) та (7), одержуємо ρ̂14. Матричне представлен-
ня ρ14 в обчислювальному базисi та базисi Белла
отримується з (13) та (14) простою замiною в них
p→ p1 · p2.

Аналогiчно до випадку бiлого шуму бачимо, що
у випадку, коли одна з початкових пар кубiтiв при-
готована в чистому станi (p1 = 1 або p2 = 1), то
матриця густини ρ14 в точностi повторює матрицю
густини пари кубiтiв, приготованих у початковому
мiшаному станi.
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При p1 = p2 = p оператор густини кiнцевого ста-
ну кубiтiв можна представити у виглядi, подiбному
до (12), а саме:

ρ̂14C =p2|Ψ−14〉〈Ψ
−
14|+

1−p2

2
(|0114〉〈0114|+|1104〉〈1104|).

Матриця густини цього ж стану в обчислюваль-
ному базисi матиме вигляд

ρ̃14C =
1
2

0 0 0 0
0 1 −p2 0
0 −p2 1 0
0 0 0 0

, (15)

а у базисi Белла:

ρ̃B
14C =

1
2

1− p2 0 0 0
0 1 + p2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

.
Аналогiчно до попереднього випадку стани по-

чаткової i кiнцевої пар кубiтiв подiбнi, з точнiстю
до замiни p → p2. Оскiльки p ∈ [0, 1], то в цьому
промiжку p2 ≤ p i 1− p2 ≥ 1− p, що свiдчить про
збiльшення домiшку кольорового шуму.

На рис. 3 наведено порiвняльнi графiки зале-
жностi ентропiї фон Неймана вiд параметра p для
стану кожної iз початково приготованих пар кубi-
тiв (штрихова крива) i кiнцевого стану пари кубi-
тiв 1 та 4 (суцiльна крива).

З рисунка видно, що ентропiя кiнцевої пари ку-
бiтiв при 0 < p < 1 перевищує ентропiю пар
кубiтiв у початковому станi, що також свiдчить
про збiльшення шуму. Найбiльша рiзниця ентро-
пiй ΔS ≈ 0,21 спостерiгається при p ≈ 0,76.

Зазначимо також, що максимальне значення ен-
тропiї (при p = 0) дорiвнює Smax = 1, в той час
як у попередньому випадку (бiлий шум) Smax = 2.
Така рiзниця є цiлком зрозумiлою, оскiльки бiлий
шум являє собою найбiльш хаотичний стан.

Редукованi матрицi густини, що вiдповiдають
матрицям (13) та (15), пропорцiйнi одиничнiй ма-
трицi, як i у попередньому випадку, а отже ентро-
пiя фон Неймана для стану кожного кубiта iз пари
не залежить вiд p i дорiвнює 1.

Частково-транспонована матриця густини для
початкового стану пари кубiтiв у стандартному ба-
зисi має вигляд

ρPT
C =

1
2

 0 0 0 −p
0 1 0 0
0 0 1 0
−p 0 0 0

,

Рис. 3. Залежнiсть ентропiї фон Неймана вiд параметра p

за наявностi кольорового шуму. Крива 1 – для стану кожної
з початково приготованих пар кубiтiв, крива 2 – для стану,
отриманого в результатi виконання БКЗ операцiї

а власнi числа даної матрицi мають значення λ1 =
= λ2 = 1, λ3 = p, λ4 = −p. Значення λ4 < 0
при 0 < p ≤ 1 свiдчить про те, що кожна поча-
тково приготована пара кубiтiв знаходиться в за-
плутаному станi при довiльному домiшку кольо-
рового шуму.

Використовуючи подiбнiсть стану початкової i
кiнцевої пари (p → p2), робимо висновок, що па-
ра кубiтiв 1 i 4 пiсля виконання операцiї БКЗ буде
також заплутаною при будь-яких значеннях пара-
метра p.

5. Безконтактне заплутування
за одночасної наявностi бiлого
та кольорового шуму у початкових станах

Розглянемо тепер операцiю безконтактного заплу-
тування за одночасної наявностi бiлого i кольоро-
вого шуму у початкових станах двох пар кубiтiв.

Стан початково приготованих пар у даному ви-
падку визначається оператором густини [23]:

ρ̂CW =p|Ψ−12〉〈Ψ−|+
r

2
(|01〉〈01|+|10〉〈10|)+1− p− r

4
Î12,

(16)

де p – частка чистого стану, p ∈ [0, 1], r – частка
кольорового шуму (ваговий коефiцiєнт), r ∈ [0,1−
p]. Ваговий коефiцiєнт бiлого шуму, який дорiвнює
1 − p − r, позначимо як q, p + r + q = 1 – умова
нормування.

Матриця густини стану (16) в стандартному ба-
зисi має вигляд

ρCW =
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=
1
4

1− p− r 0 0 0
0 1 + p+ r −2p 0
0 −2p 1 + p+ r 0
0 0 0 1− p− r

,
(17)

а у базисi Белла:

ρB
CW =

=
1
4

1− p+ r 0 0 0
0 1 + 3p+ r 0 0
0 0 1− p− r 0
0 0 0 1− p− r


Пiдставляючи оператор густини початкових пар

кубiтiв (16) з рiзними параметрами p1, p2, r1 та r2
у вирази (6) та (7), отримуємо матричне представ-
лення стану пари кубiтiв 1 та 4 в кiнцевому станi,
пiсля виконання операцiї БКЗ:

ρ14CW =
1
4

a1 0 0 0
0 a2 a3 0
0 a3 a2 0
0 0 0 a1

,
де a1 = 1−(p1+r1)(p2+r2), a2 = 1+(p1+r1)(p2+r2),
a3 = −2p1p2 в обчислювальному базисi, i

ρ̃B
14CW =

1
2

diag
(
1− 2p1p2 + (p1 + r1)(p2 + r2);

1 + 2p1p2 + (p1 + r1)(p2 + r2);

1− (p1 + r1)(p2 + r2); 1− (p1 + r1)(p2 + r2)
)

у базисi Белла.
При p1 = p2 = p, r1 = r2 = r оператор густи-

ни кiнцевого стану кубiтiв можна представити у
виглядi, подiбному до (16), а саме:

ρ̂14 = p̃ |Ψ−14〉〈Ψ
−
14|+

r̃

2
(|0114〉〈0114|+

+ |1104〉〈1104|) +
q̃

4
Î14, (18)

де

p̃ = p2, r̃ = r2 + 2pr,

q̃ = 1− (p̃+ r̃) = 1− (p+ r)2. (19)

Проаналiзуємо перерозподiл часток чистого ста-
ну та кольорового i бiлого шуму в результатi БКЗ-
процесу.

При p = 1 (тодi r = 0 i q = 0) маємо: p̃ = 1, r̃ = 0,
q̃ = 0. Отже, початковий чистий стан переходить
в чистий стан – домiшки шумiв у кiнцевому станi
вiдсутнi.

При p = 0 та r 6= 0, q = 1−r =⇒ p̃ = 0, r̃ = r2, q̃ =
= 1−r2. Оскiльки r2 < r (0 < r < 1) i 1−r2 > 1−r,
то в результатi процесу БКЗ частка кольорового
шуму зменшується, а бiлого шуму збiльшується.

При p = 0, r = 0 (тодi q = 1) =⇒ p̃ = 0, r̃ = 0,
q̃ = q = 1, тобто бiлий шум залишається без змiни.

При 0 < p < 1 маємо p2 < p i (p+r)2 < p+r, отже
p̃ < p, q̃ > q – частка чистого стану зменшується,
а частка бiлого шуму збiльшується.

Якщо в початковому станi (16) частка чистого
стану дорiвнює частцi бiлого шуму p = 1 − (p+
+ r) =⇒ p = 1−r

2 , то в результатi БКЗ-процесу
частка кольорового шуму не змiнюється. Дiйсно:

r̃ = r2 + 2pr = r2 + 2 · 1− r
2
· r = r.

Тодi очевидно, що при p < q (p < 1−r
2 ) отримає-

мо r̃ < r – частка кольорового шуму зменшується,
тобто зростання бiлого шуму вiдбувається за ра-
хунок зменшення часток чистого стану та кольо-
рового шуму.

При p > q (p > 1−r
2 ) кольоровий i бiлий

шум зростають за рахунок зменшення частки чис-
того стану.

Матриця густини стану (18) в стандартному ба-
зисi має вигляд

ρ̃14CW =
1
4

a1 0 0 0
0 a2 a3 0
0 a3 a2 0
0 0 0 a1

, (20)

де a1 = 1− (p+ r)2, a2 = 1 + (p+ r)2, a3 = −2p2, а
у базисi Белла

ρ̃B
14CW =

1
2
diag

(
1− 2p2 + (p+ r)2; 1 + 2p2 + (p+ r)2;

1− (p+ r)2; 1− (p+ r)2
)
.

Для будь-яких p ∈ [0,1] та r ∈ [0,1 − p] значен-
ня ентропiї фон Неймана Sfin(p,r) стану кiнцевої
пари кубiтiв буде перевищувати значення ентро-
пiї Sin(p, r) стану кожної з початкових пар кубiтiв.
Найбiльша рiзниця ентропiй ΔS ≈ 0,4 спостерiга-
ється при p ≈ 0,72, r ≈ 0,15.
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Квантова телепортацiя зашумлених заплутаних станiв

Приведенi матрицi густини, що вiдповiдають ма-
трицям (17) та (20), будуть пропорцiйними одини-
чнiй матрицi, як i у попереднiх випадках, а отже
ентропiя фон Неймана для стану кожного кубiта
iз пари не залежить вiд p та r i дорiвнює 1.

Частково-транспонована матриця густини для
стану кожної з початково приготованих пар в стан-
дартному базисi має вигляд

ρPT
CW =

=
1
4

1− p− r 0 0 −2p
0 1 + p+ r 0 0
0 0 1 + p+ r 0
−2p 0 0 1− p− r

. (21)

Знайдемо область значень коефiцiєнтiв p та r, за
яких стан кожної з початково приготованих пар є
заплутаним. Дiагоналiзуємо (21):

ρPT
diag =

=
1
4

1 + p+ r 0 0 0
0 1 + p+ r 0 0
0 0 1 + p− r 0
0 0 0 1− 3p− r

.
В силу умов на коефiцiєнти (p ∈ [0, 1], r ∈

∈ [0, 1− p]) тiльки одне власне значення частково-
транспонованої матрицi може бути меншим вiд ну-
ля, а саме:

1− 3p− r ≤ 0 =⇒ 3p+ r ≥ 1. (22)

Цей результат ранiше було отримано в ро-
ботi [23].

Знайдемо тепер область значень p та r, за яких
стан пари кубiтiв, утворений операцiєю БКЗ, є за-
плутаним. Використаємо для цього спiввiдношен-
ня (19) та (22):

3p̃+ r̃ ≥ 1 =⇒ 3p2 + r2 + 2pr ≥ 1 =⇒

=⇒ 2p2 + (p+ r)2 ≥ 1.

На рис. 4 зображено областi значень параметрiв
p та r, за яких початкова та кiнцева система кубiтiв
є заплутаними або незаплутаними.

З графiка видно, що iснує така область значень
параметрiв (на рис. 4 позначена як 2), за яких стан

Рис. 4. Областi значень параметрiв p та r, за яких: 1 –
початкова i кiнцева система є незаплутаними, 2 – початкова
система заплутана, кiнцева незаплутана, 3 – початкова i
кiнцева системи є заплутаними

кожної з початково приготованих пара є заплута-
ним, а стан пари, отриманої в результатi опера-
цiї БКЗ, є незаплутаним. Тобто пiсля процесу без-
контактного заплутування можлива ситуацiя, ко-
ли утвориться кiнцевий стан кубiтiв 1 i 4, який
внаслiдок впливу шумiв не буде заплутаним, у
той час як початковi пари кубiтiв будуть заплу-
таними.

6. Висновки

1. Якщо одна з пар кубiтiв приготована в чисто-
му станi (p1 = 1, або p2 = 1), то матриця густини
пари кубiтiв ρ14, що отримана в результатi про-
цесу безконтактного заплутування, в точностi по-
вторює матрицю густини другої пари кубiтiв, при-
готованої в мiшаному станi. Якщо ж обидвi пари
кубiтiв приготовано в мiшаному станi, то кiнце-
вий стан пари кубiтiв 1 та 4 буде бiльш зашум-
леним, нiж стан кожної з початково приготованих
пар, що приводить до збiльшення ентропiї фон Не-
ймана пари кубiтiв.
2. В залежностi вiд початкового розподiлу часток
чистого стану, кольорового шуму та бiлого шуму в
БКЗ-процесi реалiзуються рiзнi схеми перерозпо-
дiлу цих часток.
3. Визначено область значень параметрiв p i r при
яких, в процесi безконтактного заплутування, за-
плутаний стан переходить в незаплутаний.
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КВАНТОВАЯ ТЕЛЕПОРТАЦИЯ ЗАПУТАННЫХ
СОСТОЯНИЙ В ПРИСУТСТВИИ ШУМА

Р е з ю м е

В системе 4 кубитов рассмотрено влияние наличия белого
и цветного шума в состояниях изначально приготовленных
запутанных пар кубитов на конечное состояние пары куби-
тов, полученное в результате операции entanglement swappi-
ng. Построены соответствующие матрицы плотности, про-
анализировано перераспределение частей чистого состоя-
ния, белого и цветного шума. Получены условия сохране-
ния и разрушения запутанности при переходе от начально-
го к конечному состоянию. Проведено сравнение энтропии
фон Неймана для начального и конечного состояний пар
кубитов.

I.S. Dotsenko, R.S. Korobka

QUANTUM TELEPORTATION OF ENTANGLED
STATES IN THE PRESENCE OF NOISE

S u m m a r y

On the basis of a system of four qubits, the influence of white

and colored noises in the states of initially prepared entan-

gled qubit pairs on the final state obtained as a result of the

entanglement swapping has been considered. The correspond-

ing density matrices are obtained, and the redistribution of

fractions for the pure state and white and colored noises is

analyzed. Conditions for the entanglement preservation and

destruction in the course of the transition from the initial to

the final state are determined. A comparison between the von

Neumann entropy for the initial and final states of qubits is

carried out.
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