
ЗАГАЛЬНI ПИТАННЯ ТЕОРЕТИЧНОЇ ФIЗИКИ

92 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2013. Т. 58, № 1

Я.О. ЛЯШЕНКО, А.М. ЗАСКОКА
Сумський державний унiверситет
(Вул. Римського-Корсакова, 2, Суми 40007; e-mail: nabla04@ukr.net, zaskoka23@ukr.net)

ПЕРЕРИВЧАСТИЙ РЕЖИМ МЕЖОВОГО ТЕРТЯ
ЯК ФАЗОВИЙ ПЕРЕХIД ПЕРШОГО РОДУУДК 621.891

Розглянуто трибологiчну систему, що складається з двох контактуючих блокiв, один
з яких закрiплений мiж двома пружинами, а iнший приведений в неперервний перi-
одичний рух. Дослiджено кiнетику системи в режимi межового тертя, коли мiж
атомарно-гладкими поверхнями блокiв знаходиться ультратонка плiвка мастила. Для
опису стану мастила записаний вираз для густини вiльної енергiї у виглядi розкладан-
ня в ряд за степенями параметра порядку, який зводиться до модуля зсуву. Показано,
що в широкому дiапазонi параметрiв реалiзується переривчастий режим руху, до якого
приводять перiодичнi фазовi переходи першого роду мiж кiнетичними режимами тер-
тя. Спрогнозовано поведiнку системи при змiнi зовнiшнiх та внутрiшнiх параметрiв.
К люч о в i с л о в а: ультратонка плiвка мастила, межовий режим тертя, трибологiчна
система

1. Вступ

У зв’язку з бурхливим розвитком високоточних
експериментальних методiв дослiдження наноси-
стем останнiм часом активно вивчаються проце-
си тертя при товщинi мастила мiж тертьовими по-
верхнями товщиною у декiлька атомарних дiаме-
трiв [1–3]. Такий режим тертя в трибологiї отри-
мав назву межового тертя. Вiн часто реалiзує-
ться у звичайних механiзмах за рахунок конта-
кту тертьових поверхонь через наявнiсть нерiв-
ностей або неоднорiдностей [1, 4]. Межове тер-
тя принципово вiдрiзняється вiд гiдродинамiчно-
го режиму, коли сила тертя пропорцiйна степе-
невiй функцiї швидкостi. Вiдзначимо, що ультра-
тонка плiвка мастила не утворює звичайнi рiв-
новажнi термодинамiчнi тверду та рiдку фази,
а являє собою рiдиноподiбнi i твердоподiбнi ста-
ни, що є кiнетичними режимами тертя, яких мо-
же бути декiлька [5, 6]. Це вiдбувається за ра-
хунок того, що на симетрiю стану мастила iсто-
тно впливають поверхнi тертя, вплив яких не є
суттєвим для об’ємних мастил. У процесi тер-
тя мiж стацiонарними станами можуть вiдбува-
тися фазовi переходи як першого, так i другого
роду [7, 8]. Цi переходи часто є причиною пере-
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ривчастого режиму руху контактуючих поверхонь
[5, 6, 9].

Для опису межового режиму тертя та нанокон-
тактних явищ широко використовуються феноме-
нологiчнi моделi [7–10]. Зокрема, в роботi [11] роз-
роблено модель, у якiй плавлення мастила вiдбу-
вається в результатi термодинамiчного i зсувного
механiзмiв. У вказанiй моделi дослiджено вплив
адитивних флуктуацiй основних величин [12] i по-
казано, що їх наявнiсть в системi приводить до ви-
никнення нових стацiонарних станiв та кiнетичних
режимiв тертя [13, 14], у той час як для об’ємних
систем вони чинять незначний вплив. Причини гi-
стерезисної поведiнки, що спостерiгається експери-
ментально [3,15,16], з’ясовано в роботi [17]. У рам-
ках вказаної моделi також описаний перiодичний
переривчастий режим руху [18, 19].

У роботах [7, 20] запропоновано термодинамiчне
представлення межового тертя, що ґрунтується на
теорiї фазових переходiв Ландау [21]. У зазначе-
нiй моделi враховується той факт, що ультратон-
ка плiвка мастила може плавитися та перебувати
в рiдиноподiбному невпорядкованому станi як за
рахунок звичайного термодинамiчного плавлення,
так i в результатi перевищення зсувною компонен-
тою напружень межi плинностi (“зсувне плавлен-
ня”). Вплив цих факторiв вивчається також у ро-
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ботi [8], у якiй параметром порядку є надлишковий
об’єм [22,23], що виникає за рахунок хаотизацiї ма-
стила при плавленнi. Зi збiльшенням величини на-
длишкового об’єму зменшується модуль зсуву [8],
що приводить до плавлення. У роботах [7, 20] у
ролi параметра порядку вибраний безпосередньо
модуль зсуву, що набуває нульових значень в рi-
диноподiбнiй фазi.

Проте, в [7, 20] плавлення описується як непе-
рервний фазовий перехiд другого роду, але в режи-
мi межового тертя часто спостерiгаються стрибко-
подiбнi фазовi переходи першого роду [5, 6, 8], що
спричиняють переривчастий режим руху [5,6]. Ме-
тою цiєї роботи є опис фазового переходу першо-
го роду в рамках моделi [7, 20] i дослiдження по-
ведiнки трибологiчної системи на основi вказаної
модифiкацiї. У запропонованiй моделi не вивчаю-
ться конкретнi типи мастил, оскiльки її метою є
опис причини явищ, що вiдбуваються при межово-
му тертi. Для конкретних типiв мастил i поверхонь
тертя модель потрiбно модифiкувати. Частково це
може бути зроблено вибором числових значень ко-
ефiцiєнтiв розкладання вiльної енергiї, часiв рела-
ксацiї, тощо. Модель описує лише однорiднi масти-
ла, що складаються з неполярних квазiсферичних
молекул [5, 6]. Однiєю з причин цього є те, що до-
слiджується ситуацiя, коли в рiдиноподiбному ста-
нi пружнi напруження набувають нульового значе-
ння, тобто при плавленнi здiйснюється повне роз-
упорядкування молекул мастила, що не спостерi-
гається в тонких мастилах iз полiмерних молекул.
Iншою причиною є те, що отриманi часовi зале-
жностi сили тертя та напружень є строго перiоди-
чними, що теж спостерiгається лише для квазiсфе-
ричних молекул [5, 6].

2. Трибологiчна система

Оскiльки отримання атомарно-гладких поверхонь
великих розмiрiв пов’язане з суттєвими технологi-
чними труднощами, для вимiрювання динамiчних
параметрiв ультратонкої плiвки мастила, що зати-
снута мiж ними, використовують поверхнi невели-
кого розмiру, наклеєнi на сферичнi або цилiндри-
чнi поверхнi, якi труться мiж собою. Такий прин-
цип використаний при побудовi апарата поверхне-
вих сил1 [3, 24, 25]. В оглядi [3] описанi два типи
SFA – Mk II i Mk III. В останньому з них покра-
щено систему регулювання вiдстанi мiж тертьови-
ми поверхнями. Вiн дозволяє визначати форму по-

1 В англомовнiй термiнологiї surface force apparatus (SFA).
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Рис. 1. Схема трибологiчної системи

верхонь i вiдстань мiж ними з точнiстю до 1 Å.
Площа контакту поверхонь вимiрюється iз точнi-
стю до±5%, нормальнi i зсувнi компоненти дiючих
сил – до ±1%, величина прикладеного навантаже-
ння – до ±5%.

У SFA одна з тертьових поверхонь є нерухомою,
а iнша приводиться в перiодичний рух. Пiд час
руху вимiрюються зсувнi напруження, ефектив-
на в’язкiсть мастила, визначається його структу-
ра, тощо. У данiй роботi ми будемо розглядати
спрощений механiчний аналог SFA, наведений на
рис. 1. Тут двi пружини з коефiцiєнтами жорстко-
стi K зв’язанi з блоком маси M , який знаходиться
на роликах, тертям кочення яких в подальшому
нехтуємо. На вказаному блоцi знаходиться iнший
блок, який приводиться в перiодичний рух за до-
помогою зовнiшнiх сил. За наявностi сил взаємодiї
мiж поверхнями двох блокiв рух верхнього при-
водить до руху нижнього, траєкторiя якого сут-
тєво залежить вiд режиму тертя, що встановлює-
ться в системi. Подiбна трибологiчна система екс-
периментально дослiджувалася в роботах [26, 27].
Зазначимо, що на вiдмiну вiд SFA, обидва блоки
є рухомими, що дозволяє отримувати часовi зале-
жностi координат та швидкостей блокiв, i при їх
аналiзi визначати реологiчнi та трибологiчнi хара-
ктеристики системи.

Нехай X, V = Ẋ – координата i швидкiсть верх-
нього блока, x, v = ẋ – координата i швидкiсть
нижнього. Розглянемо випадок, коли верхнiй блок
приводиться в рух за циклiчним законом:

X = Xm cosωt, (1)

V = −Xmω sinωt, (2)

де Xm – амплiтуда, ω – циклiчна частота. Запише-
мо рiвняння руху нижнього блока у виглядi [26]:

Mẍ+ 2Kx− F = 0, (3)

де F – сила тертя, що виникає мiж блоками при їх
взаємному русi. З останнього виразу випливає, що
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характер руху в системi суттєво залежить вiд ре-
жиму тертя i властивостей мастила, оскiльки вони
задають силу F .

Силу тертя визначимо стандартним чином:

F = σA, (4)

де σ – зсувне напруження, що виникає в мастилi,
A – площа контакту тертьових поверхонь.

У режимi межового тертя в шарi мастила ви-
никають пружнi σel i в’язкi (дисипативнi) σv на-
пруження [7,8,16]. Як правило, з плавленням пру-
жна компонента напружень зменшується, а в’яз-
ка росте за рахунок збiльшення вiдносної швид-
костi зсуву тертьових поверхонь [16]. Отже, повне
напруження визначається сумою вказаних компо-
нент:

σ = σel + σv. (5)

В’язкi напруження в шарi мастила визначатимемо
за емпiричною формулою [28, 29]:

σv =
ηeff(V − v)

h
, (6)

де введено в розгляд ефективну в’язкiсть мастила
ηeff , яка залежить вiд багатьох факторiв та знахо-
диться експериментально, а також вiдносну швид-
кiсть руху поверхонь (V − v).

Зазвичай, при межовому тертi у ролi мастил ви-
користовуються полiмернi розчини або розплави.
Необхiднiсть цього викликана тим, що поверхнi
тертя мають малий розмiр i плiвка мастила не по-
винна видавлюватися з-пiд них пiд дiєю великих
трибологiчних навантажень. Такi мастила явля-
ють собою неньютонiвськi рiдини, в’язкiсть яких
залежить не лише вiд температури, а також вiд
градiєнта швидкостi. Однак використання апара-
ту поверхневих сил дозволяє дослiджувати пове-
дiнку широкого класу мастил у режимi межово-
го тертя, оскiльки в цих експериментах тертьовi
поверхнi повнiстю зануренi в ємнiсть з дослiджу-
ваною рiдиною, i її видавлювання з-пiд поверхонь
пiд час руху не вiдбувається [3]. Але зазначимо,
що навiть звичайна вода у режимi межового зма-
щування може поводити себе як неньютонiвська
рiдина, оскiльки в процесi руху за рахунок вза-
ємодiї з поверхнями може створювати просторо-
вi впорядкованi структури. Неньютонiвськi рiдини
подiляють на два класи: псевдопластичнi рiдини,
в’язкiсть яких з ростом швидкостi деформацiї ε̇

зменшується (приклад – полiмернi розчини i роз-
плави) i дiлатантнi рiдини, в’язкiсть яких з ростом
ε̇ збiльшується (приклад – суспензiї твердих части-
нок). Для врахування обох ситуацiй використаємо
просту степеневу апроксимацiю [28, 29]:

ηeff = k(ε̇)γ . (7)

Тут введено коефiцiєнт пропорцiйностi k [Па·сγ+1]
i безрозмiрний показник γ (для псевдопластичних
рiдин γ < 0, дiлатантнi характеризуються пока-
зником γ > 0, i у випадку ньютонiвських рiдин
γ = 0).

Швидкiсть деформацiї визначається через вiд-
носну швидкiсть руху i товщину мастила h [28]:

ε̇ =
V − v
h

. (8)

З урахуванням (7), (8) вираз для в’язких напру-
жень (6) записується у виглядi

σv = k

(
V − v
h

)γ+1

. (9)

Зазначимо, що згiдно з (9) в’язкi напруження при-
сутнi як в рiдиноподiбному, так i в твердоподiбно-
му станах мастила. На наявнiсть в’язких (диси-
пативних) напружень в обох фазах було вказано
в експериментальнiй роботi [16]. Проте в твердо-
подiбному станi мастила в’язкi напруження набу-
вають малого значення, оскiльки згiдно з (9) вони
пропорцiйнi вiдноснiй швидкостi зсуву (V −v), яка
при цьому мала.

Пiдставивши (5) i (9) в (4), отримаємо остато-
чний вираз для сили тертя [30–33]:

F =

[
σel + k sgn(V − v)

(
|V − v|
h

)γ+1
]
A, (10)

де для врахування напряму дiї сили введено зна-
кову функцiю, яку визначимо таким чином:

sgn(V − v) =

{
1, V ≥ v,

−1, V < v.
(11)

Перший доданок в (10) подає пружну компоненту
сили тертя, другий – в’язку, яка зростає зi швидкi-
стю. Таким чином, сила тертя залежить вiд швид-
костi руху нижнього блока v i пружних напружень
σel, якi виникають в мастилi.
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3. Термодинамiчна модель

Густина вiльної енергiї для ультратонкого шару
плiвки мастила в однорiдному випадку записує-
ться у виглядi [7, 20, 30, 31]:

f = α(T − Tc)ϕ2 +
a

2
ϕ2ε2el −

b

3
ϕ3 +

c

4
ϕ4, (12)

де T – температура мастила, Tc – критична тем-
пература, εel – зсувна компонента пружної дефор-
мацiї, α, a, b, c – додатнi сталi, ϕ – параметр по-
рядку (амплiтуда перiодичної складової мiкроско-
пiчної функцiї густини середовища [7, 20]). Пара-
метр ϕ дорiвнює нулю в рiдиноподiбнiй фазi i набу-
ває ненульових значень в твердоподiбнiй. У потен-
цiалi (12), у порiвняннi з роботами [7,20], додатко-
во врахований член третьої степенi. Такий вигляд
розкладання використовується для опису фазових
переходiв першого роду [21, 34]. Також у другому
доданку (12) введений множник a, що дозволяє ва-
рiювати внесок у потенцiал пружної енергiї.

Пружнi напруження, що виникають в шарi ма-
стила, згiдно з (12), визначаються як σel = ∂f/∂εel:

σel = aϕ2εel. (13)

Таким чином, з введенням у розкладання (12) ко-
ефiцiєнта a модуль зсуву визначається як

µ = aϕ2, (14)

i в залежностi вiд значення параметра a може
набувати як малих, так i великих значень при
|ϕ| < 1. Зазначимо, що в режимi межового тер-
тя модуль зсуву може бути на декiлька порядкiв
бiльший, нiж у гiдродинамiчному режимi для того
самого мастила. Зазвичай у процесi тертя при пе-
ревищеннi критичних значень температури T , або
пружних зсувних напружень σel, мастило плави-
ться неповнiстю, а створюється доменна структу-
ра з областями рiдинного i сухого тертя. Для ви-
вчення такої ситуацiї в (12) потрiбно враховувати
градiєнтнi доданки, що значно ускладнює подаль-
ший розгляд. Але дослiдження таких просторових
структур – це окрема задача, яка не є метою даної
роботи. Тому градiєнтнi доданки в (12) не врахову-
ються, що вiдповiдає розгляду поведiнки мастила
в рамках одного домену з однорiдною структурою.

Згiдно з принципом мiнiмуму енергiї система
при будь-яких початкових умовах прагне зайняти
стацiонарний стан, що вiдповiдає мiнiмуму вiльної
енергiї f(ϕ) (12). Оскiльки параметр ϕ є амплiту-
дою перiодичної складової мiкроскопiчної функцiї
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Рис. 2. Залежнiсть густини вiльної енергiї f (12) вiд па-
раметра порядку ϕ (безрозмiрна величина) при α = 0,95

Дж· K−1/ м3, Tc = 290 K, a = 4 · 1012 Па, b = 230 Дж/м3,
c = 850 Дж/м3. Кривi 1–3 вiдповiдають температурам
T = 265, 286, 310 K i деформацiї зсуву εel = 2,1 · 10−6

густини середовища, розглядаємо далi лише фiзи-
чну область значень ϕ ≥ 0. Введемо функцiю

B(εel, T ) = aε2el + 2α(T − Tc). (15)

Аналiз виразу для вiльної енергiї (12) дозво-
ляє видiлити такi ситуацiї. При виконаннi умови
B(εel, T ) ≤ 0 реалiзується нульовий максимум по-
тенцiалу (12) i його ненульовий мiнiмум при ϕ > 0
(крива 1 на рис. 2).

У цьому випадку мастило твердоподiбне, оскiль-
ки модуль зсуву µ > 0. У промiжному дiапазонi
значень 0 < B(εel, T ) < b2/(4c) нульовий максимум
потенцiалу перетворюється на мiнiмум i додатко-
во з’являється максимум, який роздiляє нульовий
i ненульовий мiнiмуми (крива 2 на рис. 2, також
показана у збiльшеному виглядi на вставцi). У цьо-
му випадку стан мастила залежить вiд початкових
умов i воно може перебувати як у твердоподiбно-
му, так i в рiдиноподiбному станi. В останньому
випадку B(εel, T ) ≥ b2/(4c), показаному кривою 3
на рис. 1, реалiзується єдиний мiнiмум потенцiалу
при ϕ = 0, що згiдно з (14) вiдповiдає нульовому
значенню модуля зсуву мастила i його рiдиноподi-
бнiй структурi.

Стацiонарнi значення параметра порядку ϕ ви-
значаються коренями рiвняння ∂f/∂ϕ = 0 [30, 31]:

ϕ∓ =
b

2c
∓

√(
b

2c

)2

−
(
a

c
ε2el +

2α(T − Tc)
c

)
, (16)

де ϕ− вiдповiдає нестiйкому стацiонарному стану,
оскiльки вiдповiдає максимуму потенцiалу (12).
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Стiйкий стан, що вiдповiдає мiнiмуму потенцiалу,
дається значенням ϕ+. Додатково до умови (16)
завжди iснує стацiонарний розв’язок ϕ0 = 0, який
вiдповiдає екстремуму потенцiалу (12) при нульо-
вому значеннi параметра порядку, причому це мо-
же бути як максимум, так i мiнiмум потенцiалу.
Згiдно з (16) плавлення мастила може здiйсню-
ватися як за рахунок пiдвищення температури T ,
так i при зростаннi зсувної компоненти пружної
деформацiї εel. Таким чином, модель враховує тер-
модинамiчне i зсувне плавлення.

Як вже зазначалося вище, за малих значень
температури T i деформацiї εel, коли функцiя
B(εel, T ) ≤ 0, мастило твердоподiбне, оскiльки згi-
дно з (16) реалiзується вiдмiнне вiд нуля стацiо-
нарне значення параметра ϕ, i згiдно з (14) мо-
дуль зсуву µ також не дорiвнює нулю. У цьому
випадку потенцiал має єдиний мiнiмум при ϕ ≥ 0.
При перевищеннi температурою T критичної ве-
личини

Tc0 = Tc −
a

2α
ε2el +

b2

8αc
(17)

параметр порядку стрибкоподiбно змiнюється до
нульового значення з переходом мастила в рiди-
ноподiбний стан, у якому потенцiал f(ϕ) має єди-
ний нульовий мiнiмум [30, 31]. Якщо пiсля вказа-
ного переходу знижувати T , то мастило твердне за
механiзмом фазового перетворення першого роду
при меншому значеннi температури:

T 0
c = Tc −

a

2α
ε2el (18)

i параметр ϕ знову стає ненульовим. У промiжнiй
областi температур T 0

c < T < Tc0 потенцiал хара-
ктеризується двома мiнiмумами при додатних ϕ.
Таким чином, залежнiсть ϕ(T ) має гiстерезисний
характер [30, 31] i вiдповiдає фазовому переходу
першого роду. Вираз (18) подає фiзичний змiст
критичної температури Tc – це температура твер-
днення мастила при нульових деформацiях, коли в
системi наявний лише механiзм термодинамiчного
плавлення.

Iз виразу (17) випливає, що мастило плавиться
не лише з пiдвищенням температури, а також при
зовнiшнiй механiчнiй дiї, коли пружна компонен-
та зсувної деформацiї перевищує критичне зна-
чення:

εel,c0 =

√
2α(Tc − T )

a
+

b2

4ac
. (19)

З формули (18) визначимо пружну деформацiю
εel, при якiй мастило твердне:

ε0el,c =

√
2α(Tc − T )

a
. (20)

Зазначимо, що згiдно зi спiввiдношенням (19)
плавлення може вiдбуватися навiть при нульовiй
температурi T = 0, якщо деформацiя перевищує
критичне значення. При нульовiй деформацiї εel =
0 мастило плавиться, коли його температура пере-
вищує критичне значення Tc0 (17).

Зазвичай в експериментах фiксується не зсувна
компонента деформацiї εel, а вiдносна швидкiсть
зсуву поверхонь тертя [5, 6]. Тому для подальшо-
го дослiдження необхiдно отримати зв’язок мiж
цими двома величинами. Використаємо дебаївське
наближення, згiдно з яким пружна компонента де-
формацiї εel виникає в шарi мастила при пласти-
чнiй течiї зi швидкiстю ε̇pl [7]:

ε̇pl =
εel
τε
, (21)

де τε – максвеллiвський час релаксацiї внутрiшнiх
напружень. Повна деформацiя в шарi визначає-
ться сумою пружної εel та пластичної εpl компо-
нент [7, 23]:

ε = εel + εpl. (22)

Комбiнуючи спiввiдношення (8), (21) i (22), отри-
муємо кiнетичне рiвняння для еволюцiї пружної
компоненти деформацiї зсуву [8, 30, 31, 33]:

τεε̇el = −εel +
(V − v)τε

h
. (23)

Експерименти з дослiдження межового тертя вка-
зують на те, що час релаксацiї пружної деформацiї
зазвичай дуже малий. Його можна оцiнити зi спiв-
вiдношення τε ≈ a/c ∼ 10−12 с, де a ∼ 1 нм – стала
ґратки або мiжмолекулярна вiдстань, c ∼ 103 м/с –
швидкiсть звуку [11]. Однак у межовому режи-
мi час τε може вiдрiзнятись на декiлька поряд-
кiв [5, 6]. Зважаючи на те, що час релаксацiї де-
формацiї τε малий, далi будемо використовувати
адiабатичне наближення τεε̇el ≈ 0 [35], яке дозво-
ляє замiсть (23) для визначення деформацiї вико-
ристовувати її стацiонарне значення

ε0el =
(V − v)τε

h
. (24)
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У загальному випадку вiльна енергiя (12) зале-
жить вiд товщини мастила h [20]. Зазначимо,
що в рамках нашого представлення другий до-
данок у виразi (12) пропорцiйний квадрату пру-
жної деформацiї ε2el. Згiдно зi спiввiдношенням
(24) стацiонарна пружна деформацiя збiльшується
зi зменшенням товщини мастила h. Тому для гра-
ничного випадку дуже тонкого шару h → 0 де-
формацiя εel → ∞. При цьому в розкладаннi (12)
визначальним стає другий доданок, а стацiонарне
значення параметра порядку дорiвнює нулю, отже,
мастило рiдиноподiбне, як i в роботi [20]. Деталь-
не вивчення впливу товщини мастила на режими
тертя проводилось в роботах [36, 37].

4. Кiнетика плавлення

Змiни температури мастила T i деформацiї εel
спричиняють змiну параметра порядку ϕ, який
задає вiльну енергiю f (12) згiдно зi степеневим
розкладанням у ряд [21]. Час встановлення ново-
го стацiонарного значення ϕ+, яке подається ви-
разом (16), визначається узагальненою термодина-
мiчною силою −∂f/∂ϕ. Якщо ϕ ≈ ϕ+, то ця сила
мала i процес релаксацiї описується лiнiйним кiне-
тичним рiвнянням Ландау–Халатнiкова [38]:

ϕ̇ = −δ ∂f
∂ϕ

, (25)

де кiнетичний коефiцiєнт δ характеризує iнерцiй-
нi властивостi системи. Пiдставивши до (25) енер-
гiю (12), отримаємо рiвняння у явному виглядi:

ϕ̇ = −δ
(
2α(T − Tc)ϕ+ aϕε2el − bϕ2 + cϕ3

)
+ ξ(t).

(26)

У рiвняннi (26) враховано доданок, який подає
адитивнi флуктуацiї малої iнтенсивностi [30, 31].
Їх iнтенсивнiсть вибирається настiльки малою, що
вони не впливають на детермiнiстичну поведiн-
ку системи, але їх введення є необхiдним, оскiль-
ки при подальшому числовому розрахунку корiнь
рiвняння (26) ϕ = 0, вiдповiдаючий максимуму
потенцiалу f(ϕ), тобто нестiйкому стацiонарному
стану, згiдно зi структурою рiвняння є стiйким. З
введенням ξ(t) в описанiй ситуацiї система з не-
стiйкого стану перейде у стiйкий, який вiдповiдає
мiнiмуму енергiї. Таким чином, флуктуацiї врахо-
вуються через особливостi подальшого числового
розрахунку.

Динамiчнi характеристики будь-якої триболо-
гiчної системи визначаються її властивостями в

цiлому. Наприклад, в ситуацiї, що показана на
рис. 1, поведiнка системи суттєво залежить вiд ко-
ефiцiєнта жорсткостi пружини K i маси нижнього
блока M . На вiдмiну вiд руху зi сталими пружни-
ми деформацiями, у такiй трибологiчнiй системi у
процесi тертя можлива реалiзацiя переривчастого
(stick-slip) режиму руху [5, 6, 9, 18]. Вказаний ре-
жим встановлюється за рахунок того, що мастило
у процесi руху перiодично плавиться i твердне, що
приводить до осцилюючого характеру сили тертя
F . Для розрахунку часової еволюцiї будемо чи-
сельно розв’язувати систему кiнетичних рiвнянь
(3), (26), визначаючи силу тертя F iз (10), (11),
пружнi напруження σel – згiдно з (13), а значен-
ня деформацiї εel – зi спiввiдношення (24). Також
при цьому необхiдно враховувати зв’язок ẋ = v i
визначення (1), (2). Далi при числовому розв’язан-
нi диференцiальних рiвнянь застосовується метод
Ойлера–Кромера iз кроком iнтегрування за часом
Δt = 10−10 с, при цьому вибираються початковi
умови ϕ0 = x0 = v0 = 0.

Результат розв’язку вказаних рiвнянь показаний
на рис. 3. На верхнiй панелi рисунка штриховою
лiнiєю показана залежнiсть координати верхнього
блока X(t) (1), а суцiльною – координата нижньо-
го x(t), яка має бiльш складну залежнiсть. Також
на рисунку показанi залежностi швидкостей бло-
кiв вiд часу, пружнi напруження зсуву σel (13), якi
виникають в мастилi, i повна сила тертя F (10).
Розглянемо цi залежностi бiльш детально. У поча-
тковий момент часу t = 0 блоки нерухомi, а масти-
ло твердоподiбне, оскiльки залежностi побудованi
при температурi мастила T , яка менша за крити-
чну T 0

c (18), а в станi спокою εel = 0. При t > 0
верхнiй блок починає рух, i його швидкiсть при
цьому збiльшується згiдно з (2). Оскiльки мастило
твердоподiбне, сила тертя F має в’язку i пружну
компоненти, i нижнiй блок рухається разом з верх-
нiм, але пiд час його руху збiльшується абсолютне
значення пружної сили 2Kx, яка перешкоджає ру-
ху нижнього блока, i тому швидкiсть v росте не
так стрiмко, як V . При цьому iз часом збiльшу-
ється вiдносна швидкiсть зсуву поверхонь блокiв
(V − v), i вiдповiдно до (24) росте значення пру-
жної деформацiї εel. З часом настає момент, коли
виконується умова εel > εel,c0 (19), i мастило при
цьому плавиться за механiзмом “зсувного плавле-
ння”. При цьому сила тертя суттєво зменшується,
оскiльки напруження стають нульовими, тому ни-
жнiй блок проковзує на значну вiдстань за рахунок
пружної сили, що створюється стиснутою i розтя-
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Рис. 3. Залежностi координат X, x, швидкостей V , v,
пружних напружень σel (13) i сили тертя F (10) вiд
часу t при параметрах, наведених на рис. 2 i h = 10−9 м,
τε = 10−8 с, γ = −2/3, A = 0, 6 · 10−9 м2, k = 5 · 104 Па·c1/3,
δ = 100 Дж−1·м3/c, T = 200 K, Xm = 0, 8 · 10−6 м,
ω = 10 рад/с, M = 0, 4 кг, K = 3000 Н/м. Штриховими
лiнiями показано координату X(t) i швидкiсть V (t) верх-
нього блока, суцiльними – координату x(t) i швидкiсть v(t)
нижнього блока

гнутою пружинами. Тому вiдносна швидкiсть зсу-
ву зменшується, i за виконання умови εel < ε0el,c
(20) мастило знову набуває твердоподiбної стру-
ктури. Розглянутий процес перiодичний у часi.

На рис. 4 додатково наведено часовi залежностi
вiдносного змiщення блокiв i їх вiдносної швидко-
стi. Тут в моменти часу, коли вiдбувається “при-
липання” поверхонь, вiдносне змiщення (X − x)
залишається сталим, а вiдносна швидкiсть зсуву
(V − v) близька до нульового значення (при цьо-
му на рис. 3 залежностi V (t) i v(t) вiзуально збi-
гаються). Таким чином, реалiзується перiодичний
переривчастий режим руху (stick-slip), який також
характерний для сухого тертя без мастила [1,2,39].
При вибраних параметрах за один повний перiод
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Рис. 4. Залежностi вiдносного змiщення (X − x) i вiдно-
сної швидкостi (V − v) блокiв вiд часу t, що вiдповiдають
параметрам, наведеним на рис. 3

блоки 4 рази “прилипають” один до одного – по 2
рази пiд час руху в кожному з напрямкiв, причому
отриманi залежностi симетричнi вiдносно напряму
руху. Проте залежно вiд параметрiв системи мо-
жлива реалiзацiя рiзних ситуацiй.

Фазовi портрети системи при параметрах, пока-
заних на рис. 3, i рiзних значеннях циклiчної ча-
стоти ω наведено на рис. 5. При цьому кiнетичнi
залежностi, що наведенi на рис. 3, повнiстю вiдпо-
вiдають фазовому портрету на рис. 5,а, оскiльки
вони побудованi для однакових значень частоти ω.
Важливо вiдзначити той факт, що фазовi портрети
на рис. 5,а i в симетричнi вiдносно початку коор-
динат, а фазовi портрети на рис. 5,б i г, демонстру-
ють ситуацiю, коли рух верхньої поверхнi тертя в
обох напрямках не однаково впливає на перемiще-
ння нижньої. Такий випадок вiдповiдає реалiзацiї
в системi ефектiв пам’ятi, якi спостерiгаються екс-
периментально [5]. У цьому випадку рух нижнього
блока також перiодичний у часi, але часовi зале-
жностi параметрiв, якi наведенi на рис. 3, не є си-
метричними вiдносно їх нульових значень [30]. На
рис. 5,б на вставцi показано збiльшену область, що
умовно позначена символом A, оскiльки вона має
вираженi особливостi, якi на рисунку у звичайно-
му масштабi неможливо розглянути. Таким чином,
частота ω впливає на поведiнку трибологiчної си-
стеми нетривiальним чином, i її варiацiєю можна
пiдбирати рiзнi режими руху, якi суттєво вiдрiзня-
ються один вiд одного. Зауважимо, що при деяких
частотах стацiонарна поведiнка системи, що вста-
новлюється в результатi її еволюцiї, залежить вiд
початкових умов, або вiд передiсторiї. Наприклад,
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на рис. 5,г при початковому значеннi ϕ0 6= 0 мо-
жливе встановлення режиму, який подiбний до на-
веденого на рис. 5,в. Цей факт також пiдтверджує
наявнiсть в системi ефектiв пам’ятi, що спостерi-
галися експериментально [5].

Рис. 6 побудований для з’ясування впливу тем-
ператури T мастила на кiнетику плавлення. Зале-
жностi на вказаному рисунку за вiссю часу подi-
ленi на чотири дiлянки. Для першої дiлянки ви-
бирається найменша температура, для кожної на-
ступної температура збiльшується, тобто має мiсце
нерiвнiсть T1 < T2 < T3 < T4. Залежнiсть на пер-
шiй дiлянцi T = T1 повторює залежнiсть, показану
бiльш детально на рис. 3, оскiльки вона отримана
при такому самому значеннi T . З подальшим пiд-
вищенням температури T = T2, як i при T = T1,
реалiзується переривчастий (stick-slip) режим ру-
ху, але зменшується максимальне значення пру-
жних напружень σel. За рахунок цього сила тер-
тя F в твердоподiбному станi мастила з пiдвищен-
ням температури також зменшується. Зi збiльше-
нням температури T = T3 вказана тенденцiя збе-
рiгається. Вiдзначимо, що зменшення кiлькостi пi-
кiв прилипання з пiдвищенням температури не є
правилом, i може спостерiгатися зворотна ситуа-
цiя. При T = T4 мастило рiдиноподiбне весь час,
а пружнi напруження дорiвнюють нулю. Це вiдбу-
вається за рахунок того, що при вибранiй темпе-

ратурi умова T > T 0
c (18) виконується навiть при

εel = 0, тобто у разi плавлення мастило не може за-
твердiти за рахунок зменшення вiдносної швидко-
стi зсуву тертьових поверхонь. Експерименти з по-
дiбними дослiдженнями впливу температури нам
невiдомi, тому залежностi, наведенi на рис. 6, є
прогнозуючими.

5. Числовий експеримент

Залежностi, що показанi на рис. 6, вказують на
те, що зi збiльшенням температури T спосте-
рiгається зменшення амплiтуди пружних напру-
жень σel, також зменшується максимальне зна-
чення сили тертя F . Дослiдимо бiльш деталь-
но залежностi амплiтуд σel i F вiд темпера-
тури T у рiзних режимах функцiонування си-
стеми. Будемо визначати амплiтуду напружень
як σel,max := (σel,max − σel,min) /2, а амплiтуду си-
ли тертя як Fmax := (Fmax − Fmin) /2, де σel,max,
Fmax – максимальнi значення пружних напружень
i сили тертя, а σel,min, Fmin – їх мiнiмальнi значен-
ня, якi визначаються протягом одного повного пе-
рiоду T = 2π/ω пiсля встановлення стацiонарного
режиму тертя.

Залежностi вказаних величин вiд температури
для трьох типiв мастил (псевдопластична рiдина
при γ < 0, ньютонiвська при γ = 0, i дiлатантна
при γ > 0) наведенi на рис. 7.
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Верхня панель рисунка показує, що з пiдвищен-
ням температури пружнi напруження σel,max змен-
шуються для всiх трьох типiв рiдин, тобто пiд-
вищення температури сприяє плавленню мастила.
Вiдзначимо той факт, що для псевдопластичних
рiдин (γ = −2/3), якi найчастiше використовую-
ться у ролi мастил для таких систем, амплiтуда
напружень набуває максимальних значень майже
на всьому наведеному дiапазонi температур, але
плавлення в цьому випадку вiдбувається за мен-
ших T . На нижнiй панелi рисунка наведенi зале-
жностi амплiтуд сили тертя Fmax вiд температу-
ри мастила T . З рисунка випливає, що сила тер-
тя зменшується з ростом температури лише для
псевдопластичних рiдин, i вона у всьому дiапазо-
нi температур у порiвняннi з iншими типами рi-
дин є мiнiмальною. Для дiлатантних i ньютонiв-
ських рiдин при вибраних параметрах максималь-
на сила тертя з ростом температури не змiнює-
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Рис. 7. Залежностi амплiтудних значень пружних напру-
жень σel,max i сили тертя Fmax вiд температури T при па-
раметрах, наведених на рис. 3 для псевдопластичної (γ =

= −2/3), ньютонiвської (γ = 0) i дiлатантної (γ = 2/3) рi-
дин у ролi мастила

ться. Оскiльки для цих рiдин з ростом температу-
ри зменшуються пружнi напруження (верхня па-
нель рисунка), це означає, що з ростом T зростає
в’язка компонента сили тертя, що подається дру-
гим доданком у формулi (10), що в такiй ситуа-
цiї може вiдбуватися лише при збiльшеннi вiдно-
сної швидкостi руху блокiв (V − v). Вiдзначимо,
що згiдно з рисунком для ньютонiвської i дiлатан-
тної рiдини амплiтуда сили тертя з пiдвищенням
температури залишається сталою навiть у випад-
ку σel = 0, тобто коли сила тертя має лише в’язку
компоненту. Оскiльки амплiтуди F для γ = 0 i
γ = 2/3 збiгаються для всiх температур, вимiрю-
вати повну силу тертя в експериментi для визна-
чення режиму недостатньо, i майже завжди дода-
тково вивчають поведiнку пружних σel i в’язких σv
напружень [16]. Зазначимо також те, що згiдно з
результатами, наведеними на рис. 7, використання
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Рис. 8. Залежностi амплiтудних значень пружних напру-
жень σel,max i сили тертя Fmax вiд коефiцiєнта пропорцiй-
ностi k (7) при параметрах, наведених на рис. 3 для псев-
допластичної (γ = −2/3), ньютонiвської (γ = 0) i дiлатан-
тної (γ = 2/3) рiдин у ролi мастила

псевдопластичних рiдин є оптимальним для змен-
шення тертя, оскiльки вони сприяють встановлен-
ню режиму з мiнiмальною силою F , незважаючи
на те, що пружнi напруження для таких мастил
майже у всьому дiапазонi температур набувають
максимальних значень.

З метою визначення залежностi в’язкостi вiд
градiєнта швидкостi та температури проводяться
як реальнi [28], так i комп’ютернi [29] експеримен-
ти. Актуальнiсть проблеми викликана тим, що у
режимi межового тертя для нанорозмiрних три-
бологiчних систем залежностi в’язкостi вiд вказа-
них величин набувають аномальних властивостей.
Навiть можливий режим, у якому при крiотемпе-
ратурах сила тертя набуває майже нульових зна-
чень, що вiдповiдає малiй в’язкостi мастила, i вiд-
повiдно дуже слабкiй дисипацiї енергiї. В англо-
мовнiй термiнологiї такий режим отримав назву
superlubricity [40, 41]. Дослiдимо залежностi сили
тертя i напружень для трьох типiв мастил, як i
на рис. 7, але не вiд температури, а вiд коефiцi-
єнта пропорцiйностi k мiж в’язкiстю i градiєнтом
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Рис. 9. Залежностi амплiтудних значень пружних напру-
жень σel,max i сили тертя Fmax вiд коефiцiєнта жорсткостi
пружини K (3) при параметрах, наведених на рис. 3 для
псевдопластичної (γ = −2/3), ньютонiвської (γ = 0) i дiла-
тантної (γ = 2/3) рiдин у ролi мастила

швидкостi (7). На рис. 8 наведено вказанi зале-
жностi. Вiдзначимо, що на вiдмiну вiд рис. 7, рi-
знi значення k вiдповiдають рiзним мастилам, по-
верхням тертя, або геометрiї експерименту. Тоб-
то на залежностях, що наведенi на рис. 8, кожна
точка вiдповiдає трибологiчним системам, що вiд-
рiзняються за своїми властивостями. Як можна
бачити, для псевдопластичних рiдин (γ = −2/3)
пружнi напруження зi збiльшенням величини ко-
ефiцiєнта k залишаються сталими. Для ньютонiв-
ських i дiлатантних рiдин максимальнi напруже-
ння зi збiльшенням k монотонно зменшуються.
Амплiтуда сили тертя Fmax у випадку псевдопла-
стичної рiдини (γ = −2/3) зростає зi збiльшен-
ням коефiцiєнта k, в той час як для показникiв
γ = 0 i γ = 2/3 сила тертя поводить себе та-
ким самим чином, як i на рис. 7, тобто залиша-
ється сталою. Однак, Fmax на всьому наведено-
му дiапазонi значень k мiнiмальна саме для псев-
допластичної рiдини, тому вона i в цьому випад-
ку є оптимальною для створення умов зменшення
тертя.
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На рис. 9 наведено поведiнку дослiджуваних ве-
личин зi збiльшенням коефiцiєнта жорсткостi пру-
жини K. Для дiлатантних i ньютонiвських рiдин
пружнi напруження σel,max монотонно i повiль-
но зростають. У випадку псевдопластичної рiди-
ни (γ = −2/3) напруження спочатку рiзко збiль-
шуються, а далi залишаються майже сталими. Си-
ла тертя в даному випадку для показника γ =
= −2/3 також зростає до певного значення, котре
далi майже не змiнюється. Для показникiв γ = 0 i
γ = 2/3 амплiтуди сили тертя Fmax лiнiйно збiль-
шуються з ростом коефiцiєнта жорсткостi K, при-
чому їх значення однаковi, як i на попереднiх двох
рисунках. Таким чином, у цьому випадку псевдо-
пластична рiдина також забезпечує в системi мiнi-
мальну силу тертя. Можна зробити загальний ви-
сновок, що псевдопластичнi рiдини забезпечують
оптимальний режим тертя в трибологiчнiй систе-
мi, що наведена на рис. 1, оскiльки максимальна
сила тертя Fmax для них найменша.

6. Висновки

У запропонованiй роботi розроблена термодина-
мiчна модель, що описує поведiнку трибологiчної
системи у режимi межового тертя, яка дозволяє
пояснити ряд ефектiв, що були виявленi експери-
ментально. Показано, що до переривчастого режи-
му руху приводить фазовий перехiд першого ро-
ду мiж рiдиноподiбним i твердоподiбним станами
мастила. Дослiджено вплив температури масти-
ла, коефiцiєнта жорсткостi пружини i коефiцiєнта
пропорцiйностi мiж в’язкiстю та градiєнтом швид-
костi на поведiнку системи. Встановлено, що для
псевдопластичних рiдин з ростом температури ма-
стила пружнi напруження i сила тертя в системi
зменшуються. При збiльшеннi коефiцiєнта жорс-
ткостi пружини сила тертя i напруження зроста-
ють для всiх типiв мастил. При зростаннi коефi-
цiєнта пропорцiйностi k для псевдопластичних рi-
дин максимальнi напруження суттєво не змiнюю-
ться, а сила тертя зростає. Для порiвняння наве-
денi результати розрахункiв для дiлатантних та
ньютонiвських рiдин. Знайдено режими, у яких
зсув поверхонь тертя нееквiвалентний напряму ру-
ху верхнього блока, що вiдповiдає реалiзацiї в си-
стемi ефектiв пам’ятi. При побудовi моделi вико-
ристовується термодинамiчний потенцiал з двома
стiйкими стацiонарними станами, у якого нульо-
вий i ненульовий мiнiмуми роздiленi максимумом.
Проте експериментально встановлено, що мастило

характеризується бiльше нiж одним типом перехо-
ду i може iснувати в декiлькох (твердоподiбному
або рiдиноподiбному) метастабiльних станах. Для
опису такої ситуацiї достатньо врахувати додатко-
вi члени розкладання вiльної енергiї бiльш високих
порядкiв.
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ПРЕРЫВИСТЫЙ РЕЖИМ ГРАНИЧНОГО ТРЕНИЯ
КАК ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД ПЕРВОГО РОДА

Р е з ю м е

Рассмотрена трибологическая система, состоящая из двух
контактирующих блоков, один из которых закреплен ме-
жду двумя пружинами, а другой приводится в непрерыв-
ное периодическое движение. Исследована кинетика систе-
мы в режиме граничного трения, когда между атомарно-
гладкими поверхностями блоков находится ультратонкая
пленка смазки. Для описания состояния смазки записано
выражение для плотности свободной энергии в виде разло-
жения в ряд по степеням параметра порядка, который сво-
дится к модулю сдвига. Показано, что в широком диапазоне
параметров реализуется прерывистый режим движения, к
которому приводят периодические фазовые переходы пер-
вого рода между кинетическими режимами трения. Спро-
гнозировано поведение системы при изменении внешних и
внутренних параметров.

I.A. Lyashenko, A.M. Zaskoka

STICK-SLIP MODE OF BOUNDARY FRICTION
AS THE FIRST-ORDER PHASE TRANSITION

S u m m a r y

A tribological system consisting of two contacting blocks has

been considered. One of them is arranged between two springs,

the other is driven periodically. The kinetics of the system has

been studied in the boundary friction mode, when an ultrathin

lubricant film is contained between the atomically smooth sur-

faces. In order to describe the film state, the expression for

the free energy density is used in the form of an expansion in

a power series in the order parameter, the latter being reduced

to the shear modulus of a lubricant. The stick-slip mode is

shown to be realized in a wide range of parameters, being a

result of the periodic first-order phase transitions between ki-

netic friction regimes. The behavior of the system governed by

internal and external parameters has been predicted.
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