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ЗАКОНОМ ФIЛЬТРАЦIЇУДК 517.9+532.546

У статтi розробляється модель фiльтрацiї з узагальненим законом Дарсi, який мi-
стить опис нелокальних та нелiнiйних ефектiв. Вигляд такого закону отримано засо-
бами релаксацiйного формалiзму нерiвноважної термодинамiки. В рамках побудованої
моделi проаналiзовано вплив релаксацiйних ефектiв на фазову швидкiсть поширення
малих хвильових збурень, встановлено характер нелiнiйних бiжучих хвиль, а також
дослiджено властивостi полiномiальних та автомодельних розв’язкiв.
К люч о в i с л о в а: пористе середовище, узагальнений закон Дарсi, iнварiантнi розв’язки,
релаксацiя.

1. Вступ

Детальний опис процесiв фiльтрацiї рiдин або га-
зiв через пористi матерiали на мiкрорiвнi на сього-
днiшнiй день є проблематичним, навiть враховую-
чи можливостi сучасних комп’ютерних технологiй.
Тому цi процеси описують в рамках континуаль-
ного пiдходу, моделюючи такi системи суцiльними
середовищами з осередненими характеристиками
[1–5].

У рамках механiки суцiльного середовища рух
слабостисливої рiдини або газу у пружнодефор-
мiвному пористому середовищi (пружний режим
фiльтрацiї) описується законом збереження ма-
си, рiвнянням стану рухомої речовини та законом
фiльтрацiї. Останнiй закон виражає зв’язок мiж
швидкiстю фiльтрацiї та градiєнтом тиску i часто
розглядається у лiнiйному наближеннi, вiдомому
як закон Дарсi.

Однак, на сьогоднi зiбрано значну кiлькiсть
експериментальних свiдчень вiдхилення вiд зако-
ну Дарсi [5–9], особливо стосовно нерiвноважних
високоiнтенсивних процесiв, коли спостерiгається
пiдсилення нелокальних ефектiв [10, 11].

У цих дослiдженнях пропонується узагальнен-
ня лiнiйного закону Дарсi шляхом врахування не-
лiнiйностi та нерiвноважностi процесiв фiльтрацiї.
Зазначимо, що нерiвноважнiсть пов’язана з тим,
що час встановлення локальної термодинамiчної
рiвноваги у нескiнченно малому об’ємi пористого
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середовища спiвставний з характерними часовими
параметрами системи, а також наявнiстю неодно-
рiдностей полiв (швидкостей, напружень), якi ха-
рактеризуються їх градiєнтами [12]. Врахування
таких релаксацiйних процесiв у моделi здiйснює-
ться в динамiчному рiвняннi Дарсi, вигляд якого
обґрунтовується в рамках релаксацiйного форма-
лiзму нерiвноважної термодинамiки. Також у ро-
ботi аналiзуються деякi розв’язки моделi пружно-
го режиму фiльтрацiї з урахуванням динамiчного
закону фiльтрацiї.

2. Математична модель
пружного режиму фiльтрацiї

Коротко нагадаємо початковi положення [2–5] по-
будови моделi пружного режиму фiльтрацiї. Для
опису геометричних середнiх характеристик пори-
стого середовища використовується середня пори-
стiсть 𝑚 = 𝑉𝑛/𝑉 , де 𝑉𝑛 – об’єм пор, 𝑉 – загальний
об’єм елемента порового середовища.

Зазвичай розрiзняють повну та активну пори-
стiсть. Активна пористiсть стосується лише тих
пор, якi входять в єдину мережу сполучених пор i
можуть бути ззовнi заповненi рiдиною. Саме таке
тлумаченння пористостi використовується в теорiї
фiльтрацiї.

Тодi закон збереження маси рiдини густини 𝜌𝑟
при фiльтрацiї через пористий елемент має ви-
гляд iнтегрального спiввiдношення 𝜕

𝜕𝑡

∫︀
𝑉
𝑚𝜌𝑟𝑑𝑉 =

= −
∫︀
𝑆
𝜌𝑟un𝑑𝑆, де 𝑆 та 𝑉 – поверхня та об’єм по-

ристого елемента, n – зовнiшня нормаль до неї,
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u – швидкiсть фiльтрацiї. Використовуючи теоре-
му Остроградського–Гауса, можна перейти до ди-
ференцiальної форми закону у припущеннi про до-
вiльнiсть елементарного об’єму та неперервнiсть
полiв:

𝜕 (𝑚𝜌)

𝜕𝑡
+ div𝜌u = 0. (1)

Швидкiсть фiльтрацiї u слугує основною характе-
ристикою фiльтрацiйного руху. Проекцiя швидко-
стi на нормаль n елементарної площадки визна-
чається [5] таким чином: un = limΔ𝑆→0

Δ𝑄
𝜌𝑟Δ𝑆 , де

Δ𝑆 – площа елементарної площадки, Δ𝑄 – ви-
трата рiдини чи газу. Залежнiсть мiж вектором
швидкостi фiльтрацiї та полем тиску визначає-
тся законом фiльтрацiї, встановлений експеримен-
тально у 1856 р. А. Дарсi, та визначається таким
виразом:

u = −𝑘
𝜇
∇𝑝, (2)

де 𝑘 – проникнiсть, яка не залежить вiд властиво-
стей рiдини, а лише вiд геометричних характери-
стик пористого середовища, вимiрюється в Дарсi
(1Д = 10−12 м2), 𝜇 – динамiчна в’язкiсть рiдини.

Закон Дарсi виконується в умовах [4, 13] (i) по-
вiльного руху рiдини, коли iнерцiйними ефектами
можна знехтувати, (ii) вiдсутня передача iмпуль-
су мiж фазами в умовах обмiну масами мiж ни-
ми, (iii) нехтується обмiн iмпульсом в окремих фа-
зах, який спричинений в’язким зсувом, (iv) гравi-
тацiйна сила вважається зовнiшньою i прикладена
вертикально, (v) в’язкий зсув пiдкоряється зако-
ну Ньютона, (vi) приймаються умови прилипання
на поверхнях мiж рiдиною i твердою фазою, (vii)
тверда фаза – абсолютно тверде тiло. Зазначимо,
що закон Дарсi записано для надлишкового тиску.

Щоб отримати замкнуту систему для опису
фiльтрацiї у пористому середовищi, до рiвнянь (1),
(2) слiд приєднати рiвняння стану рiдини або газу,
наприклад, у формi 𝜌 = 𝜌 (𝑝, 𝑇 = const).

Зокрема, одну з найпростiших моделей [5] неста-
цiонарної фiльтрацiї газу (модель пружного режи-
му фiльтрацiї) можна отримати, коли припустити,
що стисливiсть рухомої речовини значно переви-
щує стисливiсть пористого середовища. Тодi змi-
ною пористостi в часi можна знехтувати, що до-

зволяє замiсть рiвняння (1) отримати рiвняння

𝑚
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div𝜌u = 0. (3)

Враховуючи лiнiйне рiвняння стану 𝜌 = 𝑝𝜌0/𝑝0 та
закон Дарсi (2), у одновимiрному випадку можна
отримати рiвняння вiдносно тиску у формi

𝜕𝑝

𝜕𝑡
=

𝑘

2𝑚𝜇

𝜕2(𝑝2)

𝜕𝑥2
.

Навiть для такого спрощеного випадку отрима-
не рiвняння є нелiнiйним. Звичайно, у багатьох ви-
падках зробленi вище припущення про рух рiди-
ни чи газу виконуються достатньо добре i закону
Дарсi у виглядi (2) вистачає для коректного опису
характеристик потоку.

3. Узагальнення закону фiльтрацiї Дарсi

Але, як свiдчать експериментальнi данi, в умовах
високих швидкостей фiльтрацiї [2, 8, 14] або нав-
паки досить малих, коли проявляться аномальнi
реологiчнi властивостi рiдин, спостерiгається вiд-
хилення вiд спiввiдношення (2). Розглянемо най-
бiльш вiдомi узагальнення закону Дарсi. Перш за
все, згадаємо двокомпонентний закон [14]:

∇𝑝 = −𝜇
𝑘
u− 𝛽

𝜌𝑢√
𝑘
u ≡ 𝑓(𝑢)u, (4)

вперше запропонований Форхгеймером. У той час
як вiдхилення вiд лiнiйного закону Дарсi спосте-
рiгаються при числах Рейнольдса порядку 0,1–1,0,
двокомпонентний закон добре узгоджується з екс-
периментальними даними при числах Рейнольдса
порядку 10–100. Також одне iз узагальнень рiвня-
ння (2) запропонував Brinkman [7, 15] у виглядi

∇𝑝 = −𝜇
𝑘
u+ 𝜇′Δu,

де 𝜇′ є ефективною в’язкiстю, яка може збiгати-
ся з в’язкiстю рiдини 𝜇 або бути навiть меншою.
Також набув широкого використання нелiнiйний
закон фiльтрацiї [5, 14] вигляду

u = −𝑓 (|∇𝑝|)∇𝑝, (5)

де 𝑓 (𝑥) – деяка гладка функцiя.
Для двофазних течiй використовується нерiвно-

важна модель Баклея–Леверетта та модель Барен-
блатта [5].
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Дослiдження фiльтрацiї в’язкопружних полi-
мерних сумiшей, нафти та iнших неньютонових рi-
дин показали [14], що релаксацiйнi ефекти можуть
суттєво впливати на характеристики нестацiонар-
ної фiльтрацiї через пористi середовища [9]. Для
вивчення впливу ефектiв запiзнення пропонується
модифiкувати класичний закон Дарсi в рамках
релаксацiйного формалiзму нерiвноважної термо-
динамiки [10, 11, 16]. Використовуючи операторне
представлення для параметра проникностi, запи-
шемо динамiчний закон Дарсi у такому виглядi:

𝑢 = −𝑘∇𝑝, (6)

де динамiчний коефiцiєнт проникностi

𝑘 = 𝑘∞ +
𝑘0 − 𝑘∞

1 + 𝜏𝐷𝑡
,

𝑘0 та 𝑘∞ – рiвноважний та заморожений коефiцi-
єнти проникностi, 𝐷𝑡 – оператор диференцiюван-
ня за часом, 𝜏 – час релаксацiї (вiдома [17] оцiнка
𝜏 ∼ 𝑘/(𝑚𝜈), де 𝜈 – кiнематична в’язкiсть рiдини).

Виконуючи формальнi перетворення спiввiдно-
шення (6), отримуємо таке узагальнене рiвняння
Дарсi:

𝜏 (𝑢𝑡 + 𝑘∞ (∇𝑝)𝑡) = −𝑢− 𝑘0∇𝑝, (7)

яке зустрiчається, наприклад, в роботах [1, 9, 16].
Аналогiчний результат можна отримати iншим

шляхом. Зокрема, закон Дарсi запишемо у нело-
кальному виглядi

𝑢 = −𝑘∞∇𝑝+ 𝜎

𝑡∫︁
𝑡0

exp

[︂
− 𝑡− 𝑠

𝜏

]︂
∇𝑝 (𝑥, 𝑠) 𝑑𝑠, (8)

де 𝜎 – параметр.
Диференцiюючи вираз (8) та виключаючи iнте-

гральний доданок за допомогою (8), отримуємо

𝜏 (𝑢𝑡 + 𝑘∞ (∇𝑝)𝑡) = −𝑢− (𝑘∞ − 𝜎𝜏)∇𝑝.

Якщо ввести позначення 𝑘∞ − 𝜎𝜏 = 𝑘0, то при-
йдемо до рiвняння (7). Вказанi перетворення до-
зволяють визначити параметр 𝜎 у рiвняннi (8) че-
рез величини 𝑘∞, 𝑘0, 𝜏 , а саме 𝜎 = (𝑘∞ − 𝑘0)/𝜏 .
Особливiстю такого динамiчного рiвняння Дарсi
є те, що в умовах повiльних фiльтрацiйних про-
цесiв модель зводиться до рiвняння вигляду 𝑢 =

= −𝑘0∇𝑝, тодi як при швидких процесах – до 𝑢 =
= −𝑘∞∇𝑝, тобто в залежностi вiд характерної ча-
стоти процесу використовується рiзна проникнiсть
середовища.

Зазначимо, що подiбним чином можна отрима-
ти новий клас динамiчних рiвнянь Дарсi, поши-
ривши закон (7) на нелiнiйний випадок. З аналiзу
законiв фiльтрацiї (4) та (5) випливає, що їх мо-
жна записати у формi нелiнiйного спiввiдношення
𝜓(𝑢) = −𝑘∞𝑓(∇𝑝), де 𝜓 та 𝑓 – нелiнiйнi функцiї
своїх аргументiв. Релаксацiйнi поправки цього за-
кону виберемо у iнтегральному виглядi так, як у
виразi (8):

𝜏−1

𝑡∫︁
𝑡0

exp

{︂
− 𝑡− 𝑠

𝜏

}︂
(𝜙− 𝜓) 𝑑𝑠+ 𝜓 =

= −𝑘∞𝑓 + 𝜏−1

𝑡∫︁
𝑡0

exp

{︂
− 𝑡− 𝑠

𝜏

}︂
(𝑘∞𝑓 − 𝑘0𝑔) 𝑑𝑠,

де 𝜙 – функцiя швидкостi, 𝑔 – функцiя градiєнта
тиску. За допомогою диференцiювання за часовою
змiнною 𝑡, отримаємо динамiчне нелiнiйне рiвнян-
ня Дарсi:

𝜏 (𝜓𝑡 + 𝑘∞𝑓𝑡) = −𝜙− 𝑘0𝑔.

Наприклад, якщо вибрати 𝜙, 𝜓, 𝑓 , 𝑔 у виглядi сте-
пеневих функцiй, то отримаємо такий закон фiль-
трацiї

𝜏 [𝑢𝑛 + 𝑘∞∇𝑝2]𝑡 = −𝑢ℓ − 𝑘0∇𝑝1, (9)

де 𝑝1 = 𝑐21𝜌
𝑠 – рiвняння стану рiдини або газу при

рiвноважнiй фiльтрацiї, 𝑝2 = 𝑐22𝜌 – при замороже-
ному релаксацiйному процесi. У порiвняннi з вира-
зом (7), заморожений та рiвноважний закони фiль-
трацiї можуть вiдрiзнятися не тiльки коефiцiєнтом
проникностi, а й мiрою нелiнiйностi.

Введення в рiвняння Дарсi доданкiв з похiдними
за часом можна розглядати як врахування часової
нелокальностi у спiввiдношеннях мiж узагальне-
ними силами (градiєнт тиску) i потоками (швид-
кiсть фiльтрацiї). У випадку, коли поле узагальне-
них сил швидко змiнюється залежно вiд коорди-
нати, то для застосування континуального пiдхо-
ду використовують просторово нелокальнi моделi
[10, 12, 18]. Також застосування нелокальної тео-
рiї виглядає перспективним, коли у середовищi не
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можна видiлити достатньо однорiдний елементар-
ний об’єм, масштаб якого визначає застосовнiсть
локального закону Дарсi, як, наприклад, для фра-
ктальних пористих матерiалiв [19]. Таким чином,
нелокальне узагальнення закону фiльтрацiї запи-
шемо у такiй формi:

𝑢(𝑥, 𝑡) = −𝑘
∫︁
𝑅(𝑥− 𝑧)∇𝑝(𝑧)𝑑𝑧,

де 𝑅(·) – деяке ядро релаксацiї з вiдповiдними вла-
стивостями. Такi суттєво нелокальнi моделi можна
звести до диференцiальних рiвнянь, розкладаю-
чи в ряд Тейлора градiєнт тиску в околi точки 𝑥
та виконуючи iнтегрування. Отримаємо 𝑢(𝑥, 𝑡) =
= −𝑘(𝐼+𝜎2∇2)∇𝑝 або (𝐼+𝜎2∇2)−1𝑢(𝑥, 𝑡) = −𝑘∇𝑝.
Слабко нелокальний випадок зводиться до просто-
рово нелокального рiвняння Дарсi:

𝑢− 𝜎2∇2𝑢 = −𝑘∇𝑝,

де 𝜎 – параметр просторової нелокальностi, який
пов’язаний з радiусом кореляцiї або розмiром стру-
ктурного елемента середовища.

4. Частиннi розв’язки моделi
фiльтрацiї з динамiчним рiвнянням Дарсi

Спочатку розглянемо поширення малих збурень
при фiльтрацiї рiдини або газу в пружному режимi
в рамках моделi з динамiчним рiвнянням Дарсi:

𝑚
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div𝜌u = 0,

𝜏

(︂
𝑑u

𝑑𝑡
+ 𝑘∞

𝑑∇𝑝
𝑑𝑡

)︂
= −𝑢− 𝑘0∇𝑝, 𝑝 = 𝑐2𝜌,

де 𝑑(·)/𝑑𝑡 = 𝜕/𝜕𝑡+ (u∇)(·) – субстанцiональна по-
хiдна, 𝑐 – швидкiсть звуку рухомої речовини.

У одновимiрному випадку ця система зводиться
до такої:
𝑚𝜌𝑡 + (𝜌𝑢)𝑥 = 0,

𝜏
(︀
𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑘∞𝑐2 (𝜌𝑥𝑡 + 𝑢𝜌𝑥𝑥)

)︀
= −𝑢− 𝑘0𝑐2𝜌𝑥.

(10)

Розглянемо в рамках цiєї моделi поширення малих
збурень вигляду

𝜌 = 𝜌0 + 𝜀𝜌1, 𝑢 = 𝜀𝑢1, 𝜀≪ 1.

Тодi, враховуючи малiсть збурень, система у пер-
шому наближеннi має вигляд

𝑚
𝜕𝜌1
𝜕𝑡

+ 𝜌0
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

= 0,

𝜏

(︂
𝜕𝑢1
𝜕𝑡

+ 𝑘∞𝑐2
𝜕2𝜌1
𝜕𝑥𝜕𝑡

)︂
= −𝑢1 − 𝑘0𝑐2

𝜕𝜌1
𝜕𝑥

.

Якщо шукати розв’язок такої системи у формi

𝜌1 = 𝑟 exp (𝑖 (𝑘𝑥− 𝜔𝑡)), 𝑢1 = 𝑞 exp (𝑖 (𝑘𝑥− 𝜔𝑡)),

де 𝑘 – хвильове число та 𝜔 – кругова частота хвилi,
то з умови сумiсностi системи можна встановити
зв’язок мiж 𝑘 та 𝜔 у формi⃒⃒⃒⃒

𝑚𝜔 −𝜌0𝑘
𝑘∞𝑐2𝜔𝑘𝜏 + 𝑘0𝑐2𝑖𝑘 1− 𝑖𝜔𝜏

⃒⃒⃒⃒
= 0,

який називається дисперсiйним спiввiдношенням.
Обчислюючи визначник, отримуємо

𝑘 = 𝑘′ + 𝑖𝑘′′ =
√
𝑎+ 𝑖𝑏,

де

𝑎 =
𝑚𝜔2𝜏

(︀
𝑘0 − 𝑘∞

)︀
𝜌0𝑐2

(︁
[𝑘0]

2
+ [𝑘∞𝜔𝜏 ]

2
)︁ ,

𝑏 =
𝑚𝜔

(︁
𝑘0 + 𝑘∞ [𝜔𝜏 ]

2
)︁

𝜌0𝑐2
(︁
[𝑘0]

2
+ [𝑘∞𝜔𝜏 ]

2
)︁ ,

𝑘′′ > 0 – коефiцiєнт затухання.
Тодi

𝑘′ =

√︃√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎

2

i фазова швидкiсть поширення збурень

𝜐ph =
𝜔

𝑘′
.

Оцiнимо як впливає на фазову швидкiсть вра-
хування релаксацiйних процесiв, тобто порiвняємо
𝜐ph

⃒⃒
𝜏 ̸=0

та 𝜐ph
⃒⃒
𝜏=0

. Для визначеностi приймемо, що
𝑘0 < 𝑘∞, тобто проникнiсть пористого середовища
для високочастотних збурень вища, нiж для низь-
кочастотних. Отже, потрiбно порiвняти величини
𝑘′
⃒⃒
𝜏 ̸=0

i 𝑘′
⃒⃒
𝜏=0

=
√︀
𝑚𝜔/2𝜌0𝑐2. Нерiвнiсть мiж ци-

ми величинами така сама, як мiж
√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎 i

𝑚𝜔/𝜌0𝑐
2. Оскiльки 𝑎 < 0, то знак нерiвностi буде

визначатись знаком рiзницi

𝑏2 −
(︂
𝑚𝜔

𝜌0𝑐2

)︂2

+
2𝑎𝑚𝜔

𝜌0𝑐2
=
𝑚2𝜔2𝑞(𝑘0 − 𝑘∞)(𝑘0)−2

𝑐4𝜌20([𝑘
0]

2
+ [𝑘∞𝑞]

2
)2

×

× (𝑘∞ 2(𝑘0 + 𝑘∞)𝑞3 + 2𝑘0𝑘∞ 2𝑞2 + 2𝑘0𝑘∞𝑞 + 2𝑘0 3),
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де 𝑞 = 𝜔𝜏 > 0. Останнiй вираз, очевидно, є вiд’єм-
ним при 𝑘0 < 𝑘∞ i тодi 𝑘′

⃒⃒
𝜏 ̸=0

< 𝑘′
⃒⃒
𝜏=0

. Користую-
чись подiбними мiркуваннями можна довести, що
при 𝑘0 > 𝑘∞ отримаємо 𝑘′

⃒⃒
𝜏 ̸=0

> 𝑘′
⃒⃒
𝜏=0

.
Таким чином, справедливим є таке твер-

дження.
У випадку, коли проникнiсть пористого середо-

вища для високочастотних збурень є вищою, нiж
проникнiсть для низькочастотних збурень 𝑘0 <
< 𝑘∞, то фазова швидкiсть фiльтрацiї з релаксацi-
єю буде бiльшою за фазову швидкiсть без релакса-
цiї 𝜐ph

⃒⃒
𝜏 ̸=0

> 𝜐ph
⃒⃒
𝜏=0

i, навпаки, якщо виконується
умова 𝑘0 > 𝑘∞, то фазовi швидкостi у нерiвнова-
жному процесi перевищуватимуть цi швидкостi у
випадку рiвноваги 𝜐ph

⃒⃒
𝜏 ̸=0

< 𝜐ph
⃒⃒
𝜏=0

.

4.1. Хвильовi розв’язки
моделi нерiвноважної фiльтрацiї

Поширення хвиль у пористих середовищах у ви-
падку нелiнiйного закону фiльтрацiї (5) розгляда-
лось у роботi [5], де встановлено поведiнку тиску та
швидкостi фiльтрацiї на фронтi стацiонарної хви-
лi. Проведемо аналiз таких режимiв у випадку ди-
намiчного рiвняння Дарсi.

Хвильовi розв’язки моделi (10) мають вигляд

𝜌 = 𝑅(𝜉), 𝑢 = 𝑈(𝜉), 𝜉 = 𝑥− 𝑠𝑡, (11)

де 𝑠 – стала швидкiсть хвильового фронту. Якщо
пiдставити (11) в (10) та проiнтегрувати отримане
спiввiдношення вiд фону 𝜉 = ∞ до поточного зна-
чення 𝜉, враховуючи те, що 𝑈(∞) = 0, 𝑅(∞) = 𝑅0,
то отримаємо квадратуру

𝑅𝑈 = 𝑚𝑠 (𝑅−𝑅0)

та систему ЗДР

𝑑𝑅

𝑑𝜉
=𝑊,

𝑑𝑊

𝑑𝜉
=
𝑚𝑠

(︀
1− 𝑅0

𝑅

)︀
+ 𝑘0𝑐2𝑊 − 𝜏𝑠 (𝑠− 𝑈)𝑚𝑊

𝑅2𝑅0

𝜏𝑘∞𝑐2 (𝑠− 𝑈)
.

(12)

Система (12) є автономною динамiчною систе-
мою та має у фазовiй площинi (𝑅;𝑊 ) одну нетри-
вiальну стацiонарну точку з координатами

𝑄 = (𝑅0; 0) .

Рис. 1. Фазовий портрет динамiчної системи (12). Суцiльнi
лiнiї 1 – сепаратриси стацiонарної точки 𝑄 при 𝜏1 = 0,01,
штриховi лiнiї 2 – при 𝜏2 = 0,05

В околi точки система (12) описується лiнеари-
зованою системою з матрицею

𝐴 =
(︁
0 1
𝛼 𝛽

)︁
,

де

𝛼 =
𝑚

𝜏𝐺0
> 0, 𝛽 =

𝜃

𝜏𝑠
− 𝑠𝑚

𝐺0
,

𝐺0 = 𝑘∞𝑐2𝑅0, 𝜃 = 𝑘0/𝑘∞.

Очевидно, що власнi значення цiєї матрицi обчи-
слюються з умови 𝜆2 − 𝛽𝜆 − 𝛼 = 0. Тодi 𝜆1,2 =

= 𝛽 ±
√
𝐷, 𝐷 = 𝛽2 + 4𝛼 > 0 i вони дiйснi та рi-

зних знакiв при всiх значеннях параметрiв. Звiдси
випливає, що стацiонарна точка є сiдловою. Єди-
ною траєкторiєю, яка входить в неї, є стiйка сепа-
ратриса (рис. 1). Дослiдимо як при змiнi часу ре-
лаксацiї поводить себе вхiдна сепаратриса сiдлової
точки 𝑄.

Для цього зазначимо, що через особливий ви-
гляд матрицi 𝐴 кутовi коефiцiєнти напрямiв [20],
за яким траєкторiї прямують до стацiонарної то-
чки 𝑄, дорiвнюють власним значенням 𝜆1,2. Тому
напрям вхiдної сепаратриси визначається величи-
ною 𝜆(𝜏) = 𝛽 −

√
𝐷.

Знак похiдної цiєї функцiї

𝑑𝜆

𝑑𝜏
= − 𝜃

𝜏2𝑠
√
𝐷

[︂√
𝐷 −

(︂
𝛽 − 2𝑚𝑠

𝐺0𝜃

)︂]︂
залежить вiд знака виразу у квадратних дужках.
Виконуючи ряд тотожних перетворень над цим
виразом, легко переконатись, що sign(𝑑𝜆/𝑑𝜏) =
= sign(1− 𝜃).
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Рис. 2. Фазовий портрет динамiчної системи (14) при 𝑚 =

= 0,35, 𝜏 = 0,5, 𝜃 = 2

Отже, при 𝜃 < 1 функцiя 𝜆(𝜏) зростає i тодi для
𝜏2 > 𝜏1 маємо 0 > 𝜆(𝜏2) > 𝜆(𝜏1), що вiдповiдає
повороту сепаратриси проти годинникової стрiлки
(рис. 1). При 𝜃 < 1 функцiя 𝜆(𝜏) спадає i сепера-
триса повертається у протилежному напрямi.

4.2. Полiномiальнi розв’язки

Використовуючи метод роздiлення змiнних, мо-
жна переконатись, що система (10) має розв’язки
вигляду

𝜌 = 𝑅 (𝑡)𝑥2, 𝑢 = 𝑈 (𝑡)𝑥. (13)

Пiдставляючи (13) в (10) та прирiвнюючи коефi-
цiєнти при однакових степенях 𝑥, отримуємо нелi-
нiйну динамiчну систему вiдносно 𝑅 та 𝑈 вигляду

𝑚
𝑑𝑅

𝑑𝑡
+ 3𝑅𝑈 = 0,

𝜏

(︂
𝑑𝑈

𝑑𝑡
+ 𝑈2 + 2𝑘∞𝑐2

(︂
𝑑𝑅

𝑑𝑡
+ 𝑈𝑅

)︂)︂
= −𝑈 − 2𝑘0𝑐2𝑅.

З метою зменшення кiлькостi параметрiв у си-
стемi виконаємо масштабне перетворення 𝑅 =
=𝑊/2𝑐2𝑘∞, яке приводить до системи

𝑚
𝑑𝑊

𝑑𝑡
+ 3𝑊𝑈 = 0,

𝜏

(︂
𝑑𝑈

𝑑𝑡
+ 𝑈2 +

𝑑𝑊

𝑑𝑡
+ 𝑈𝑊

)︂
= −𝑈 − 𝜃𝑊,

(14)

де 𝜃 = 𝑘0/𝑘∞.

Отримана система має двi стацiонарнi точки з
координатами 𝐴 (−1/𝜏 ; 0) та 𝑂 (0; 0) (рис. 2). У то-
чцi 𝐴 власнi значення матрицi лiнеаризованої си-
стеми 𝜆𝐴 = {3/𝑚𝜏 ; 1/𝜏}, що вказує на сiдловий
характер точки. Натомiсть у точцi 𝑂 власнi значе-
ння 𝜆𝑂 = {−1/𝜏 ; 0} i тому точка є складною. Для
аналiзу поведiнки системи в околi початку коорди-
нат побудуємо обмеження системи на центральний
многовид [21]. Для цього приведемо систему (14)
до канонiчного вигляду за допомогою лiнiйного пе-
ретворення(︁
𝑊
𝑈

)︁
= 𝑇

(︁
𝑥
𝑦

)︁
, 𝑇 =

(︂
1/𝜏 0
−𝜃/𝜏 1

)︂
.

Отримаємо

𝑑

𝑑𝑡

(︁
𝑥
𝑦

)︁
=

(︁
0

−𝑦/𝜏
)︁
+ 𝑇−1𝐹

(︁
𝑇
(︁
𝑥
𝑦

)︁)︁
, (15)

де 𝐹 – матриця-стовпчик правих частин системи
(14). Згiдно з властивостями центрального много-
виду, вiн може мати вигляд ℎ(𝑥) = 𝑑𝑥𝑛 + ... . Пiд-
ставляючи ℎ(𝑥) в друге рiвняння системи (15) та
аналiзуючи мономи старшого степеня, отримуємо
що

𝑛 = 2, 𝑑 =
(3−𝑚)(𝜃 − 1)𝜃

2𝑚𝜃
.

Редукцiя системи (15) на центральний многовид
приводить до рiвняння 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 3𝜃

𝑚𝜏 𝑥
2.

Отже, оскiльки 0 < 𝑚 < 1, то знак 𝛼 залежить
тiльки вiд (𝜃−1). Якщо 𝜃 > 1, то центральний мно-
говид – парабола з гiлками доверху, якщо 𝜃 < 1,
то парабола з гiлками донизу (рис. 3). Якiсна по-
ведiнка траєкторiй в околi 𝑂 визначається розв’яз-
ками редукованого рiвняння i характеризує точку
як стiйкий вузол у лiвiй пiвплощинi i сiдлову – у
правiй.

4.3. Автомодельнi розв’язки моделi
фiльтрацiї з нелiнiйним динамiчним
рiвнянням Дарсi

Врахування релаксацiйних процесiв, як правило,
звужує клас точних розв’язкiв моделей. Однак, у
випадку моделi фiльтрацiї з нелiнiйним динамi-
чним рiвнянням Дарсi вигляду (9) засобами симе-
трiйного аналiзу [22] вдається знайти автомодельнi
розв’язки, на вiдмiну вiд моделей з рiвнянням (7).
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Рис. 3. Центральний многовид та структура фазової площини в околi точки 𝑂 динамiчної системи
(15) при 𝜃 > 1 (лiворуч) 𝜃 < 1 (праворуч)

Аналiзуючи масштабнi перетворення, якi допускає
система
𝑚𝜌𝑡 + (𝜌𝑢)𝑥 = 0,

𝜏
(︀
𝑢𝑛 + 𝑘∞𝑐22𝜌𝑥

)︀
𝑡
= −𝑢ℓ − 𝑘0𝑐21(𝜌

𝑠)𝑥,
(16)

можна переконатись, що вона iнварiантна вiдносно
оператора �̂�:

�̂� = 𝛼𝑡
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑟𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+ 𝑠𝑢

𝜕

𝜕𝑢
,

де 𝛼 = (𝑛 − ℓ)𝑠, 𝛽 = (1 − ℓ + 𝑛)𝑠, 𝑟 = 𝑛 + 1, якщо
виконується додаткове спiввiдношення

𝑛(1− 2𝑠) + 𝑠(ℓ− 1) + 1 = 0.

Iнварiанти оператора �̂� визначають вигляд авто-
модельних розв’язкiв

𝜌 = 𝑅(𝜔)𝑡𝑟/𝛼, 𝑢 = 𝑈(𝜔)𝑡𝑠/𝛼, 𝜔 = 𝑥𝛼𝑡−𝛽 ,

якi зводять систему ДРЧП (16) до системи ЗДР:

𝑚 (−𝛽𝜔𝑅′ +𝑅𝑟𝛼) + 𝛼𝜔1−1/𝛼(𝑈𝑅)′ = 0,

𝜏
(︁
𝛼𝑛𝑈𝑛−1𝑈 ′𝜔1/𝛼 + 𝛼𝑘∞𝑐22[𝛼𝜔𝑅

′′
+ (𝛼− 1)𝑅′]

)︁
×

×𝜔1−2/𝛼 = −𝑈 ℓ − 𝑠𝛼𝑘0𝑐21𝑅
𝑠−1𝑅′𝜔1−1/𝛼,

де (·)′ = 𝑑(·)/𝑑𝜔. Оскiльки отримана система є не-
автономною i нелiнiйною, то її дослiдження є не-
простою i поки що невирiшеною задачею. Варто
звернути також увагу, що при 𝑛 = ℓ параметр
𝛼 = 0 i система (16) не має автомодельних розв’яз-
кiв зазначеного вигляду.

5. Висновки

У проведених дослiдженнях у рамках релакса-
цiйного формалiзму виконано узагальнення зако-
нiв фiльтрацiї шляхом врахування нелiнiйних та
прострово-часових нелокальних ефектiв, якi ма-
ють мiсце у нерiвноважних пористих середовищах.
Отриманi динамiчнi закони фiльтрацiї у випадку
рiвноважних або заморожених процесiв асимпто-
тично виходять на класичний закон Дарсi або його
нелiнiйнi модифiкацiї. Разом iз законом збережен-
ня маси та рiвняннями стану рухомої речовини цi
рiвняння виглядають перспективними для побудо-
ви моделi пружного режиму фiльтрацiї в умовах
високих швидкостей та сильної нерегулярностi по-
ристого простору.

Релаксацiйнi рiвняння Дарсi у лiнiйному випад-
ку знайшли своє обґрунтування з позицiй стати-
стичної фiзики i добре зарекомендували себе на
практицi для опису фiльтрацiї неньютонових рi-
дин, у пористих середовищах, де значний вплив
мають процеси на рiвнi мiкропор. Цi спiввiдно-
шення, отриманi внаслiдок лiнеаризацiї нелiнiй-
них рiвнянь Дарсi, дозволяють описати пошире-
ння малих хвильових збурень i встановити вплив
релаксацiйних ефектiв на їх фазову швидкiсть
поширення.

Хоча врахування нелiнiйностi та нерiвноважно-
стi ускладнило аналiтичнi дослiдження моделей
фiльтрацiї, усе ж вдається проаналiзувати ряд
найпростiших розв’язкiв. Зокрема, модель фiль-
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трацiї має розв’язки у виглядi нелiнiйних хвиль,
якi поширюються зi сталою швидкiстю, полiномi-
альнi та автомодельнi розв’язки. На основi прийо-
мiв якiсного аналiзу нелiнiйних динамiчних систем
встановлено структуру фазових просторiв редуко-
ваних систем, їх залежнiсть вiд часу релаксацiї та
спiввiдношення рiвноважного та замороженого па-
раметрiв проникностi.

Запропонованi моделi та отриманi розв’язки мо-
жуть бути корисними для дослiдження характе-
ристик полiв потокiв флюїдiв у гiрських породах,
що є важливим для розробки технологiй видобу-
тку вуглеводнiв [2, 14].

Автори висловлюють вдячнiсть канд.фiз.-
мат. наук Микуляку Сергiю за кориснi поради при
обговореннi результатiв роботи. Робота частко-
во виконана в рамках НДР 0117U000249.
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SOLUTIONS OF THE MODEL OF LIQUID
AND GAS FILTRATION IN THE ELASTIC
MODE WITH DYNAMIC FILTRATION LAW

S u m m a r y

A filtration model with the generalized Darcy’s law making

allowance for nonlocal and nonlinear effects has been devel-

oped. The expression for the law was derived within the relax-

ation formalizm of nonequilibrium thermodynamics. The de-

veloped model is applied to analyze the influence of relax-

ation effects on the phase velocity of small wave-like pertur-

bations. The character of nonlinear traveling waves is deter-

mined. The properties of polynomial and self-similar solutions

are analyzed.
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