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РIВНОВАГА ФАЗ, ТЕРМОДИНАМIЧНА ГРАНИЦЯ
ТА ТЕМПЕРАТУРА ПЛАВЛЕННЯ НАНОКРИСТАЛIВУДК 539.2

Показано,що умова рiвноваги фаз строго задовольняється тiльки в термодинамiчнiй
границi. Вводиться поняття температури плавлення в термодинамiчнiй границi.
Отримано формули, що визначають умову та температуру плавлення скiнчених си-
стем, включаючи нанокристали. Дiєвiсть цих формул пiдтверджено порiвнянням з
експериментальними даними по вивченню плавлення органiчних матерiалiв в пори-
стих твердих тiлах.
К люч о в i с л о в а: температура плавлення, нанокристали, термодинамiчна границя.

1. Вступ

У сучаснiй фiзицi чiльне мiсце належить дослiдже-
нням наносистем. Цi дослiдження часто заставля-
ють переосмислювати давно знайомi i, здавалося
б, назавжди усталенi поняття. Так сталося, напри-
клад, з термiном “температура плавлення” для на-
нокристалiв, де спостерiгається рiзнобiй думок з
цього приводу (див., наприклад, [1–3] та iн.). На
жаль, дискутувати з приводу того чи iншого з при-
ведених тверджень щодо температури плавлення
нанокристалiв неможливо, бо, як правило, аргу-
ментiв на користь цих тверджень в лiтературi не
наводиться.

У данiй статтi ми намагатимемось дати визна-
чення згаданого термiну. Для досягнення цiєї мети
ми вважали за доцiльне прослiдкувати, як взагалi
формувалось поняття “температура плавлення” в
термодинамiцi.

2. Умова рiвноваги фаз за Гiббсом

Одним iз фундаментальних роздiлiв термодинамi-
ки є розроблений Дж.В. Гiббсом [4] роздiл, в якому
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вивчається рiвновага фаз. Йдеться про деяку ге-
терофазну систему, яка складається iз 𝑞 фаз та 𝑠
незалежних компонентiв. Встановлено, що в такiй
системi, коли вона знаходиться в рiвновазi, значе-
ння тиску 𝑝 та температури 𝑇 мусять бути одна-
ковими для усiх фаз, а хiмiчнi потенцiали повиннi
задовольняти рiвняння

𝜇1
1 = 𝜇1

2 = ... = 𝜇1
𝑞

𝜇2
1 = 𝜇2

2 = ... = 𝜇2
𝑞

...

𝜇𝑠
1 = 𝜇𝑠

2 = ... = 𝜇𝑠
𝑞,

(1)

де нижнiй iндекс визначає фазу, а верхнiй – ком-
поненту.

Кiлькiсть фаз в системi має задовольняти спiв-
вiдношення

𝑞 ≤ 𝑠+ 2. (2)

У випадку, коли число фаз дорiвнює двом, умова
(1) набуває вигляду

𝜇1(𝑝, 𝑇 ) = 𝜇2(𝑝, 𝑇 ). (3)

Вирази (1) i (3) називають умовами рiвноваги
фаз.
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3. Гiббсова модель гетерофазної системи
Гетерофазна система, про яку йшлося, звичайно,
є спрощеною моделлю реальної ситуацiї. В [4] вiд-
значено, що ця модель має вiдповiдати таким ви-
могам: 1) фази системи iснують одночасно, доти-
каючись одна до одної ([4], стор. 67), 2) поверх-
ня роздiлу мiж фазами є плоскою ([4], стор. 100),
3) внеском поверхонь роздiлу в термодинамiчнi
характеристики системи можна знехтувати ([4],
стор. 68).

Теорiя Дж.В. Гiббса цитується, коментується та
використовується в багатьох публiкацiях (див., на-
приклад, [5, 6] та iн.). Однак при цьому поза ува-
гою коментаторiв залишається певна неяснiсть що-
до моделi, на якiй ґрунтується згадана теорiя, а
саме: практично не обговорюється, наскiльки аде-
кватними реальностi є вимоги, яким мусить вiдпо-
вiдати згадана модель.

Як уже згадувалось, згiдно з першою вимогою
кожна область, зайнята якоюсь фазою, мусить
контактувати з усiма областями, зайнятими iнши-
ми фазами. Важко уявити реальну конфiгурацiю
поверхонь роздiлу, яка могла б забезпечити такi
контакти, за винятком, звичайно, випадку, коли
йдеться тiльки про спiвiснування двох фаз.

Мало того, вимагається, щоб поверхнi роздiлу
були плоскими. Така вимога може бути реалiзова-
на знову тiльки у випадку спiвiснування двох фаз.

I нарештi, невизначеним залишається, як досяг-
ти розташування поверхонь роздiлу в просторi, яке
б дозволило знехтувати їх внеском у термодинамi-
чнi характеристики.

Внаслiдок згаданих неясностей створюється
враження, що спiввiдношення (1)–(3) вiдповiдають
зовсiм iншiй моделi системи, а не тiй, яку мав на
увазi Дж.В. Гiббе. Яка ж модель адекватна спiв-
вiдношенням (1)–(3)?

4. Умова рiвноваги фаз
на термодинамiчнiй границi

Вiдповiдь на поставлене питання випливає вже iз
самого визначення хiмiчного потенцiалу. Як вiдо-
мо (див., наприклад, [7] та iн.), це визначення пе-
редбачає перехiд до термодинамiчної границi (йде-
ться про однофазну систему, що контактує iз тер-
мостатом):

𝜇 = lim
Φ

𝑁
(𝑉 → ∞, 𝑁 → ∞), (4)

де 𝑉 – об’єм системи, 𝑁 – число частинок в нiй.

Нехай дослiджувана система складається з двох
фаз. Термодинамiчнi потенцiали фаз позначимо
через Φ1 та Φ2, об’єми, зайнятi фазами, – через
𝑉1 та 𝑉2, числа частинок в них – через 𝑁1 та 𝑁2.
Згiдно з визначенням (4) записуємо для хiмiчних
потенцiалiв згаданих фаз вирази

𝜇1 = lim
Φ1

𝑁1
(𝑉1 → ∞, 𝑁1 → ∞), (5)

𝜇2 = lim
Φ2

𝑁2
(𝑉2 → ∞, 𝑁2 → ∞). (6)

Пiдставляючи формули (5) i (6) в рiвнiсть (3),
маємо

lim
Φ1

𝑁1
=

= lim
Φ2

𝑁2
(𝑉1 → ∞, 𝑁1 → ∞, 𝑉2 → ∞, 𝑁2 → ∞). (7)

Згiдно з формулою (7), прирiвнюючи хiмiчнi по-
тенцiали обох фаз, необхiдно спрямувати до не-
скiнченностi об’єми фаз та числа частинок в них
незалежно для кожної фази.

Ця обставина знiмає всi неясностi моделi, про якi
йшлося. Дiйсно, позначимо через 𝑆1, наприклад,
площу поверхнi, що обмежує об’єм 𝑉1. Зрозумiло,
що

lim
𝑆1

𝑉1
= 0(𝑉1 → ∞). (8)

Аналогiчнi спiввiдношення можна записати для
кожної iз фаз, якi входять до складу системи, а це
означає можливiсть знехтувати внеском поверхонь
у термодинамiчнi характеристики системи.

На термодинамiчнiй границi кожна фаза займає
нескiнченний об’єм. Тому втрачає сенс говорити
про розташування поверхонь роздiлу в реальному
просторi, а тим бiльше, про те, що такi поверхнi
мають бути плоскими в цьому просторi.

5. Гiббсова модель
на термодинамiчнiй границi

Можна говорити, що припущення, закладенi в
основу гiббсової моделi, не справджуючись в ре-
альному просторi, виконуються на термодинамi-
чнiй границi.

Оскiльки в цьому випадку об’єм кожної з фаз,
якi входять до складу системи, нескiнченний, то
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всi цi фази, контактуючи з термостатом на нескiн-
ченностi, одночасно на нескiнченностi контакту-
ють одна з одною.

Крiм того, якщо ввести в розгляд розмiр систе-
ми 𝑅 ∼ 𝑉 1/3 то очевидно, що на термодинамiчнiй
границi виконується спiввiдношення 𝑅 → ∞, тоб-
то, поверхня стає плоскою.

I нарештi, саме на термодинамiчнiй границi ви-
являється справедливим припущення про нехтува-
ння внеском поверхонь у термодинамiчнi характе-
ристики, про що свiдчить спiввiдношення (8).

Таким чином, на термодинамiчнiй границi згi-
дно з гiббсовою моделлю система складається з не-
скiнченних пiдсистем – фаз, що знаходяться в рiв-
новазi одна з одною, забезпечуючи рiвновагу всiєї
системи.

Наприклад, якщо кiлькiсть фаз дорiвнює двом,
то така двофазна модель являє собою два напiвне-
скiнченнi простори, заповненi вiдповiдними фаза-
ми i роздiленi нескiнченною площиною.

6. Температура плавлення
на термодинамiчнiй границi

Що в термодинамiцi розумiють пiд термiном “тем-
пература плавлення” або, бiльш загально, “темпе-
ратура фазового переходу першого роду”? Вiдпо-
вiддю на це питання може, наприклад, служити
наступна цитата iз монографiї Я.I. Френкеля [5]:

“В обычной термодинамической теории фазовых
превращений рассматривается не ход этих прев-
ращений во времени, но лишь равновесие между
исходной и новой фазами в предположении, что
последняя достигла полного развития и что по-
верхность раздела между обеими фазами является
плоской. При этом под температурой перехода при
заданном давлении подразумевается не та темпе-
ратура, при которой переход фактически начинае-
тся, а та при которой он останавливается, т.е. при
которой обе фазы могут оставаться в равновесии
друг с другом неограниченно долгое время”.

Iз наведеного визначення випливають такi ви-
сновки:

1) оскiльки визначення передбачає повну рiвно-
вагу мiж фазами, то при заданому тисковi темпе-
ратура переходу є розв’язком рiвняння (3);

2) згадане визначення використовує двофазну
гiббсову модель на термодинамiчнiй границi, тому
згадану температуру логiчно називати температу-

рою фазового переходу на термодинамiчнiй грани-
цi; позначатимемо її далi через 𝑇∞.

Як уже згадувалось, для гiббсової моделi, яка є
гетерофазною, система знаходиться в рiвновазi ли-
ше за умови рiвноваги мiж пiдсистемами, що вхо-
дять в склад системи i знаходяться в рiзних фазо-
вих станах. На термодинамiчнiй границi контакт
мiж цими пiдсистемами вiдбувається на нескiнчен-
ностi. Водночас на нескiнченностi iснує контакт
мiж кожною пiдсистемою та термостатом.

У таких умовах зайвим є говорити про рiвнова-
гу мiж окремими пiдсистемами, бо якщо кожна з
пiдсистем знаходиться в рiвновазi з термостатом,
то це автоматично забезпечує рiвновагу мiж пiд-
системами.

Ця обставина дозволяє, замiсть гетерофазної
гiббсової моделi, ввести у вжиток однофазну мо-
дель, обмежившись розглядом поведiнки якоїсь
одної iз згаданих пiдсистем, назвавши її системою
i забувши про iснування iнших пiдсистем. Тепер
вирази (1)–(3) втрачають сенс як умови рiвноваги
фаз: такi фази не iснують одночасно в однофазнiй
моделi. Тепер, наприклад, при 𝑇 < 𝑇∞ iснує якась
одна – вихiдна, при 𝑇 > 𝑇∞ – iнша фаза, а при
𝑇 = 𝑇∞ система знаходиться в станi невизначеної
рiвноваги щодо кожної iз згаданих обох фаз. Змiст
же виразiв (1)–(3) як умов фазового переходу збе-
рiгається.

Як уже згадувалось, умова (3) на термодинамi-
чнiй границi набуває вигляду формули (7). Остан-
ня вiдповiдає двофазнiй моделi. У випадку ж одно-
фазної моделi цю формулу слiд переписати у фор-
мi

lim
Φ1

𝑁
= lim

Φ2

𝑁
(𝑉 → ∞, 𝑁 → ∞). (9)

7. Температура плавлення
скiнченої системи

Тепер, коли за умову плавлення на термодина-
мiчнiй границi, тобто, для нескiнченної системи,
прийнято вираз (9), логiчно вважати, що для скiн-
ченої системи така умова повинна мати вигляд

Φ1

𝑁
=

Φ2

𝑁
. (10)

Введемо позначення Δ𝜇 = 𝜇2 − 𝜇1, 𝜙1 = Φ1/𝑁 ,
𝜙2 = Φ2/𝑁 , Δ𝜙 = 𝜙2 − 𝜙1, 𝜂 = 𝑆/𝑉 (𝑆-площа
поверхнi системи).
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Будемо вважати фiксованим значення тиску, за-
лишаючи тiльки температуру як незалежну змiн-
ну. Вiдображаючи це твердження виразом

Δ𝜇 = Δ𝜇(𝑇 ) (11)

умову плавлення на термодинамiчнiй границi (9)
(або, що те саме, (3)) переписуємо у виглядi

Δ𝜇(𝑇∞) = 0. (12)

Як це випливає iз спiввiдношення (8), спряму-
ванню до термодинамiчної границi вiдповiдає ви-
раз 𝜂 → 0. Згiдно з цим фактом величину Δ𝜙 слiд
розглядати як функцiю двох змiнних 𝑇 i 𝜂, тобто,

Δ𝜙 = Δ𝜙(𝑇, 𝜂). (13)

Зважаючи на рiвностi (9)–(10), на термодинамi-
чнiй границi маємо

Δ𝜙(𝑇∞, 0) = Δ𝜇(𝑇∞) = 0. (14)

Вважатимемо виконаною нерiвнiсть

|𝑇 − 𝑇∞| ≪ 𝑇∞. (15)

Розкладемо функцiю Δ𝜙(𝑇, 𝜂) в ряд по степенях
𝑇 −𝑇∞ i 𝜂 обмежившись членами розкладу першої
степенi,

Δ𝜙(𝑇, 𝜂) = Δ𝜙(𝑇∞, 0) + 𝑎(𝑇 − 𝑇∞) + 𝑏𝜂, (16)

де прийнято позначення

𝑎 =
𝜕Δ𝜙

𝜕𝑇
(𝑇∞, 0), (17)

𝑏 =
𝜕Δ𝜙

𝜕𝜂
(𝑇∞, 0). (18)

Зважаючи на рiвнiсть (14), переписуємо форму-
лу (16) у виглядi

Δ𝜙(𝑇, 𝜂) = 𝑎(𝑇 − 𝑇∞) + 𝑏𝜂. (19)

Позначимо через 𝑇0 температуру плавлення
скiнченної системи. Пiдставляючи це значення у
формулу (19), маємо

Δ𝜙(𝑇0, 𝜂) = 𝑎(𝑇0 − 𝑇∞) + 𝑏𝜂. (20)

У нових позначеннях умова плавлення (10) скiн-
ченної системи має вигляд

Δ𝜙(𝑇0, 𝜂) = 0, (21)

Залежнiсть рiзницi температур Δ𝑇 = 𝑇∞ − 𝑇0 вiд 𝑆/𝑉 для
a – транс-декалiну, b – хлорбензолу, c – гептану

що дозволяє переписати формулу (20) у виглядi

𝑇0 = 𝑇∞ − 𝑏

𝑎

𝑆

𝑉
. (22)

Формула (22) визначає температуру плавлення
скiнченних кристалiчних систем, включаючи на-
нокристали.

8. Порiвняння з експериментом

У роботi [8], були отриманi величини рiзницi тем-
ператур мiж температурою плавлення зразка в
об’ємi та температурою плавлення зразка в порах
пористого сiлiкагелю вiд геометричних характери-
стик пор для транс-декалiну, хлорбензолу, гептану.

На основi цих даних побудовано залежностi
Δ𝑇 = 𝑇∞ − 𝑇0 вiд параметра 𝑆/𝑉 (див. рисунок).
Як видно з цього рисунку, в межах точностi екс-
перименту лiнiйна залежнiсть (22) для згаданих
об’єктiв справджується.

9. Висновки

При написаннi даної статтi малося на метi розв’я-
зати вузьку суто конкретну задачу – розiбратись
iз поняттям “температура плавлення” для нано-
кристалiв. Передбачалось, що цю задачу вдасться
розв’язати, розглядаючи її як частинний випадок
загальної теорiї плавлення. Здавалося, що засто-
совуване впродовж десятилiть загальне поняття
“температура плавлення” i на даний час залиша-
ється непохитною абсолютною iстиною. Однак ви-
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явилось, що це загальне поняття само по собi по-
требує корекцiї.

Справа в тому, що температура плавлення, за
визначенням, є температурою, при якiй кристал i
розплав знаходяться в рiвновазi. Це означає, що
в системi, температура плавлення якої розгляда-
ється, кристал мусить контактувати з розплавом.
Ця вимога для реальних систем, наприклад, для
нанокристала в твердому оточеннi, як правило, не
виконується.

Проблема вирiшується введенням температури
плавлення на термодинамiчнiй границi. В цьому
випадку кристал має нескiнченнi розмiри, позбу-
ваючись необхiдностi контактувати з розплавом.

Спрямуванню до термодинамiчної границi вiд-
повiдає послiдовнiсть кристалiчних систем скiн-
ченного розмiру, який збiльшується в мiру набли-
ження до термодинамiчної границi. Кожна з цих
систем має свою температуру плавлення. Вiдпо-
вiдно iснує послiдовнiсть температур плавлення,
що має своєю границею температуру плавлення на
термодинамiчнiй границi.

Кожна iз згаданих систем скiнченного розмiру,
включаючи нанокристали, характеризується пара-
метром, який є вiдношенням площi поверхнi систе-
ми до її об’єму. На термодинамiчнiй границi зна-
чення цього параметра дорiвнює нулевi. Темпера-
тура плавлення системи скiнченного розмiру є лi-
нiйною функцiєю даного параметра При отриман-
нi цiєї залежностi був використаний термодинамi-
чний пiдхiд. Тому вона мусить мати унiверсальний
характер i справджуватись для рiзних кристалi-
чних систем, зокрема для речовини, яка заповнює
пористi твердi тiла.
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PHASE EQUILIBRIUM, THERMODYNAMIC LIMIT,
AND MELTING TEMPERATURE IN NANOCRYSTALS

S u m m a r y

The phase equilibrium condition is shown to be strictly satis-

fied only in the thermodynamic limit. The notion of melting

temperature in the thermodynamic limit is introduced. For-

mulas are obtained that determine the melting conditions and

the melting temperature for finite systems including nanocrys-

tals. The validity of those formulas is confirmed, by comparing

them with experimental data for organic materials in porous

solids.
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