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ДИСИПАТИВНА НЕСТIЙКIСТЬ
РЕЛЕЯ–ТЕЙЛОРА ТА ЇЇ ВНЕСОК У ФОРМУВАННЯ
МЕЖI З’ЄДНАННЯ ПРИ ЕЛЕКТРИЧНОМУ
ЗВАРЮВАННI БIОМАТЕРIАЛIВУДК 539

Розглянута дисипативна нестiйкiсть Релея–Тейлора, яка може виникати на межi
з’єднання бiоматерiалiв при впливi струмiв високої частоти, та запропонований ме-
ханiзм формування гофрованої межi мезоморфної фази з оцiнкою перiоду та глибини її
гофрування.
К люч о в i с л о в а: дисипативна нестiйкiсть Релея–Тейлора, бiологiчнi матерiали, iнкре-
мент нестiйкостi, бiполярне електричне зварювання.

1. Вступ

У сучаснiй медичнiй практицi для виконання
хiрургiчних операцiй найчастiше використову-
ють електрокоагулятор (коагулятор електрохiрур-
гiчний, медичний коагулятор, ЕХВЧ, електро-
нiж i т.д.) – високочастотний хiрургiчний апарат,
призначений для розсiчення тканин при одноча-
снiй зупинцi кровотеч. Поняття електрокоагуляцiї,
як методу лiкування, ввiв у 1909 роцi Е.Л. До-
єн. Вiн повiдомив про двополюсний метод еле-
ктрокоагуляцiї злоякiсних пухлин [1]. У 1910 ро-
цi Церни ввiв поняття “пасивний електрод” та,
використовуючи голку як “активний електрод”,
описав розсiчення тканин високочастотним стру-
мом [2].

До складу сучасного електрокоагулятора вхо-
дить генератор високочастотного електричного
струму, активний електрод у виглядi голки та па-
сивний електрод. На активний електрод подається
високочастотний електричний струм, який викли-
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кає нагрiвання внутрiшньоклiтинної рiдини та роз-
рiз в мiсцi його дотику до тканини. Апарат засто-
совується для проведення оперативного лiкуван-
ня пацiєнтiв у багатьох областях медицини, таких
як загальна хiрургiя, гiнекологiя, урологiя, нейро-
хiрургiя, ендоскопiя, онкологiя, судинна хiрургiя,
ортопедiя та отоларингологiя.

Поряд з використанням електрокоагулятора для
розсiчення тканин, iснує проблема їх з’єднання.
Традицiйнi методи не завжди ефективнi та пов’я-
занi з можливiстю розвитку таких серйозних на-
слiдкiв застосування шовних матерiалiв (дужок,
клею), як:

∙ неминучий розвиток запальної реакцiї у вiдпо-
вiдь на їх наявнiсть у ранi;

∙ небезпека поширення iнфекцiї з порожнистих
органiв (кишечник, шлунок) через шовний матерi-
ал з подальшим розвитком важких пiсляоперацiй-
них ускладнень;

∙ загроза стенозування анастомозiв внаслiдок
розвитку грубих рубцiв у вiддаленому пiсляопера-
цiйному перiодi та iн.
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Розв’язком наведених вище проблем є викори-
стання розробленої в Iнститутi електрозварюван-
ня iм. Е.О. Патона НАН України технологiї та
устаткування для бiполярного електрозварювання
струмами високої частоти [3].

Практичне застосування такої технологiї при
операцiях дозволяє прискорити виконання опера-
тивного втручання в середньому на 20–40 хв.,
зменшити приблизно на 200–25 мл (а iнодi й у кiль-
ка разiв бiльше) втрату кровi, досягти економiчно-
го ефекту через зменшення застосування дорогих
апаратiв та степлерiв, заощадити нитковий шов-
ний матерiал, наприклад, кетгут, шовковi нитки,
нейлон, капрон (полiамiд), лавсан (полiефiр), або
вiдмовитись вiд використання механiчних з’єдну-
вачiв, наприклад, титанових клiпсiв.

Удосконалення та розвиток технологiї бiполяр-
ного електрозварювання струмами високої часто-
ти пов’язанi з дослiдженням на мiкрорiвнi механi-
змiв, що лежать в основi процесу електрозварюва-
ння бiологiчних тканин.

Особливiсть процесу електрозварювання поля-
гає в тому, що з’єднання бiологiчних тканин вiдбу-
вається без участi механiчних з’єднувачiв – ниток,
клеїв, металевих дужок та iн. Утримання конта-
кту мiж цими тканинами досягається за рахунок
утворення деякої мезоморфної фази, яка виникає
в обох з’єднуваних тканинах. Виходячи з гiпоте-
тичної моделi, ця фаза створюється завдяки вза-
ємодiї колагенових структур [4]. Запропонована в
[4] молекулярна модель структурних змiн, що вiд-
буваються при електрозварюваннi м’яких бiологi-
чних тканин, дозволяє отримати iнформацiю про
часовi характеристики електричного поля: трива-
лiсть iмпульсiв, частота, часова залежнiсть сили
струму на всiх стадiях процесу. Однак ця модель
не дає вiдповiдь на питання про фiзичну модель
з’єднання бiологiчних тканин, та не визначає фор-
му її межi.

Вперше про форму межi з’єднання при зварю-
ваннi рiзних металiв у твердiй фазi йдеться в робо-
тi [5]. У цiй роботi експериментально показано, що
при спiльнiй прокатцi рiзнорiдних металiв у ваку-
умi при певних швидкостях прокатки iснують не-
стiйкi режими, якi характеризуються появою хви-
леподiбної структури межi їх з’єднання вздовж на-
прямку прокатки. Для опису форми межi з’єднан-
ня запропоновано фiзичну модель, яка основана на
нестiйкостi Кельвiна–Гельмгольця з урахуванням

в’язкостi i поверхневого натягу металiв, так звану
дисипативну нестiйкiсть Кельвiна–Гельмгольця. В
рамках цiєї моделi розглянутi умови виникнення
нестiйкостi, визначенi характернi масштаби дов-
жини i часу нестiйких збурень. Показана якiсна i
кiлькiсна вiдповiднiсть запропонованої моделi екс-
периментальним результатам.

У данiй роботi розглянута дисипативна нестiй-
кiсть Релея–Тейлора, яка може виникати на межi
з’єднання бiоматерiалiв при впливi струмiв високої
частоти, та запропонований механiзм формування
гофрованої межi мезоморфної фази з оцiнкою пе-
рiоду та глибини її гофрування.

2. Нестiйкiсть Релея–Тейлора
при врахуваннi в’язкостi середовищ

Нехай у декартовiй системi координат у рiвнова-
жному станi двi нестисливi, в’язкi рiдини знаходя-
ться в полi сили тяжiння, яка направлена проти
осi 𝑧. Рiдини характеризуються густинами 𝜌1 i 𝜌2,
та коефiцiєнтами динамiчної в’язкостi 𝜇1 i 𝜇2. Не-
збурена межа подiлу збiгається з площиною 𝑧 = 0.
Рiдина з iндексом 1 розташована в областi 𝑧 > 0,
тобто зверху.

Розглянемо малi вiдхилення узагальнених пара-
метрiв системи вiд рiвноважних, вважаючи густи-
ну рiвною 𝜌+𝛿𝜌, тиск – 𝑝+𝛿𝑝, збурену швидкiсть –
𝑢𝑙, де |𝛿𝜌| ≪ 𝜌, |𝛿𝑝| ≪ 𝑝, 𝑙 = 1, 2, 3 (1 вiдповiдає 𝑥
координатi, 2 – 𝑦 координатi, 3 – 𝑧 координатi),
а компоненти збуреної швидкостi мають такий са-
мий порядок малостi, що й густина та тиск.

Система рiвнянь, що описують залежнiсть ма-
лих вiдхилень збурених величин вiд координат i
часу, складається з лiнеаризованого рiвняння ру-
ху з урахуванням в’язких сил та сили поверхнево-
го натягу, а також лiнеаризованого рiвняння непе-
рервностi [6, 7]:

𝜌
𝜕𝑢𝑙

𝜕𝑡
= −𝜕𝛿𝑝

𝜕𝑥𝑙
+

𝜕𝑝𝑙𝑘
𝜕𝑥𝑘

+ (−𝑔𝛿𝜌+ 𝛿(𝑧)𝜎Δ⊥𝜂) 𝑒𝑙, (1)

𝜕 (𝜌+ 𝛿𝜌)

𝜕𝑡
+

𝜕 (𝜌+ 𝛿𝜌)𝑢𝑙

𝜕𝑥𝑙
= 0, (2)

де 𝑒𝑙 = (0, 0, 1), 𝑝𝑙𝑘 = 𝜇 (𝑧)
(︁
𝜕𝑢𝑙

𝜕𝑥𝑘
+ 𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑙

)︁
– тензор

в’язких напруг, 𝜇 (𝑧) – залежний вiд координати 𝑧
коефiцiєнт динамiчної в’язкостi, 𝜎 – коефiцiєнт по-
верхневого натягу, 𝛿 (𝑧) – дельта-функцiя Дiрака,
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𝜂 (𝑥, 𝑦, 𝑡) – мале вiдхилення межi подiлу вiд поло-
ження рiвноваги 𝑧 = 0, Δ⊥ = 𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2 – плоский
лапласiан.

Рiвняння (1) отримано, виходячи з умови балан-
су сил в рiвноважному станi:

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑙
= −𝑔𝜌𝑙. (3)

В рiвняннi (2) необхiдно забезпечити виконання
рiвностi:

𝜕𝛿𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑙

𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑙
= 0, (4)

що приводить до виконання вимоги нестисливостi
рiдин.

Перетворимо рiвняння (1), (2) з урахуванням
(2), (4), та запишемо вихiдну систему рiвнянь:

𝜌
𝜕𝑢𝑙

𝜕𝑡
= −𝜕𝛿𝑝

𝜕𝑥𝑙
+ 𝜇Δ𝑢𝑙 +

𝜕𝜇

𝜕𝑧

(︂
𝜕𝑢𝑙

𝜕𝑧
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑥𝑙

)︂
+

+(−𝑔𝛿𝜌+ 𝛿(𝑧)𝜎Δ⊥𝜂)𝑒𝑙, (5)

𝜕𝑢𝑙

𝜕𝑥𝑙
= 0, (6)

𝜕𝛿𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑧

𝜕𝜌

𝜕𝑧
= 0, (7)

де Δ = Δ⊥ + 𝜕2

𝜕𝑧2 = Δ⊥ +𝐷2 – лапласiан.
Рiвняння (5)–(7) допускають iснування рiшень,

пропорцiйних нормальним модам 𝑁𝑀 (𝑥, 𝑦, 𝑡) =
= exp (𝑖𝑘𝑥𝑥+ 𝑖𝑘𝑦𝑦 + 𝜆𝑡):

𝛿𝑝 = 𝑝0(𝑧)𝑁𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡), (8)

𝛿𝜌 = 𝜌0(𝑧)𝑁𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡), (9)

𝑢𝑙 = 𝑢𝑙0(𝑧)𝑁𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡), (10)

де 𝑝0 (𝑧), 𝜌0 (𝑧), 𝑢𝑙0 (𝑧) – залежнi вiд 𝑧 величини;
𝑘𝑥, 𝑘𝑦 – проекцiї хвильового числа збурення на осi
𝑥 та 𝑦 вiдповiдно, 𝜆 – константа; 𝑖 – уявна одиниця.

Пiдстановка (8)–(10) в систему рiвнянь (5)–(7)
дає таку систему диференцiальних щодо змiнної
рiвнянь:

𝜆𝜌𝑢𝑥 = −𝑖𝑘𝑥𝛿𝑝+ 𝜇(𝐷2 − 𝑘2)𝑢𝑥 +𝐷𝜇(𝑖𝑘𝑥𝑢𝑧 +𝐷𝑢𝑥),

(11)

𝜆𝜌𝑢𝑦 = −𝑖𝑘𝑦𝛿𝑝+ 𝜇(𝐷2 − 𝑘2)𝑢𝑦 +𝐷𝜇(𝑖𝑘𝑦𝑢𝑧 +𝐷𝑢𝑦),

(12)

𝜆𝜌𝑢𝑧 = −𝐷𝛿𝑝+ 𝜇(𝐷2 − 𝑘2)𝑢𝑧 +

+2𝐷𝜇𝐷𝑢𝑧 − 𝑔𝛿𝜌− 𝑘2𝛿(𝑧)𝜎𝜂, (13)

𝑖𝑘𝑥𝑢𝑥 + 𝑖𝑘𝑦𝑢𝑦 = −𝐷𝑢𝑧 (14)

𝛿𝜌 = −𝑢𝑧(𝐷𝜌)

𝜆
, (15)

де 𝑘2 =
√︁

𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦.
З (11), (12) та (14) можна отримати рiвняння:

𝑘2𝛿𝑝 = (−𝜆𝜌+ 𝜇(𝐷2 − 𝑘2))𝑑𝑢𝑧 + (𝐷𝜇)(𝐷2 + 𝑘2)𝑢𝑧.

(16)
З (13) та (15) випливає:

𝐷𝛿𝑝 = −𝜆𝜌𝑢𝑧 + 𝜇(𝐷2 − 𝑘2)𝑢𝑧 +

+2(𝐷𝜇)𝐷𝑢𝑧 + 𝑔
(𝐷𝜌)

𝜆
𝑢𝑧 −

𝑘2

𝜆
𝛿(𝜂)𝜎𝑢𝑧. (17)

У виразi (17) мiститься дельта-функцiя. Це
означає, що внесок поверхневого натягу iстотний
поблизу 𝑧 = 𝜂 (𝑥, 𝑦, 𝑡). Його можна врахувати iнте-
груванням рiвняння (17) по координатi 𝑧 по вузь-
кiй 𝜀 – областi вiдносно поверхнi 𝜂 (𝑥, 𝑦, 𝑡), тобто
застосувати до (17) процес iнтегрування по тонко-
му перехiдному шару:

⟨𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)⟩ = lim
𝜀→0

⎛⎝ 𝜂+𝜀∫︁
𝜂−𝜀

𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)𝑑𝑧

⎞⎠. (18)

В результатi застосування процедури (18) до
рiвностi (17) маємо

𝛿𝑝
⃒⃒⃒𝜂+0

𝜂−0
= 2⟨(𝐷𝑢𝑧)(𝐷𝜇)⟩+ 𝑔

𝜆
𝑢𝑧𝜌

⃒⃒⃒𝜂+0

𝜂−0
− 𝑘2

𝜆
𝜎𝑢𝑧(𝑧 = 𝜂).

(19)

У рiвняннi (19) 𝑎 (𝑧)|𝜂+0
𝜂−0 = 𝑎 (𝜂 + 0) − 𝑎 (𝜂 − 0),

де 𝑎 (𝜂 ± 0) визначає значення параметра 𝑎 (𝜂 ± 0)
у верхньому (𝑎 (𝜂 + 0)) або нижньому (𝑎 (𝜂 − 0)),
щодо межi подiлу, середовищi, вiдповiдно. Оскiль-
ки незбурена межа подiлу збiгається з площиною
𝑧 = 0, то 𝜂 в (19) необхiдно покласти рiвним нулю.

З iншого боку, з рiвностi (16) можна обчислити
рiзницю збуреного тиску по обидва боки межi 𝑧 =
= 𝜂 (𝑥, 𝑦, 𝑡):

𝛿𝑝
⃒⃒⃒𝜂+0

𝜂−0
= 𝑘−2[(−𝜆𝜌+ 𝜇(𝐷2 − 𝑘2))𝐷𝑢𝑧 +

+(𝐷𝜇)(𝐷2 + 𝑘2)𝑢𝑧]
⃒⃒⃒𝜂+0

𝜂−0
. (20)
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Виключивши з (19), (20) рiзницю тискiв 𝛿𝑝|𝜂+0
𝜂−0,

отримаємо зв’язок збурених величин на межi по-
дiлу:

𝑘−2[(−𝜆𝜌+𝜇(𝐷2−𝑘2))𝐷𝑢𝑧+(𝐷𝜇)(𝐷2+𝑘2)𝑢𝑧]
⃒⃒⃒𝜂+0

𝜂−0
=

= 2⟨(𝐷𝑢𝑧)(𝐷𝜇)⟩+ 𝑔

𝜆
𝑢𝑧𝜌

⃒⃒⃒𝜂+0

𝜂−0
− 𝑘2

𝜆
𝜎𝑢𝑧(𝑧 = 𝜂). (21)

Вираз, що описує залежнiсть збурених величин
на межi подiлу середовищ (21), доповнимо рiвня-
нням, що визначає цей зв’язок далеко вiд неї. Для
цього виключимо з (17) збурений тиск, зумовлений
виразом (16). У пiдсумку маємо

𝐷

[︂(︁
𝜌− 𝜇

𝜆
(𝐷2 − 𝑘2)

)︁
𝐷𝑢𝑧 −

1

𝜆
𝐷𝜇(𝐷2 + 𝑘2)𝑢𝑧

]︂
=

= 𝑘2

[︃(︂
−𝑔

𝐷𝜌

𝜆2
+

𝑘2

𝜆2
𝛿(𝜂)𝜎

)︂
𝑢𝑧 +

+
(︁
𝜌− 𝜇

𝜆
(𝐷2 − 𝑘2)

)︁
𝑢𝑧 −

2

𝜆
𝐷𝜇𝐷𝑢𝑧

]︃
. (22)

За сталих густинi та в’язкостi середовищ вираз
(22) спрощується:(︁
1− 𝜈

𝜆
(𝐷2 − 𝑘2)

)︁
(𝐷2 − 𝑘2)𝑢𝑧 = 0, (23)

де 𝜈 = 𝜇/𝜌 – коефiцiєнт кiнематичної в’язкостi.
У [7] вказано, що загальний розв’язок (23) мо-

жна представити лiнiйною комбiнацiєю часткових
рiшень exp(±𝑘𝑧) та exp(±𝑞𝑧), де 𝑞 =

√︀
𝑘2 + 𝜆/𝜈 –

глибина проникнення збурення. Однак це не вiдпо-
вiдає дiйсностi. У цьому легко переконатися, якщо
рiвняння (2) записати через потенцiал швидкостi
u = −∇𝜑, де ∇ = e𝑙

𝜕
𝜕𝑥𝑙

– оператор градiєнта. Тодi
рiвняння (2) перетворюється у рiвняння Лапласа:
Δ𝜑 = 0. Вигляд потенцiалу, наприклад, в нижньо-
му пiвпросторi можна знайти з визначення верти-
кальної складової швидкостi:

𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

(︂
𝐴

𝑘
𝑒𝑘𝑧 +

𝐵

𝑞
𝑒𝑞𝑧

)︂
𝑁𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡). (24)

Потенцiал (24) не задовольняє рiвняння Лапла-
са, тому в (23) розв’язком вибираємо у виглядi:

𝜙1,2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝐴1,2𝑒
±𝑘𝑧𝑁𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡), (25)

де iндекси 1 i 2 вiдповiдають знакам “+” та “−” –
вiдповiдно.

Виходячи з вигляду розв’язка для збуреної вер-
тикальної швидкостi, обчислимо в рiвняннi (21)
значення ⟨(𝐷𝑢𝑧) (𝐷𝜇)⟩:

⟨(𝐷𝑢𝑧)(𝐷𝜇)⟩ = lim
𝜀→0

⎛⎝ 𝜂+𝜀∫︁
𝜂−𝜀

(𝐷𝑢𝑧)(𝐷𝜇)𝑑𝑧

⎞⎠ =

= lim
𝜀→0

⎛⎝ 𝜂∫︁
𝜂−𝜀

(𝐷𝑢𝑧)(𝐷𝜇)𝑑𝑧

⎞⎠+

+ lim
𝜀→0

⎛⎝𝜂+𝜀∫︁
𝜂

(𝐷𝑢𝑧)(𝐷𝜇)𝑑𝑧

⎞⎠ =

= −𝑘𝑢𝑧(𝜇(𝜂 − 𝜀) + 𝜇(𝜂 + 𝜀)). (26)

Згiдно з (25) вертикальна швидкiсть має вигляд

𝑢𝑧1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝐴1𝑒
−𝑘𝑧𝑁𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) (𝑧 > 0),

𝑢𝑧2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝐴2 𝑒
𝑘𝑧𝑁𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑡) (𝑧 < 0).

(27)

На межi 𝑧 = 𝜂 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0 повиннi виконуватися
умови безперервностi швидкостi 𝑢𝑧 та умова рiв-
ностi тискiв (21). Звiдси маємо два рiвняння для
визначення констант 𝐴1 i 𝐴2:

𝐴1 = 𝐴2,

−𝜆 (−𝑘𝜌1𝐴1 − 𝑘𝜌2𝐴2)

𝑘2
= (28)

= −2𝑘𝐴1(𝜇1 + 𝜇2) +
𝑔

𝜆
(𝜌1 − 𝜌2)𝐴1 −

𝑘2

𝜆
𝜎𝐴1.

З рiвнянь (27) неважко отримати дисперсiйне рiв-
няння, яке визначає залежнiсть значення 𝜆 вiд па-
раметрiв середовищ:

𝜆2 + 2𝑘2𝜆
(𝜇1 + 𝜇2)

(𝜌1 + 𝜌2)
− 𝑔𝑘

(𝜌1 − 𝜌2)

(𝜌1 + 𝜌2)
+

𝑘3𝜎

(𝜌1 + 𝜌2)
= 0.

(29)

Необхiдно зазначити, що рiвняння (29) може бу-
ти отримано з дисперсiйного рiвняння для диси-
пативної нестiйкостi Кельвiна – Гельмгольця при
рiвностi нулю швидкостей руху обох середовищ [8].

В безрозмiрних змiнних Λ = 𝜆𝑡0 та 𝑞 = 𝑘𝑙0, 𝜇* =

= (𝜇1+𝜇2) 𝑡0
(𝜌2+𝜌1) 𝑙20

рiвняння (29) матиме вигляд

Λ2 + 2Λ𝑞2𝜇* − sign (𝜌1 − 𝜌2) 𝑞 + 𝑞3 = 0, (30)

де 𝑙0 =
√︁

𝜎
𝑔|𝜌1−𝜌2| , 𝑡0 =

√︁
(𝜌1+𝜌2)𝑙0
𝑔|𝜌1−𝜌2| .
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Залежнiсть безрозмiрного iнкремента нестiйкостi межi по-
дiлу рiдин Λ1 (𝑞) вiд безрозмiрної в’язкостi середовищ 𝜇*.
Величина безрозмiрної в’язкостi 𝜇* показана знизу вiдпо-
вiдної кривої безрозмiрного iнкремента нестiйкостi

За вiдсутностi в’язкостi (𝜇1, 𝜇2 → 0) рiвнян-
ня (30) описує стан нестiйкої (нестiйкiсть Релея–
Тейлора) або стiйкої рiвноваги плоскої межi подiлу
двох рiдин рiзної густини, залежно вiд того, звер-
ху чи знизу знаходиться щiльнiша з них. В цьому
випадку iнкремент нестiйкостi визначається з рiв-
няння:

Λ2 = sign (𝜌1 − 𝜌2) 𝑞 − 𝑞3. (31)

З (31) випливає, якщо 𝜌1 < 𝜌2, то Λ1,2 =

= ±
√︀

−𝑞 − 𝑞3 – суто уявна величина i збурення
межi не зростають по амплiтудi, а коливається з
певною амплiтудою.

При 𝜌1 > 𝜌2 iнкремент Λ має додатне значення
при 0 < 𝑞 < 1 = 𝑞𝑐. Максимальний iнкремент не-
стiйкостi рiвний Λmax =

√
2 · 3−3/2 та досягається

при 𝑞max = 1
⧸︀√

3.
Таким чином, нестiйкiсть Релея–Тейлора пiд

час вiдсутностi в’язкостi має пороговий характер
по хвильовому числу, тобто реалiзується тiльки
для хвильових чисел, менших 𝑞𝑐. З максималь-
ною швидкiстю межа руйнується при хвильових
числах 𝑞max = 1

⧸︀√
3.

Розглянемо вплив в’язкостi середовища на не-
стiйкiсть межi. У цьому випадку iнкремент нестiй-
костi визначається виразом:
Λ1,2 = ±

√︀
𝑞4𝜇*2 + sign (𝜌1 − 𝜌2) 𝑞 − 𝑞3 − 𝑞2𝜇*. (32)

Дослiдимо залежнiсть (32) вiд хвильового числа
𝑞. Якщо 𝜌1 < 𝜌2 збурення завжди стiйкi, оскiль-
ки Λ1,2 < 0. Якщо 𝜌1 > 𝜌2 iнкремент нестiйкостi
визначається виразом Λ1(𝑞) =

√︀
𝑞4𝜇*2 + 𝑞 − 𝑞3 −

− 𝑞2𝜇*, звiдки випливає, що збурення на межi по-
дiлу, так само як i пiд час вiдсутностi в’язкостi,
мають мiсце для довжин хвиль в iнтервалi 0 <
< 𝑞 < 1 = 𝑞𝑐.

На рисунку показано залежнiсть iнкремента не-
стiйкостi межi подiлу середовищ Λ1 (𝑞) вiд безроз-
мiрного хвильового числа для рiзних значень в’яз-
костi 𝜇*. На рисунку також показано залежнiсть
максимального iнкремента Λ1,max вiд хвильового
числа 𝑞, де Λ1,max =

√︀
𝑞4𝜇*2 + 𝑞 − 𝑞3 − 𝑞2𝜇* при

𝜇* =
√︁

9𝑞4−6𝑞2+1
8𝑞3(𝑞2+1) .

З рисунка випливає, що зi збiльшенням в’язко-
стi середовищ величина максимального iнкремен-
та зменшується, а сам вiн змiщується в довгохви-
льову частину спектра збурень.

3. Межа з’єднання бiополiмерiв
при бiполярному електричному зварюваннi
високочастотним струмом

Розглянемо задачу формування межi з’єднання
двох однакових бiополiмерiв при бiполярному еле-
ктричному зварюваннi високочастотним струмом.
Бiополiмери мають однакову динамiчну в’язкiсть
i густину, та на початковiй стадiї дотикаються че-
рез зовнiшнiй механiчний вплив [9]. Далi, через
межу з’єднання керовано пропускається високоча-
стотний струм вiдповiдної напруги та частоти. В
результатi проходження струму бiлок коагулює та
утворює межу з’єднання.

Дане дослiдження буде стосуватися опису фор-
ми межi з’єднання зварювальних бiологiчних тка-
нин. Для цього скористаємося наведеними в по-
передньому роздiлi результатами дослiдження не-
стiйкостi Релея–Тейлора в полi гравiтацiйної сили
при врахуваннi поверхневого натягу та в’язкостi.
Внаслiдок рiвностi густин з’єднувальних середо-
вищ 𝜌1 = 𝜌2 = 𝜌 гравiтацiйний доданок вiдсутнiй.
Однак, в даному процесi iснує сила негравiтацiй-
ного походження – сила притягання дiелектричних
напiвпросторiв, що з’єднуються, роздiлених тон-
ким дiелектричним прошарком товщиною 𝑑 з дi-
електричною проникнiстю 𝜀0. Ця сила виникає в
дiелектричних напiвпросторах, що знаходяться в
електричному полi напруженiстю E [10]. У плоскiй
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геометрiї напруженiсть E оцiнюється по вихiднiй
напрузi зварювального апарата:

𝐸 =
𝑈0 cos (Ω𝑡)

𝑑
, (33)

де 𝑈0 = 10–200 В, Ω ≃ 10 Гц–60 кГц – амплiту-
дне значення та частота вихiдної напруги зварю-
вального апарата живих м’яких тканин ЕК-300М
“СВАРМЕД”, вiдповiдно [11], 𝑑 = 1–10 мкм – ши-
рина промiжку мiж тканинами в момент початку
зварювання.

Сила притягання виявляється порядку:

𝐹 = 𝜀0
𝐸2

8𝜋
Δ𝑆 = 𝜀0

𝑈2
0

16𝜋𝑑2
Δ𝑆, (34)

де 𝐸2 – усереднення за перiодом високочастотних
коливань, Δ𝑆 – площа впливу високочастотної на-
пруги.

Глибина зварювального шву ℎ є величиною по-
рядку декiлькох мiлiметрiв [11]. Тому ефективне
прискорення, що вiдповiдає силi (34), визначається
виразом:

𝑔* = 𝑔* (𝜌) = 𝜀0𝑈
2
0Δ𝑆

⧸︀
16𝜋𝑑2𝜌𝑉, (35)

де 𝑉 = ℎΔ𝑆 – об’єм зварюваного матерiалу.
З (35) отримаємо величину прискорення:

𝑔* (𝜌) = 𝜀0𝑈
2
0

⧸︀
16𝜋𝑑2𝜌ℎ. Для 𝜀0 = 100, 𝑈0 = 100 В,

𝜌 = 1 г/см3, ℎ = 0,1 см прискорення буде порядку
𝑔* ≃ 2 · 108 см/с2.

Це прискорення повинно бути пiдставлено в дис-
персiйне рiвняння (29) з умовою, що 𝑔* (𝜌1) = 𝑔*,
а 𝑔* (𝜌2) = −𝑔*. Крiм того, оскiльки правило Ан-
тонова для мiжфазного шару (бiо) полiмер – (бiо)
полiмер не застосовне [12], вважаємо, що поверх-
невий натяг зберiгає свою первинну величину.

У цих умовах дисперсiйне рiвняння, що характе-
ризує залежнiсть iнкремента вiд хвильового числа,
набуває вигляду

𝜆2 + 2𝑘2𝜆
𝜇

𝜌
− 𝑔*𝑘 +

𝑘3𝜎

2𝜌
= 0. (36)

У нових безрозмiрних змiнних Λ𝑏 = 𝜆𝑡𝑏 та 𝑞𝑏 =
= 𝑘𝑙𝑏, 𝜇𝑏 = 𝜇 𝑡𝑏

𝜌 𝑙2𝑏
рiвняння (36) набуває унiверсаль-

ного вигляду:

Λ2
𝑏 + 2Λ𝑏𝑞

2
𝑏𝜇− 𝑞𝑏 + 𝑞3𝑏 = 0, (37)

де 𝑙𝑏 =
√︀

𝜎/2𝜌𝑔*, 𝑡𝑏 =
√︀
𝑙𝑏/𝑔*.

Залежнiсть iнкремента Λ𝑏 вiд хвильового числа
𝑞𝑏 визначається розв’язком рiвняння (37), яке збi-
гається з розв’язком (32) для рiдин рiзної густини
та в’язкостi, розглянутому в попередньому роздi-
лi. Кривi рисунка повнiстю вiдповiдають дисперсiї
збурень в бiополiмерному середовищi за умови за-
мiни Λ → Λ𝑏, 𝑞 → 𝑞𝑏, та 𝜇* → 𝜇𝑏.

Для оцiнки параметрiв межi зварювального
з’єднання бiотканин будемо орiєнтуватися на ха-
рактернi параметри динамiчної в’язкостi 𝜇 та гу-
стини 𝜌 людини, якi рiвнi близько 10–90 Па · с [13]
та 1,1 г/см3, вiдповiдно.

Поверхневий натяг бiотканин визначається мiж-
фазним натягом на поверхнях клiтинних мембран,
яке не перевищує 5 дин./см [14].

Виходячи з наведених вище значень характер-
них параметрiв бiотканин оцiнимо величини 𝑙𝑏 та
𝑡𝑏:

𝑙𝑏 = 1,067 · 10−4 см, 𝑡𝑏 = 0,73 · 10−6 c, 𝜇𝑏 = 100–900.
(38)

З рисунка випливає, що при 𝜇𝑏 = 100 хвильо-
ве число найбiльш нестiйкої моди мале 𝑞𝑏 ≪ 1.
Тодi перiод гофрування межi з’єднання бiо-
матерiалу 𝐿 = 2𝜋/𝑘 знайдемо з рiвностi 𝜇𝑏 =

=
√︁
(9𝑞4𝑏 − 6𝑞2𝑏 + 1)

⧸︀
(8𝑞3𝑏 (𝑞

2
𝑏 + 1)):

𝜇𝑏 = 104, 𝐿 = 0,029 см. (39)

Глибина гофрування 𝑎 оцiнюється з умови, що
до моменту зшивання тканин амплiтуда збурень
мала, тобто 𝑘𝑎 ≪ 1. Звiдси, з урахуванням (39),
витiкає обмеження зверху амплiтуди гофрування:
𝑎 ≪ 𝐿/2𝜋 = 4 · 10−3 см.

4. Висновки

В роботi розглянуто нестiйкiсть Релея–Тейлора
при врахуваннi в’язкостi контактуючих середо-
вищ. Аналiз рiвнянь, що описують залежнiсть збу-
рень на межi подiлу середовищ вiд вертикальної
координати показав, що їх розв’язок визначається
не сумою двох експонент, а однiєю, яка задоволь-
няє рiвняння Лапласа для потенцiалу швидкостi.
Друга експонента є зайвим розв’язком, i не мо-
же враховуватися при вирiшеннi поставленої зада-
чi. Показано, що за наявностi в’язкостi нестiйкiсть
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можлива для випадку, коли, як i у випадку вiдсу-
тностi в’язкостi, рiдина з бiльшою густиною пере-
буває зверху. Але при цьому, характер нестiйко-
стi змiнюється на дисипативний, коли зi збiльшен-
ням в’язкостi середовищ спостерiгається зменшен-
ня iнкремента нестiйкостi, i змiщення його макси-
муму в область довгохвильових збурень. На осно-
вi дисипативної нестiйкостi Релея–Тейлора описа-
но процес електрозварювання бiологiчних матерi-
алiв. Показано, що межа з’єднання бiоматерiалiв є
гофрованою поверхнею. Зроблено оцiнки перiоду
та глибини гофрування цiєї поверхнi.
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DISSIPATIVE RAYLEIGH–TAYLOR INSTABILITY
AND ITS CONTRIBUTION TO THE FORMATION
OF AN INTERFACE BETWEEN BIOMATERIALS
AT THEIR ELECTRIC WELDING

S u m m a r y

The dissipative Rayleigh–Taylor instability, which can arise at

the interface between biomaterials under the action of high-

frequency currents, has been considered. A mechanism describ-

ing the formation of a corrugated boundary of the mesomor-

phic phase is proposed. The corrugation period and depth are

evaluated.
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