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В роботi розраховано внутрiшню i вiльну енергiю, та рiвняння стану в рiдкому мета-
лiчному гелiї в широкому дiапазонi густин i температур. Для всiх зазначених характе-
ристик металу використана теорiя збурень за потенцiалом електрон-iонної взаємодiї
iз врахуванням членiв до третього порядку включно. Для електронiв провiдностi ви-
користано наближення випадкових фаз при врахуваннi обмiнної взаємодiї i кореляцiй
в наближеннi локального поля. Для ядерної пiдсистеми використана модель твердих
сфер. Дiаметр цих сфер є єдиним параметром теорiї. Оцiнку дiаметра i густини си-
стеми, за яких вiдбувається перехiд гелiю з одноразово у дворазово iонiзований стан,
виконано на основi аналiзу парної ефективної взаємодiї мiж ядрами гелiю. Для остан-
ньої також враховується член третього порядку теорiї збурень В роботi розглянуто
випадок дворазово iонiзованих атомiв гелiю. Роль поправки третього порядку у всiх ви-
падках виявилась суттєвою. Значення термодинамiчних параметрiв: густини, темпе-
ратури i тиску укладаються в дiапазон значень, характерних для центральних обла-
стей планет-гiгантiв. Це дозволяє припустити iснування гелiю в металiчному станi
в межах сонячної системи.
Ключ о в i с л о в а: рiдкий металiчний гелiй, термодинамiчнi параметри, планети-гiганти.

1. Вступ

Прогрес експериментiв по ударному стисканню ре-
човин зробив можливим металiзацiю тих з них, що
у нормальному станi є газами [1, 2]. Так, у 1996–
1999 роках були отриманi i досить ґрунтовно ви-
вченi в металiчному станi водень i дейтерiй [3–5],
у 2001 роцi – кисень [6], у 2003 роцi – азот [7].
Гелiй експериментально отримати в металiчному
станi не вдалось i по теперiшнiй час. Однак, теоре-
тичне вивчення процесу можливої металiзацiї ге-
лiю йде бiльш результативно, хоча загальна кiль-
кiсть робiт з цього приводу порiвняно невелика.
Вiдповiдно до однiєї з перших робiт [8], для ме-
талiзацiї гелiю при низьких температурах необхi-
дний тиск у 100 Мбар, що робить його iснування в
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металiчному станi навiть в центральних областях
планет-гiгантiв сонячної системи нереальним. Ви-
користовуючи квантовий метод молекулярної ди-
намiки, автори роботи [9] отримали досить неочi-
куваний результат, що перехiд метал–дiелектрик
у рiдкому гелiї може вiдбуватись вже при густинi
1 г/cм3. В роботi [10] для отримання рiвняння ста-
ну твердого гелiю використовувався квантовий ме-
тод Монте-Карло. Результати авторiв полягають
в тому, що перехiд метал–дiелектрик має вiдбува-
тись при 21,3 г/см3 i тиску 25,7 Мбар. В роботi [11]
рiвняння стану i коефiцiєнт електропровiдностi ге-
лiю були обчисленi в рамках методу молекулярної
динамiки з використанням для електронної пiдси-
стеми методу функцiонала густини. Автори ствер-
джують, что температура критичним чином впли-
ває на електронну структуру гелiю. Якщо при ну-
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льовiй температурi заборонена зона зникає при гу-
стинi в 13 г/см3, то при температурi в 20000 К вона
зникає при густинi в 6,6 г/см3. Останнi значення
густини i температури вже цiлком досяжнi в цен-
тральнiй областi Юпiтера. Як випливає з наведе-
ного, досi розрахунки рiзних властивостей металi-
чного гелiю виконанi методами математичного мо-
делювання i не цiлком узгоджуються мiж собою.
Дана робота є однiєю з перших, присвячених за-
стосуванню до вивчення рiзних властивостей мета-
лiчного гелiю аналiтичних методiв. У першу чергу,
предметом дослiдження даної роботи є рiвняння
стану металiчного гелiю. Для знаходження єдино-
го параметра теорiї – дiаметра твердих сфер буде
дослiджена парна ефективна мiжiонна взаємодiя,
за аналогiєю з металiчним воднем i iншими про-
стими металами [12–16].

2. Внутрiшня енергiя

Для металiчного гелiю використаємо, подiбно про-
стим рiдким металам, гамiльтонiан [13–17], де
електрон-електронна взаємодiя враховується то-
чно. Внутрiшню енергiю металу можна отримати
усередненням гамiльтонiана за канонiчним ансам-
блем Гiббса:

E = Ei + Eie. (1)

Тут

Ei = Ni
3
2
kBT +Ni

1
2V

∑
q

′
Vii(q)[Si(q)− 1] (2)

– внесок у внутрiшню енергiю ядерної пiдсисте-
ми. Перший доданок у правiй частинi рiвностi є
кiнетичною енергiєю ядер, другий – кулонiвською
енергiєю їх взаємодiї, V – об’єм системи, Ni – кiль-
кiсть ядер, Vii(q) = 4πz2e2/q2 – фур’є-образ енер-
гiї кулонiвської взаємодiї мiж ядрами гелiю, z = 2,
T – абсолютна температура, штрих у знака суми
означає вiдсутнiсть доданка з q = 0, Si(q) – ста-
тичний структурний фактор ядерної пiдсистеми.
В ролi останнього у подальшому використовува-
тимемо структурний фактор для моделi твердих
сфер. Для заданої густини вiн параметрично зале-
жить, наприклад, лише вiд дiаметра твердих сфер.
Для температур, що розглядаються далi, ядерну
пiдсистему можна вважати класичною.

Енергiю електронної пiдсистеми i енергiю взає-
модiї електронної i ядерної пiдсистем зручно роз-
глядати разом. Їх суму – енергiю основного стану

електронного газу в полi ядер – можна розвинути в
ряд за степенями електрон-ядерної взаємодiї [13]:

Eie =
∞∑
n=0

En. (3)

В свою чергу, в кожному порядку за електрон-
ядерною взаємодiєю вiдповiдний доданок слiд роз-
винути в ряд за електрон-електронною взаємодi-
єю. Член нульового порядку за електрон-ядерною
взаємодiєю при використаннi iнтерполяцiйної фор-
мули Ноз’єра–Пайнса [18, 19] має вигляд

E0 = Ne

(
1,105
rs
− 0,458

rs
− 0,058 + 0,016 ln rs

)
. (4)

Тут введений параметр неiдеальностi Бракнера rs,
який дорiвнює радiусу сфери, об’єм якої збiгається
з об’ємом, що припадає на один електрон, Ne –
кiлькiсть електронiв металу.

Внаслiдок електронейтральностi системи внесок
першого порядку за електрон-електронною взає-
модiєю в енергiю основного стану електронного га-
зу в металiчному гелiї вiдсутнiй. Члени другого i
бiльш високих порядкiв мають вигляд

En =
Ni
V n

∑
q1,...,qn

Γ(n)(q1, ...,qn)Vie(q1)...Vie(qn)×

×Si(q1, ...,qn)Δ(q1 + ... + qn). (5)

Тут Vie(q) = 4πze2/q2 – фур’є-образ енергiї куло-
нiвської електрон-ядерної взаємодiї, Si(q1, ...,qn) –
n – частинковий структурний фактор ядерної
пiдсистеми; Δ(q1 + ... + qn) – символ Кронеке-
ра; Γ(n)(q1, ...,qn) – електронний n-полюсник [13].
Останнiй вираз є формально точним, а тому не-
придатним для конкретних обчислень. Iснує де-
кiлька варiантiв наближених обчислень електрон-
ного триполюсника [20–23] та багаточастинкових
структурних факторiв ядерної пiдсистеми [24].
Для електронного двополюсника загальний ре-
зультат рiзних авторiв такий:

Γ(2)(q,−q) = −1
2
π(q)
ε(q)

. (6)

Тут π(q) – поляризацiйна функцiя електронного
газу, ε(q) – його дiелектрична проникнiсть. В на-
ближеннi випадкових фаз i при врахуваннi обмiн-
ної взаємодiї i кореляцiй електронiв у наближеннi
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локального поля:

ε(q) = 1 + [Vee(q) + U(q)]π0(q), (7)

де Vee(q) = 4πe2/q2 – фур’є-образ кулонiвської
енергiї електрон-електронної взаємодiї, U(q) =
= −2πe2/(q2 + λk2

F) – потенцiальна енергiя обмiн-
ної взаємодiї i кореляцiй електронного газу, λ ≈ 2
[25], π0(q) – поляризацiйна функцiя iдеального еле-
ктронного газу. Для електронного триполюсника
результати рiзних авторiв суттєво вiдрiзняються.
Результат незалежного обчислення авторiв даної
статтi електронного триполюсника [17] збiгається
для моделi iдеального електронного газу з резуль-
татом, отриманим у роботi [22]. Саме вiн i викори-
стовуватиметься в данiй роботi:

Γ(3)(q1,q2,q3) =
Λ(3)

0 (q1,q2,q3)
ε(q1)ε(q2)ε(q3)

, (8)

де Λ(3)
0 (q1,q2,q3) – електронний триполюсник ви-

родженого iдеального електронного газу. Чле-
ни ж другого i третього порядкiв за електрон-
протонною взаємодiєю пiсля переходу вiд пiдсумо-
вування до iнтегрування у сферичнiй системi ко-
ординат є такими:

E2 = −Ni
1

4π2

∞∫
0

π(q)
ε(q)

V 2
ie(q)Si(q)q

2dq, (9)

E3 = Ni
1

4π4

∞∫
0

dq1q
2
1

∞∫
0

dq2q
2
2F (q1, q2), (10)

F (q1, q2) =
2n+ 1

2

π∫
0

Λ(3)
0 (q1,q2,−q1 − q2)
ε(q1)ε(q2)ε(|q1 − q2|)

×

×Vie(q1)Vie(q2)Vie(|q1 + q2|)Si(q1,q2,−q1 − q2)×

× sin(θ12)dθ12. (11)

Для тричастинкового структурного фактора нами
використане наближення [24, 26, 27]:

Si(q1,q2,q3) = Si(q1)Si(q2)Si(q3). (12)

За визначенням вiльної енергiї Гельмгольца:

F = E − TS, (13)

де S – ентропiя системи. Її можна представити
сумою електронної i ядерної складових. Для ви-
родженого електронного газу електронною скла-
довою можна знехтувати порiвняно з ядерною.
Останнiй внесок можна взяти у наближеннi твер-
дих сфер [19, 28]:

S = S0i + Sii(η), (14)

S0i = NikB ln

[
e

ni

(
eMkBT

2π~2

)3/2
]

(15)

– ентропiя iдеального ядерного газу, M – маса
ядра, ni – густина ядер; внесок, зумовлений вза-
ємодiєю мiж ядрами,

Sii(η) = NikB
3η2 − 4η
(1− η)2

. (16)

Тут η – параметр густини пакування ядер.

3. Парна ефективна мiжiонна взаємодiя

Запропонована теорiя мiстить, на перший погляд,
єдиний невизначений параметр – дiаметр твердих
сфер. Знаючи його залежнiсть вiд густини i темпе-
ратури можна знайти вiдповiдну залежнiсть тер-
модинамiчних потенцiалiв. Для знаходження шу-
каної залежностi дiаметра в данiй роботi викори-
стовується парна ефективна взаємодiя мiж ядра-
ми. Вираз для цiєї взаємодiї мiстить їх пряму ку-
лонiвську взаємодiю i їх посередню взаємодiю че-
рез електрони провiдностi. Перша є вiдштовху-
вальною, друга – притягальною. Конкуренцiя цих
взаємодiй i може утворювати потенцiальну яму з
характерним мiнiмумом. За залежнiстю цiєї вза-
ємодiї вiд вiдстанi мiж ядрами можна визначити
дiаметр твердих сфер для довiльної температури i
густини [29].

Дiаметр твердих сфер σ, яка є мiнiмальною вiд-
станню, на яку при данiй температурi можуть на-
близитись ядра, знаходиться з умови рiвностi кi-
нетичної i потенцiальної енергiї ядер при їх взаєм-
ному наближеннi:

Vef(σ) = 3kBT/2. (17)

Як i у випадку металiчного водню [12, 30, 31],
парну ефективну мiжiонну взаємодiю в рiдкому
металiчному гелiї розглядатимемо в рамках теорiї
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збурень за електрон-ядерною взаємодiєю. Її можна
представити так [13]:

Uef(R) =
∞∑
n=0

U
(n)
2 (R). (18)

Тут R – вiдстань мiж ядрами. У разi металiчно-
го гелiю, утвореного дворазово iонiзованими ато-
мами гелiю, U (0)

2 (R) = Vii(R) є енергiєю куло-
нiвської взаємодiї мiж ядрами. Член першого по-
рядку за потенцiалом електрон-ядерної взаємодiї
U

(1)
2 (R) = 0, член другого порядку

U
(2)
2 (R) = − e2

2π2R

∞∫
0

V 2
ei(q)

π0(q)
ε(q)

sin(qR)qdq, (19)

член третього порядку

U
(3)
2 (R)=

3e2

4π4R

∞∫
0

dq1q1 sin(q1R)

∞∫
0

dq2q
2
2

q1+q2∫
|q1−q2|

dq3×

× Vie(q1)Vie(q2)Vie(q3)
ε(q1)ε(q2)ε(q3)

Λ(3)
0 (q1, q2, q3). (20)

На рис. 1 наведено графiк залежностi парної
ефективної взаємодiї залежно вiд вiдстанi мiж
ядрами. На графiку потенцiал приведений у гра-
дусах Кельвiна, а вiдстань – в атомних одиницях.
Потенцiал має вигляд, характерний для типового
простого металу. Глибина першого мiнiмуму по-
тенцiальної ями становить приблизно 3000 К, що
цiлком досить, для стiйкостi рiдкого металiчного
гелiю при менших температурах i данiй густинi.
Локалiзацiя першого мiнiмуму вiдповiдає рiвнова-
жному взаємному розмiщенню ядер гелiю в мета-
лiчнiй фазi для найближчих сусiдiв. Член третього
порядку у формуваннi цього мiнiмуму має значно
бiльше значення, нiж член другого порядку. Така
ситуацiя характерна i для металiчного водню [15].
Зауважимо, що при цьому внесок членiв третьо-
го порядку у внутрiшню енергiю металу становить
лише декiлька вiдсоткiв i значно менший внеску
члена другого порядку. При бiльших густинах гли-
бина першого мiнiмуму зменшується, при менших
густинах – збiльшується. Але, крiм того, починає
формуватись ще одна потенцiальна яма при зна-
чно менших вiдстанях мiж ядрами. В металiчно-
му воднi теж спостерiгається така поведiнка мiж-
протонного потенцiалу. Її звичайно iнтерпретують

Рис. 1. Парна ефективна взаємодiя мiж ядрами гелiю при
густинi 6,7 г/см3

як початок формування молекулярної фази водню
[30,31]. В даному разi, мабуть, мова також йде про
перебудову електронної пiдсистеми металу, що вiд-
повiдає виникненню одноразово iонiзованих атомiв
гелiю. Характерна густина металу, що розмежовує
цi двi металiчнi фази рiдкого гелiю, з нашої точки
зору, є густина 5,3 г/см3, при якiй глибини двох
зазначених потенцiальних ям збiгаються. Ситуа-
цiя з металiчним гелiєм є унiкальною. Ми вмiємо
обчислювати тiльки вiльну енергiю двiчi iонiзова-
ного гелiю. Тому ми поклали в основу аналiзу пар-
ну ефективну взаємодiю, а не, наприклад, вiльну
енергiю в околi точки переходу. Формули для пар-
ної взаємодiї не мiстять жодного вiльного параме-
тра i не вимагають жодних серйозних модельних
припущень. Всi iншi характеристики гелiю – мi-
стять i одне, i друге.

Результати наших розрахункiв свiдчать, що в
центральних областях всiх планет-гiгантiв соня-
чної системи гелiй може знаходитись в металiчно-
му станi.

Зауважимо, що до використання отриманих ре-
зультатiв при знаходженнi дiаметра твердих сфер
слiд вiдноситись як до корисних оцiнок. Зали-
шається вiдкритим питання про роль членiв ви-
щих, нiж третiй порядок теорiї збурень при розра-
хунках парної ефективної мiж’ядерної взаємодiї.
Так, у другому порядку теорiї збурень при темпе-
ратурi 10000 К i густинi 5,3 г/см3 для дiаметра
твердих сфер ми отримуємо 2,101 а.o. При вра-
хуваннi члену третього порядку це значення бу-
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де вже 1,778 а.o. Члени четвертого i старших по-
рядкiв точно врахувати неможливо. Можна тiль-
ки припустити, що члени старшого порядку при-
водять до подальшого зменшення дiаметра. Якщо
також припустити, що темп цих змiн вiдповiд-
ає геометричнiй прогресiї, то значення дiаметра
твердих сфер, отримане у другому порядку тео-
рiї збурень, потрiбно помножити на α = 0, 5. У
цьому разi вiн виявиться близьким до дiаметра
першої боровської орбiти одноразово iонiзованого
атома гелiю.

Рис. 2. Залежнiсть вiльної енергiї Гельмгольца вiд густини
при T = 10000 К, знайдена у другому F2(n, T ), третьому
F3(n, T ) порядках теорiї збурень i оцiнка повної суми для
F (n, T )

Рис. 3. Залежнiсть тиску вiд густини при T = 10000 К,
знайдена у другому P2(n, T ), третьому P3(n, T ) порядках
теорiї збурень i оцiнка повної суми для P (n, T )

4. Обговорення результатiв

Перш за все, з’ясуємо наскiльки правомiрно вико-
ристовувати теорiю збурень за електрон-ядерною
взаємодiєю для знаходження вiльної енергiї. На
рис. 2 наведено графiк залежностi вiльної енер-
гiї вiд густини. Оцiнка вiльної енергiї F (n, T ),
виконана у припущеннi, що ряд теорiї збурень
структурно залежної частини внутрiшньої енер-
гiї є геометричною прогресiєю iз знаменником
E3(n, T )/E2(n, T ). Значення енергiї наведенi в
атомнiй системi одиниць, густина – в г/см3. Видно,

Рис. 4. Залежнiсть тиску, обчисленого в третьому порядку
теорiї збурень, вiд густини при рiзних значеннях темпера-
тури

Рис. 5. Залежнiсть тиску, обчисленого в третьому порядку
теорiї збурень, вiд густини при рiзних значеннях темпера-
тури
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що така оцiнка близька до значень енергiї, обчи-
слених з точнiстю до членiв третього порядку те-
орiї збурень.

Схожий вигляд має i залежнiсть тиску вiд густи-
ни, що видно на pис. 3. Тиск подано в Мбар, гу-
стину – в г/см3. Iз збiльшенням густини швидкiсть
збiжностi ряду для вiльної енергiї i тиску зро-
стає. Тиск при густинi 5,3 г/см3 становить близь-
ко 18 Мбар. Якщо вважати, що нижче цiєї густини
гелiй знаходиться в одноразово iонiзованому станi,
то зазначене значення тиску iмовiрно є верхньою
межею тиску для гелiю в цьому станi. Наведенi
на рис. 3 значення тиску i густини цiлком потра-
пляють в дiапазон тискiв i густин для внутрiшньої
областi такої планети, як Юпiтер [32]. Ця обста-
вина вказує на можливiсть iснування металiчного
гелiю в центральних областях не лише Юпiтера, а
i екзопланет його групи.

На pис. 4 наведено тиск як функцiя густини
для рiзних температур. Ця залежнiсть є монотон-
но зростаючою i в розглянутому дiапазонi густин
i температур майже лiнiйна. Тиск виражений в
Мбар, густина – в г/см3.

На pис. 5 наведена залежнiсть тиску вiд гу-
стини для настiльки великих значень густини,
що тиск перестає залежати вiд структури ядерної
пiдсистеми.

В кiнцi розглянутого iнтервалу з точнiстю до
трьох значущих цифр результати пiдсумовування
ряду теорiї збурень для тиску при врахуваннi чле-
нiв другого та другого i третього порядкiв збiга-
ються P2(50, 10000) = P3(50, 10000). Зменшується i
вiдносна величина температурних поправок. Пове-
дiнка тиску стає все бiльш унiверсальною, зумов-
леною, в основному, властивостями виродженого
електронного газу.

Реалiстичнiсть отриманих результатiв пiдтвер-
джується i тим, що електричний опiр металiчно-
го гелiю, розрахований аналогiчно випадку мета-
лiчного водню [15], лежить в iнтервалi значень, ха-
рактерному для простих двовалентних рiдких ме-
талiв. Подiбною є i його температурна залежнiсть.

Результати наших розрахункiв є цiлком реа-
лiстичним орiєнтиром при вивченнi термодина-
мiчних властивостей одноразово iонiзованого ге-
лiю. В останньому разi, теорiя неминуче мiститиме
бiльше пiдгiнних параметрiв i для їх визначення
буде необхiдна експериментальна iнформацiя, по-
в’язана з металiчним станом гелiю.
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ТЕРМОДИНАМИКА МЕТАЛЛИЧЕСКОГО ГЕЛИЯ

Р е з ю м е

Рассчитана минимальная плотность, при которой гелий пе-
реходит в металлическое состояние. Она составляет 5 г/см3.
Оценена также температура перехода металл–диэлектрик.
Она составляет не менее 9000 К. С этой целью исследова-
лись парное эффективное межионное взаимодействие в ге-
лии и его электрическое сопротивление в окрестности точки
перехода в металлическое состояние. Рассмотрение осно-
вывалось на модели почти свободных электронов. В каче-
стве малого параметра использовалось отношение потенци-
ала взаимодействия электронов проводимости с однократно
ионизованным атомом гелия к энергии Ферми. Взаимодей-
ствие между электронами учитывалось в соответствии с
дифракционной моделью металла, т.е. посредством экрани-
ровки электрон-ионного взаимодействия. Обменное взаимо-
действие и корреляции электронов проводимости учитыва-
лись в приближении локального поля.

V.T. Shvets, S.V. Kozytskiy

THERMODYNAMICS OF METALLIC HELIUM

S u m m a r y

The internal and free energies of liquid metallic helium were

calculated in wide ranges of density and temperature, and the

corresponding equation of state was obtained in the frame-

work of the perturbation theory. The potential of electron-ion

interaction was selected as a small parameter, and the calcula-

tions were carried out to the third order of smallness inclusive.

Conduction electrons were considered in the random phase ap-

proximation and taking into account exchange interaction and

correlations in the local field approximation. The hard-sphere

model was used for the nuclear subsystem, with the sphere di-

ameter being the only parameter of the theory. The sphere

diameter and the system density at which helium transforms

from the single- into the double-ionized state were evaluated

by analyzing the effective pair interaction between the helium

nuclei, also in the third order of perturbation theory. The case

of double-ionized helium atoms was considered. The third-

order correction turned out substantial in all examined cases.

The values obtained for thermodynamic parameters–density,

temperature, and pressure–fall within the ranges typical of the

central regions in giant planets, which allows us to suppose the

existence of metallic helium in the solar system.
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