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КОМIРКОВА МОДЕЛЬ
ПЛИНУ IЗ ВЗАЄМОДIЄЮ КЮРI–ВЕЙСА:
УЗГОДЖЕННЯ З ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИМИ
ДАНИМИ КРИТИЧНИХ ТОЧОКУДК 536.44, 532.74

Дослiджено можливiсть кiлькiсного зiставлення комiркової моделi плину iз взаємо-
дiєю Кюрi–Вейса з експериментальними критичними параметрами реальних плинiв.
Дослiдження проведено для води, дiоксиду вуглецю та трьох мастил на основi полiоло-
вих ефiрiв POE5, POE7 i POE9. Мiкроскопiчнi параметри моделi визначено за експери-
ментальними значеннями критичної температури та критичної густини: констан-
та глобального притягання визначається критичною температурою, а об’єм комiрки –
критичною густиною. За цих умов критичний тиск є незалежним передбаченням мо-
делi; його вiдхилення вiд експериментальних значень для дослiджуваних речовин ста-
новить приблизно 10–41%. Показано, що змiна вiдношення констант локального вiд-
штовхування та глобального притягання 𝑓 = 𝐽2/𝐽1 у широкому дiапазонi лише слабко
впливає на це вiдхилення. Критичний коефiцiєнт стисливостi в данiй моделi для 𝑓 ≥ 1
лежить у вузькому iнтервалi 𝑍c ≃ 0,382–0,386, близькому до середньопольового резуль-
тату Ван дер Ваальса, i систематично перевищує експериментальнi значення. Найкра-
ще узгодження з експериментом отримано для полiолових ефiрних мастил, причому
воно покращується в ряду POE5–POE7–POE9 зi зростанням молярної маси. Це вказує
на перспективнiсть комiркових моделей iз багаточастинковим заповненням для опису
систем, утворених великими молекулами, що характерно для фiзики м’якої речовини
з обмеженими потенцiалами взаємодiї в системi. Показано також, що узагальнення
моделi шляхом введення залежного вiд фази й температури ефективного притягання
дає змогу описати потрiйну точку й вiдтворити широкий дiапазон значень вiдношення
температур критичної i потрiйної точок 𝑇c/𝑇tr, характерних для реальних плинiв.

К люч о в i с л о в а: комiркова модель плину, взаємодiя Кюрi–Вейса, експериментальнi
данi, критична точка, потрiйна точка.

1. Вступ
Однiєю з центральних проблем статистичної фiзи-
ки рiдин є встановлення зв’язку мiж мiкроскопi-
чними характеристиками мiжчастинкової взаємо-
дiї та макроскопiчними властивостями речовини.
Особливий iнтерес у цьому контекстi становлять
критичнi та потрiйнi точки, якi є характерними ре-
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перними точками фазової дiаграми. Експеримен-
тальнi значення температури, густини та тиску в
критичнiй точцi можуть бути використанi для ви-
значення мiкроскопiчних параметрiв теоретичної
моделi. Водночас характеристики потрiйної точки
мiстять додаткову iнформацiю про фазову пове-
дiнку системи за низьких температур i можуть бу-
ти використанi для аналiзу механiзмiв виникнення
трифазної рiвноваги.

Для опису фазових переходiв у рiдинах розро-
блено широкий спектр теоретичних пiдходiв – вiд
класичної теорiї Ван дер Ваальса до сучасних ме-
тодiв ренормалiзацiйної групи та комп’ютерного
моделювання [1–6]. У класичних книгах [7, 8] де-
тально проаналiзовано зв’язок мiж мiжчастинко-
вими взаємодiями, структурою рiдин та їх фазо-
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вою поведiнкою. Середньопольовi теорiї залиша-
ються важливим iнструментом дослiдження фа-
зових переходiв, оскiльки вони дають можливiсть
встановити основнi закономiрностi фазової пове-
дiнки та в багатьох випадках отримати аналiтичнi
результати. Водночас добре вiдомо, що такi тео-
рiї не враховують просторових кореляцiй густини
й критичних флуктуацiй, якi визначають унiвер-
сальнi властивостi реальних систем поблизу кри-
тичної точки [3, 7].

Попри значний прогрес у теорiї рiдин актуаль-
ною залишається проблема побудови й дослiдже-
ння моделей, якi поєднують аналiтичну розв’язу-
ванiсть, чiтку фiзичну iнтерпретацiю параметрiв
i можливiсть безпосереднього зiставлення з експе-
риментальними даними. До моделей такого типу
належить комiркова модель плину iз взаємодiєю
Кюрi–Вейса, яка використовується в цiй роботi.
Ця модель демонструє послiдовнiсть фазових пе-
реходiв першого роду й має аналiтичний розв’язок
[9–11]. Вплив мiкроскопiчних параметрiв – об’єму
комiрки 𝑣 та вiдношення констант взаємодiй 𝑓 –
на критичну поведiнку комiркової моделi Кюрi–
Вейса вивчався у працях [12, 13]. Було показано,
що приведенi координати критичної точки не за-
лежать вiд величини 𝑣, за винятком хiмiчного по-
тенцiалу. Водночас цi координати залежать вiд па-
раметра 𝑓 , який може розглядатися як їх ефектив-
ний регулювальний параметр. У роботах [14, 15]
для деяких спецiальних випадкiв моделi отрима-
но аналiтичнi результати. Нещодавно було про-
демонстровано, що введення до моделi ефектив-
них температурно-залежних притягальних взаємо-
дiй якiсно змiнює фазову поведiнку комiркової мо-
делi плину [16]. Ця модифiкацiя зберiгає точну
розв’язуванiсть моделi й водночас зумовлює появу
потрiйної точки на фазовiй дiаграмi. Комiркова
модель використовувалась нами й у дослiдженнях
[17–21], де мiжчастинкова взаємодiя описувалась
потенцiалом Морзе.

Важливим аспектом застосування моделi для
опису реальних речовин є кiлькiсне визначення
її мiкроскопiчних параметрiв за експерименталь-
ними даними. Такий пiдхiд дає змогу встановити
зв’язок мiж параметрами моделi та характеристи-
ками конкретних фiзичних систем.

Якщо визначення мiкроскопiчних параметрiв за
даними критичної точки дає можливiсть встано-
вити зв’язок мiж макроскопiчними критичними

характеристиками й параметрами моделi, то ана-
лiз потрiйної точки дає змогу дослiдити наслiд-
ки введення (врахування) температурної залежно-
стi притягальної взаємодiї для фазової дiаграми
системи.

Для дослiдження обрано дiоксид вуглецю, воду
й мастила на основi полiолових ефiрiв, якi суттєво
вiдрiзняються молярною масою, будовою молекул,
характером мiжмолекулярної взаємодiї та крити-
чними параметрами. Дiоксид вуглецю є простим
молекулярним плином iз вiдносно слабкими мiж-
молекулярними взаємодiями, вода – сильно асоцi-
йованою рiдиною з водневими зв’язками, тодi як
мастила на основi полiолових ефiрiв є органiчни-
ми рiдинами з iстотно бiльшою молярною масою
та складнiшою молекулярною будовою. Такий ви-
бiр дає змогу оцiнити можливостi запропоновано-
го пiдходу для визначення мiкроскопiчних пара-
метрiв моделi для широкого класу рiдин. Особливо
показовим є випадок води, яка має складну термо-
динамiчну поведiнку й характеризується низкою
аномальних властивостей i спецiальних темпера-
тур [22, 23]. Для всiх вибраних речовин є надiйнi
довiдковi данi щодо координат критичної точки,
необхiднi для визначення параметрiв моделi.

Розрахунки й порiвняння теоретичних та екс-
периментальних результатiв у цiй роботi викону-
ються для першої критичної точки моделi, яка
має найнижчу критичну температуру й iнтерпре-
тується як модельний аналог критичної точки
рiдина–пара. Така iнтерпретацiя надалi дає пiдста-
ви вважати першу фазу моделi газом, а другу гу-
стiшу фазу – рiдиною. Ми розглядаємо цю термi-
нологiю лише як класифiкацiю на основi густини,
не враховуючи структурних вiдмiнностей мiж фа-
зами, оскiльки середньопольова комiркова модель
плину iз взаємодiєю Кюрi–Вейса не описує локаль-
ного впорядкування.

Метою роботи є кiлькiсне визначення мiкроско-
пiчних параметрiв комiркової моделi Кюрi–Вейса
за експериментальними даними для критичних то-
чок реальних плинiв та оцiнка узгодженостi моде-
лi з цими даними. Особливу увагу придiлено кри-
тичному коефiцiєнту стисливостi як безрозмiрно-
му критерiю узгодженостi мiж модельними й екс-
периментальними координатами критичної точки.
Оскiльки базова модель не описує потрiйну точку,
додатково розглянуто її узагальнення iз залежною
вiд фази й температури притягальною взаємодiєю.
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Параметри базової моделi, визначенi за критичною
точкою, залишаються незмiнними. Для узагальне-
ної моделi дослiджено, як параметри температур-
ної залежностi ефективного притягання вплива-
ють на положення потрiйної точки та на вiдношен-
ня температур критичної i потрiйної точок 𝑇c/𝑇tr.

2. Комiркова модель плину

Як модель плину використовується вiдкрита си-
стема точкових частинок, яка розташована в обме-
женiй областi тривимiрного простору 𝒱 ⊂ R3 об’є-
мом 𝑉 = |𝒱|. Область 𝒱 умовно дiлиться на 𝑁𝑣

однакових кубiчних комiрок Δ𝑙, 𝑙 ∈ {1, ..., 𝑁𝑣},
якi не перетинаються. Кожна комiрка має об’єм
𝑣 = 𝑐3, де 𝑐 – її лiнiйний розмiр. Таким чином,
об’єм усiєї системи 𝑉 = 𝑣𝑁𝑣, i в термодинамiчнiй
границi, 𝑉 → ∞, 𝑁𝑣 → ∞, об’єм комiрки залишає-
ться сталим. Парний потенцiал взаємодiї Ψ𝑁𝑣

(r, r′)
мiж частинками з координатами r i r′ задається
виразом

Ψ𝑁𝑣
(r, r′) = − 𝐽1

𝑁𝑣
+ 𝐽2

𝑁𝑣∑︁
𝑙=1

𝐼Δ𝑙
(r)𝐼Δ𝑙

(r′). (1)

Перший член у (1) описує глобальне притягання,
що дiє мiж будь-якою парою частинок у систе-
мi, i характеризується константою зв’язку 𝐽1 > 0.
Множник 1/𝑁𝑣 у притягальнiй частинi потенцiа-
лу вiдповiдає стандартному масштабуванню Кю-
рi–Вейса й забезпечує екстенсивнiсть енергiї вза-
ємодiї в термодинамiчнiй границi. Другий член,
що характеризується константою 𝐽2 > 0, описує
локальне вiдштовхування мiж частинками, розта-
шованими в однiй комiрцi Δ𝑙. Взаємодiю, задану
рiвнянням (1), будемо називати взаємодiєю Кюрi–
Вейса [10, 11]. Iндикаторна функцiя 𝐼Δ𝑙

(r) визна-
чається як

𝐼Δ𝑙
(r) =

{︂
1, r ∈ Δ𝑙,

0, r /∈ Δ𝑙.
(2)

Потенцiал взаємодiї (1) задовольняє термодинамi-
чну умову стiйкостi Рюеля [24], якщо 𝐽2 ≥ 𝐽1 > 0,
причому 𝐽2/𝐽1 = 1 вiдповiдає межi областi термо-
динамiчної стiйкостi [15]. Зауважимо, що положе-
ння частинок у просторi залишаються неперервни-
ми, а подiл системи на комiрки використовується
лише для задання локальної частини взаємодiї.
Кiлькiсть частинок у кожнiй комiрцi не обмежу-
ється, тобто допускаються стани з багаточастин-
ковим заповненням комiрок.

Основними мiкроскопiчними параметрами, що
визначають взаємодiю та фазову поведiнку моде-
лi, є об’єм комiрки 𝑣 i константи зв’язку 𝐽1 i 𝐽2.
Величини 𝑣 i 𝐽1 є природними одиницями вимiрю-
вання об’єму та енергiї в моделi. У цьому випадку
для опису моделi зручно користуватися безрозмiр-
ними термодинамiчними величинами, якi в лiтера-
турi ще часто називаються приведеними:

𝑇 * = 𝑘B𝑇/𝐽1, 𝑃 * = 𝑃𝑣/𝐽1, 𝑛* = 𝑛𝑣, (3)

де 𝑇 * – приведена температура, 𝑃 * – приведений
тиск i 𝑛* – приведена числова густина (концен-
трацiя) частинок. Тут використанi стандартнi по-
значення для температури 𝑇 , тиску 𝑃 , числової
густини частинок 𝑛 = 𝑁/𝑉 i сталої Больцмана,
𝑘B = 1,380649 ·10−23 J ·K−1. Величина 𝑁 позначає
загальне число частинок у системi. Варто заува-
жити, що коли проводяться розрахунки для моделi
в межах формалiзму великого канонiчного ансам-
блю, то 𝑛 = ⟨𝑁⟩/𝑉 , де ⟨𝑁⟩ – середнє значення кiль-
костi частинок. Фазова поведiнка моделi в термi-
нах приведених термодинамiчних величин визна-
чається спiввiдношенням 𝑓 = 𝐽2/𝐽1 i не залежить
вiд абсолютного значення об’єму комiрки [25].

Використовувана модель має нескiнченну послi-
довнiсть критичних точок, кожна з яких визнача-
ється точкою в координатах температура–числова
густина–тиск [10, 11]. У цiй роботi ми зосереджу-
ємося на критичнiй точцi з найменшою густиною.
У межах застосування моделi до реальних плинiв
критичну точку з найменшою густиною будемо зi-
ставляти з критичною точкою рiдина–газ (рiдина–
пара). Вiдповiдно, фазу з меншою густиною iнтер-
претуємо як газову, а фазу з бiльшою густиною –
як рiдинну. Отже, критична точка моделi визнача-
ється трьома координатами (𝑇 *

c ; 𝑛*
c ; 𝑃 *

c ). Звични-
ми трьома величинами для визначення координат
критичної точки реальних речовин є температу-
ра 𝑇 , тиск 𝑃 , i масова густина 𝜌 = 𝑚/𝑉 , де 𝑚 –
маса всiєї системи. Спiввiдношення мiж числовою
густиною 𝑛 i масовою густиною 𝜌 має вигляд

𝑛 =
𝜌𝑁A

𝑀mol
, (4)

де 𝑁A = 6,02214076 ·1023 моль−1 – число Авогадро,
а 𝑀mol – молярна маса речовини. Критичнi значен-
ня розмiрних величин, (𝑇c; 𝜌c;𝑃c), рiзнi для кожної
речовини i визначаються експериментально.
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3. Порiвняння з експериментальними
даними для конкретних речовин

Зв’язок мiж комiрковою моделлю та конкретною
речовиною можна встановити шляхом узгоджен-
ня координат критичної точки. Для фiксованого
значення 𝑓 = 𝐽2/𝐽1 координати критичної точки
моделi в безрозмiрних величинах є вiдомими. Тодi
двi експериментальнi координати критичної точки
дають можливiсть визначити два розмiрнi параме-
три моделi 𝐽1 i 𝑣 для заданої речовини.

Наприклад, якщо вiдомi експериментальнi зна-
чення критичної температури 𝑇c й масової густини
𝜌c, а також вiдповiднi модельнi величини 𝑇 *

c i 𝑛*
c ,

то параметри 𝐽1 i 𝑣 визначаються з рiвнянь (3)
та (4):

𝐽1 =
𝑘B𝑇c

𝑇 *
c

, 𝑣 = 𝑣𝐷 ≡ 𝑀mol 𝑛
*
c

𝑁A𝜌c
. (5)

Пiсля визначення 𝐽1 i 𝑣 теоретичне значення кри-
тичного тиску розраховується за формулою

𝑃 (model)
c =

𝑃 *
c 𝐽1
𝑣𝐷

, (6)

i його можна порiвняти з вiдповiдним експеримен-
тальним значенням.

Аналогiчно можна використати iншу пару вели-
чин – критичну температуру та критичний тиск.
Якщо вiдомi експериментальнi значення 𝑇c i 𝑃c, а
також вiдповiднi модельнi величини 𝑇 *

c i 𝑃 *
c , то:

𝐽1 =
𝑘B𝑇c

𝑇 *
c

, 𝑣 = 𝑣𝑃 ≡ 𝑃 *
c

𝑃c

𝑘B𝑇c

𝑇 *
c

, (7)

а теоретичне значення критичної густини визнача-
ється як

𝜌(model)
c =

𝑀mol 𝑛
*
c

𝑁A𝑣𝑃
. (8)

Це значення, у свою чергу, можна порiвняти з екс-
периментальною критичною густиною.

Далi розглянемо обидва варiанти. Для розрiзне-
ння способiв визначення об’єму комiрки викори-
стовуватимемо позначення 𝑣𝐷 i 𝑣𝑃 . Умову (5) на-
далi називатимемо умовою узгодженостi густин, а
умову (7) – умовою узгодженостi тискiв. Зауважи-
мо, що для визначення двох розмiрних параметрiв
моделi 𝐽1 i 𝑣 можна використати й iншу пару екс-
периментальних термодинамiчних величин.

Порiвняння з експериментальними даними бу-
демо виконувати для двох однокомпонентних пли-
нiв – дiоксиду вуглецю (carbon dioxide, CO2) i
води (water, H2O), а також для мастил POE5
(C25H44O8), POE7 (C33H60O8) i POE9 (C41H76O8)
на основi полiолових ефiрiв (polyol ester lubri-
cants). Основна вiдмiннiсть мiж мастилами POE5,
POE7 i POE9 полягає в хiмiчному складi базового
ефiру та їхнiй кiнематичнiй в’язкостi. Чим вищий
номер мастила, тим бiльшою є його кiнематична
в’язкiсть за робочих температур. Хiмiчна вiдмiн-
нiсть мiж POE5, POE7 i POE9 полягає у структу-
рi молекул спиртiв i кислот, з яких синтезують цi
ефiри. Хоча всi вони є полiоловими ефiрами (ре-
акцiя багатоатомних спиртiв з жирними кислота-
ми), рiзниця в номерi визначається довжиною та
розгалуженiстю ланцюгiв. Чим вищий номер, тим
складнiша й важча молекула ефiру.

Використовуватимемо наявнi експериментальнi
данi щодо координат критичних точок рiдина-пара
CO2 [26,27] i H2O [28–31], а також довiдковi крити-
чнi параметри для POE5, POE7 i POE9 [32]. Кри-
тичнi й молекулярнi характеристики цих речовин
подано в табл. 1.

Отже, перейдемо до визначення мiкроскопiчних
параметрiв комiркової моделi плину iз взаємодiєю
Кюрi–Вейса на основi узгодженостi з експеримен-
тальними даними. Використовуючи умову узго-
дженостi густин (5), розрахуємо теоретичнi зна-
чення критичного тиску, а використовуючи умо-
ву узгодженостi тискiв (7) – теоретичнi значення
критичної густини. Проведемо також аналiз узго-
дженостi моделi з експериментальними даними в
критичних точках на основi коефiцiєнта стисливо-

Таблиця 1. Критичнi параметри, молярнi
маси й маси молекул дослiджуваних речовин

Величина CO2 H2O POE5 POE7 POE9

Критична темпера-
тура 𝑇c, К 304,1 647,1 890,0 940,0 970,0
Критична густина
𝜌c, кг/м3 467,6 322,0 262,8 241,0 220,3
Критичний тиск
𝑃c, ·106 Па 7,38 22,06 1,270 1,030 0,885
Молярна маса
𝑀mol, кг/моль 0,044 0,018 0,473 0,585 0,697
Маса молекули
𝑚0, ·10−26 кг 7,3 3,0 78,5 97,1 115,8
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стi й дослiдимо вплив параметра 𝑓 на вiдтворення
моделлю експериментального значення коефiцiєн-
та стисливостi. У завершальнiй частинi статтi про-
аналiзуємо потрiйну точку й сформулюємо основнi
висновки.

Спочатку розглянемо комiркову модель iз вза-
ємодiєю Кюрi–Вейса, коли параметр 𝑓 = 1,5. У
цьому випадку координати критичної точки моде-
лi такi [16]:

𝑇 *
c = 0,2513, 𝑛*

c = 0,5039, 𝑃 *
c = 0,04886. (9)

Таблиця 2. Мiкроскопiчнi параметри
комiркової моделi розрахованi для рiзних речовин.
Тут 𝑣𝐷 – значення об’єму комiрки розраховане
з (5), 𝑣𝑃 – значення об’єму комiрки розраховане
з (7). Числовi значення одержано для 𝑓 = 1,5

Речовина 𝐽1, ·10−20 Дж 𝑣𝑃 , Å3
𝑣𝐷, Å3

CO2 1,67 110,6 78,7
H2O 3,56 78,7 46,8
POE5 4,89 1881,2 1505,9
POE7 5,16 2449,9 2031,0
POE9 5,33 2942,3 2647,2

Таблиця 3. Значення тиску в критичнiй точцi.
Тут 𝑃c – експериментальнi данi, 𝑃

(model)
𝑐 – тиск,

розрахований з умови узгодженостi густин (5).
Обчислення проведенi для 𝑓 = 1,5

Речовина 𝑃c, ·106 Па 𝑃
(model)
𝑐 , ·106 Па 𝛿𝑃 , %

CO2 7,38 10,37 ∼29
H2O 22,06 37,14 ∼41
POE5 1,270 1,587 ∼20
POE7 1,030 1,242 ∼17
POE9 0,885 0,984 ∼10

Таблиця 4. Значення масової густини в критичнiй
точцi. Тут 𝜌𝑐 – експериментальнi данi, 𝜌

(model)
𝑐 –

густина, розрахована з умови узгодженостi тискiв
(7). Обчислення проведенi для 𝑓 = 1,5

Речовина 𝜌c, кгм−3 𝜌
(model)
𝑐 , кгм−3 𝛿𝐷, %

CO2 467,6 332,8 ∼40
H2O 322,0 191,3 ∼68
POE5 262,8 210,4 ∼25
POE7 241,0 199,8 ∼21
POE9 220,3 198,2 ∼11

Значення мiкроскопiчних параметрiв моделi 𝐽1 i
𝑣 для п’яти речовин з табл. 1, наведено в табл. 2.
Як бачимо з табл. 2, значення 𝑣, отриманi за умови
узгодженостi тискiв, завжди бiльшi, нiж вiдповiднi
значення, отриманi за умови узгодженостi густин,
𝑣𝑃 > 𝑣𝐷.

Тепер на основi отриманих значень мiкроскопi-
чних параметрiв, розрахуємо теоретичнi значення
тиску (6) за умови узгодженостi густин i теоре-
тичне значення критичної густини (8) за умови
узгодженостi тискiв. Результати наведено в табл. 3
i 4 вiдповiдно. Для кiлькiсної оцiнки розбiжностей
мiж експериментальними й теоретичними резуль-
татами ми використали вiдносне вiдхилення:

𝛿𝑃 =
|𝑃c − 𝑃

(model)
c |

𝑃
(model)
c

· 100%, (10)

для тиску в табл. 3, i

𝛿𝐷 =
𝜌c − 𝜌

(model)
c

𝜌
(model)
c

· 100% (11)

для густини в табл. 4.
Вибiр об’єму комiрки. Iз спiввiдношень (5)–(8)

випливає зв’язок мiж двома способами визначення
об’єму комiрки:

𝑣𝑃
𝑣𝐷

=
𝑃

(model)
c

𝑃c
=

𝜌c

𝜌
(model)
c

. (12)

У подальших розрахунках використовуватимемо

𝑣 = 𝑣𝐷, (13)

тобто значення об’єму комiрки, визначене з умови
узгодження критичної густини. За такого вибору
критична температура i критична густина вiдтво-
рюються точно за побудовою, тодi як критичний
тиск є незалежним передбаченням моделi.

3.1. Залежнiсть узгодження критичних
значень тиску вiд параметра 𝑓

У табл. 5 наведено порiвняння критичного тиску
для дослiджуваних речовин iз теоретично розра-
хованим значенням (6) з рiзними значеннями па-
раметра 𝑓 , а саме: 𝑓 = 1,0, що вiдповiдає термоди-
намiчнiй межi стiйкостi моделi [14, 15], 𝑓 = 2,0,
i 𝑓 = 10,0. Аналогiчнi результати для випадку
𝑓 = 1,5 наведено в табл. 3.
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Таблиця 5. Порiвняння розрахованого та експериментального критичних
тискiв для вибраних речовин. Обчислення проведенi для рiзних значень параметра 𝑓

Речовина 𝑃c, ·106 Па
𝑓 = 1,0 𝑓 = 2,0 𝑓 = 10,0

𝑃
(model)
𝑐 , ·106 Па 𝛿𝑃 , % 𝑃

(model)
𝑐 , ·106 Па 𝛿𝑃 , % 𝑃

(model)
𝑐 , ·106 Па 𝛿𝑃 , %

CO2 7,38 10,27 ∼28 10,38 ∼29 10,38 ∼29
H2O 22,06 36,80 ∼40 37,17 ∼41 37,18 ∼41
POE5 1,270 1,572 ∼19 1,588 ∼20 1,588 ∼20
POE7 1,030 1,231 ∼16 1,244 ∼17 1,244 ∼17
POE9 0,885 0,975 ∼9 0,985 ∼10 0,985 ∼10

Вибiр значення параметра 𝑓 . Згiдно з даними
табл. 5, величина вiдхилення розрахованого кри-
тичного тиску вiд експериментального для кожної
iз речовин змiнюється незначно (приблизно на 1%)
зi змiною 𝑓 вiд 1 до 10. Коли 𝑓 = 1,5, це вiдхиле-
ння таке ж, як i з бiльшими 𝑓 (див. табл. 5 i 3).
Подальшi розрахунки виконуватимемо для пара-
метра 𝑓 = 1,5. Таке саме значення 𝑓 було вико-
ристано у працi [16], присвяченiй опису потрiй-
ної точки в моделi з ефективним температурно-
залежним притяганням.

Як свiдчать данi табл. 3 та 5, для розгляну-
тих речовин вiдхилення модельного критичного
тиску вiд експериментального послiдовно зменшу-
ється в ряду H2O–CO2–POE5–POE7–POE9, тобто
зi зростанням молярної маси. Найкраще узгодже-
ння отримано для POE9, а найбiльше вiдхилення –
для H2O. Така тенденцiя може вказувати на бiль-
шу придатнiсть середньопольового опису для си-
стем, утворених великими молекулами. Водночас
значне вiдхилення для води може бути пов’язане зi
специфiчним характером її мiжмолекулярних вза-
ємодiй, зокрема водневими зв’язками й просторо-
вими кореляцiями, якi не враховуються в цiй сере-
дньопольовiй моделi.

3.2. Деякi додатковi
мiкроскопiчнi величини моделi

У межах комiркової моделi плину iз взаємодiєю
Кюрi–Вейса й великого канонiчного ансамблю [25],
виникає кiлька додаткових величин i вiдповiд-
них позначень. Вони можуть бути вираженi че-
рез основнi мiкроскопiчнi параметри 𝐽1, 𝑣 i вiд-
ношення 𝑓 . Цими величинами є константа зв’яз-
ку вiдштовхувальної взаємодiї, 𝐽2 = 𝑓𝐽1, лiнiй-
ний розмiр комiрки, 𝑐 = 𝑣1/3, числова густина

Таблиця 6. Порiвняльнi данi розрахованих
мiкроскопiчних величин моделi для п’яти речовин
(CO2, H2O, POE5, POE7, POE9)

Величина CO2 H2O POE5 POE7 POE9

𝐽1, ·10−20 Дж 1,67 3,56 4,89 5,16 5,33
𝐽2, ·10−20 Дж 2,51 5,33 7,33 7,75 7,99
𝑣, Å3 78,7 46,8 1505,9 2031,0 2647,2
𝑐, Å 4,3 3,6 11,5 12,7 13,8
𝑛c, ·10−3 Å−3 6,4 10,8 0,33 0,25 0,19
Λ𝐽 , Å 0,076 0,081 0,013 0,012 0,011
Λ, Å 0,151 0,161 0,027 0,024 0,021
𝑣*, ·109 0,00018 0,000088 0,61 1,2 2,2
𝑛c𝑣 ≈0,5 ≈0,5 ≈0,5 ≈0,5 ≈0,5

частинок у критичнiй точцi, 𝑛c = 𝜌c𝑁A/𝑀mol,
довжина теплової хвилi де Бройля в критичнiй
точцi, Λc = (2𝜋~2/(𝑚0𝑘B𝑇c))

1/2, а також Λ𝐽 =
= (2𝜋~2/(𝑚0𝐽1))

1/2, де 𝑚0 – це маса однiєї моле-
кули. Ще однiєю величиною, яка виникає пiд час
розрахункiв [25], є вiдношення об’єму комiрки до
величини Λ3

𝐽 , 𝑣* = 𝑣/Λ3
𝐽 . Усi цi величини наведено

в табл. 6 для п’яти дослiджуваних речовин.
Результати розрахункiв констант глобального

притягання 𝐽1 i локального вiдштовхування 𝐽2 для
п’яти речовин (CO2, H2O, POE5, POE7, POE9)
показують, що їхнi значення зростають зi збiль-
шенням температури критичної точки. Послiдовне
зростання значень 𝐽1 i 𝐽2 для мастил на основi по-
лiолових ефiрiв вiдбувається iз збiльшенням їхньої
молярної маси.

Об’єм комiрки 𝑣 для малих молекул (H2O, CO2)
має порядок 50–80 Å

3
, тодi як для полiолових

ефiрних мастил POE5, POE7 i POE9 вiн становить
тисячi Å

3
. Модельне значення 𝑣 для води є наймен-
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шим. Лiнiйний розмiр комiрки 𝑐 = (𝜌*c/𝑛c)
1/3 ≈

≈ (0,5/𝑛c)
1/3 має порядок мiжмолекулярної вiд-

станi: для речовин CO2 i H2O вiн становить кiль-
ка ангстрем, а для POE5, POE7 i POE9 – кiлька
нанометрiв.

Критична числова густина 𝑛c – це кiлькiсть ча-
стинок (молекул) в одиницi об’єму в критичнiй то-
чцi. Речовина H2O має найбiльшу критичну густи-
ну, CO2 – середню густину. Густини 𝑛c для POE5,
POE7 i POE9 на два порядки меншi, нiж для H2O.

Безрозмiрний об’єм 𝑣* = 𝑣/Λ3
𝐽 характеризує

спiввiдношення мiж об’ємами 𝑣 i Λ3
𝐽 . Коли 𝑣* ≫ 1,

квантовими ефектами можна знехтувати, i систе-
ма добре описуватиметься класичною статисти-
чною фiзикою. Для CO2 i H2O отримано 𝑣* ∼ 105,
а для POE5, POE7 i POE9 – 𝑣* ∼ 109. Таким чи-
ном, для всiх дослiджуваних речовин реалiзується
класичний режим, причому для мастил вiн вира-
жений значно сильнiше.

4. Критичний коефiцiєнт
стисливостi як критерiй узгодженостi
моделi з експериментом

Критичний коефiцiєнт стисливостi є безрозмiрною
характеристикою критичної точки й визначається
спiввiдношенням

𝑍c =
𝑃c

𝑛c𝑘B𝑇c
. (14)

Величина 𝑍c дорiвнює вiдношенню фактичного
критичного тиску до тиску iдеального газу за тих
самих температури 𝑇c i числової густини 𝑛c. Ви-
користовуючи спiввiдношення (4) мiж числовою
та масовою густиною, експериментальне значення
для 𝑍c можна розрахувати за формулою

𝑍(exp)
c =

𝑃c𝑀mol

𝜌c𝑁A𝑘B𝑇c
. (15)

Таблиця 7. Порiвняння значень критичного
коефiцiєнта стисливостi для дослiджуваних
речовин. Тут 𝑍

(exp)
c = 𝑃c/(𝑛c𝑘B𝑇c),

𝑍
(model)
c = 𝑃 *

c /(𝑛*
c𝑇

*
c )

Речовина 𝑍
(exp)
c 𝑍

(model)
c 𝛿𝑍 , %

CO2 0,275 0,386 ∼29
H2O 0,229 0,386 ∼41
POE5 0,309 0,386 ∼20
POE7 0,320 0,386 ∼17
POE9 0,347 0,386 ∼10

Для комiркової моделi вiдповiдна величина вира-
жається лише через приведенi координати крити-
чної точки:

𝑍(model)
𝑐 =

𝑃 *
c

𝑛*
c𝑇

*
c

. (16)

Таким чином, з фiксованим 𝑓 = 𝐽2/𝐽1 величина
𝑍

(model)
c не залежить вiд масштабних параметрiв

𝐽1 i 𝑣 i є однаковою для всiх речовин, з якими зi-
ставляється модель. Коли 𝑓 = 1,5, використовую-
чи значення (9), одержуємо

𝑍(model)
c ≃ 0,386. (17)

Критичний коефiцiєнт стисливостi має безпосере-
днiй зв’язок iз двома способами визначення об’єму
комiрки, розглянутими в роздiлi 3. Iз (5), (7), (15)
i (16) випливає:

𝑣𝑃
𝑣𝐷

=
𝑍

(model)
c

𝑍
(exp)
c

. (18)

За умови узгодження густин, 𝑣 == 𝑣𝐷, критичнi
температура та густина вiдтворюються точно. Тодi
для цього вибору

𝑃
(model)
c

𝑃c
=

𝑍
(model)
c

𝑍
(exp)
c

, (19)

тобто розбiжнiсть критичного тиску, розглянута
в роздiлi 3, безпосередньо визначає розбiжнiсть
критичних коефiцiєнтiв стисливостi. У цьому сенсi
аналiз 𝑍c не є незалежною додатковою перевiркою,
а дає безрозмiрне формулювання умови узгодже-
ностi трьох координат критичної точки.

Результати порiвняння експериментальних зна-
чень критичного коефiцiєнта стисливостi для п’я-
ти розглянутих речовин iз вiдповiдним модель-
ним значенням наведено в табл. 7. Для кiль-
кiсної оцiнки розбiжностi мiж експерименталь-
ним i модельним значеннями використано вiдносне
вiдхилення

𝛿𝑍 =
|𝑍(exp)

c − 𝑍
(model)
c |

𝑍
(model)
c

· 100%. (20)

Для розглянутих речовин експериментальнi зна-
чення становлять 𝑍

(exp)
c = 0,229–0,347, тодi як з
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𝑓 = 1,5 модель дає 𝑍
(model)
c ≃ 0,386. Як видно з

табл. 7, для всiх п’яти речовин

𝑍(model)
c > 𝑍(exp)

c , (21)

що вiдповiдає систематичному завищенню крити-
чного тиску, коли 𝑣 = 𝑣𝐷. Для багатьох про-
стих молекулярних плинiв характернi значення
𝑍c лежать в iнтервалi 0,23–0,30 [7, табл. 5.1].
Для розглянутих полiолових ефiрiв значення
𝑍

(exp)
c є вищими i наближаються до модельного

значення.
Постає питання, чи можна усунути цю розбi-

жнiсть шляхом змiни параметра 𝑓 = 𝐽2/𝐽1. Ре-
зультати розрахунку критичних координат для рi-
зних 𝑓 наведено в табл. 8. У термодинамiчно стiй-
кiй областi 𝑓 ≥ 1 модельний коефiцiєнт стисливо-
стi змiнюється лише у вузькому iнтервалi

0,382373 ≤ 𝑍(model)
c (𝑓) ≤ 0,386294. (22)

Отже, навiть мiнiмальне модельне значення, яке
досягається поблизу 𝑓 = 1, перевищує 𝑍

(exp)
c для

всiх розглянутих речовин. Тому жодне фiзично
допустиме значення 𝑓 ≥ 1 не дає можливостi ви-
конати умову 𝑍

(model)
c = 𝑍

(exp)
c .

Зi збiльшенням 𝑓 критична температура 𝑇 *
c i

критична числова густина 𝑛*
c дещо зменшуються,

тодi як 𝑍
(model)
c слабко зростає i швидко насичу-

ється. У граничному випадку 𝑓 → ∞ одержуємо
𝑇 *
c → 1/4, 𝑛*

c → 1/2, а критичний коефiцiєнт сти-
сливостi прямує до точного значення

𝑍(model)
c (𝑓 → ∞) = 2 ln 2− 1 ≃ 0,386294. (23)

Граничний випадок 𝑓 ≫ 1 вiдповiдає сильному
локальному вiдштовхуванню, яке пригнiчує стани
з багаточастинковим заповненням комiрок; у цьо-
му випадку поведiнка моделi переходить до по-
ведiнки класичного ґраткового газу [15]. Цiкаво
зазначити, що значення 𝑍c = 0,386 також було
одержано в роботi [33] для класичного ґратково-
го газу в середньопольовому наближеннi, а для
класичної моделi Ван дер Ваальса 𝑍vdW

c = 3
8 =

= 0,375 [7].
Отже, критичний коефiцiєнт стисливостi вказує

на структурне обмеження моделi: змiною спiввiд-
ношення локального вiдштовхування й глобально-
го притягання 𝑓 неможливо одночасно узгодити

експериментальнi значення 𝑇c, 𝜌c i 𝑃c. Для вибра-
ного набору речовин узгодження послiдовно по-
кращується вiд H2O до POE9, оскiльки вiдповiднi
експериментальнi значення 𝑍

(exp)
c наближаються

до майже незалежного вiд 𝑓 модельного значення
𝑍

(model)
c ≃ 0,386. Особливий iнтерес становить тен-

денцiя, простежувана в ряду POE5–POE7–POE9,
однак для встановлення її загального зв’язку з
розмiром молекул або їхньою молярною масою не-
обхiдно провести порiвняння з ширшим набором
речовин.

5. Потрiйна точка
та спiввiдношення мiж температурами
критичної i потрiйної точок

Для дослiджуваних речовин поряд iз критични-
ми характеристиками вiдомi також данi щодо ко-
ординат потрiйних точок. У потрiйнiй точцi три
фази речовини можуть перебувати в рiвновазi за
тих самих значень температури й тиску, але за рi-
зних густин. Параметри потрiйних точок CO2 [26],

Таблиця 8. Координати критичної точки
й критичний коефiцiєнт стисливостi 𝑍

(model)
c

для рiзних значень параметра 𝑓 . Значення
експериментального критичного коефiцiєнта
стисливостi 𝑍

(exp)
c рiвнi 0,275, 0,229, 0,309,

0,320, 0,347 для CO2, H2O, POE5,
POE7, POE9 вiдповiдно

𝑓 𝑇 *
c 𝑛*

c 𝑃 *
c 𝑍

(model)
c

1,0 0,261408 0,535499 0,0535261 0,382373
1,00001 0,261408 0,535498 0,0535258 0,382373
1,0001 0,261403 0,535482 0,0535234 0,382375
1,001 0,261353 0,535321 0,0534998 0,382393
1,01 0,260870 0,533762 0,0532703 0,382573
1,05 0,258989 0,527745 0,0523838 0,383258
1,1 0,257135 0,521888 0,0515199 0,383916
1,2 0,254567 0,513896 0,0503397 0,384799
1,3 0,252967 0,508981 0,0496136 0,385333
1,5 0,251285 0,503869 0,0488583 0,385883
1,7 0,250567 0,501703 0,0485384 0,386114
2,0 0,250169 0,500507 0,0483616 0,386241
2,5 0,250023 0,500068 0,0482969 0,386287
3,0 0,250003 0,500009 0,0482882 0,386293
3,5 0,250000 0,500001 0,0482870 0,386294
4,0 0,250000 0,500000 0,0482868 0,386294
5,0 0,250000 0,500000 0,0482868 0,386294
7,0 0,250000 0,500000 0,0482868 0,386294

10,0 0,250000 0,500000 0,0482868 0,386294
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Таблиця 9. Довiдковi данi щодо координат потрiйних
точок дослiджуваних речовин, а також значення вiдношення 𝑇c/𝑇tr

Величина CO2 H2O POE5 POE7 POE9

Температура 𝑇tr, К 216,592 273,16 250,0 250,0 250,0
Густина рiдини 𝜌𝑙tr, кг/м3 1178,53 999,793 1053,9 1011,8 989,8
Тиск 𝑃tr, Па 0,51795 · 106 611,657 1,0 · 10−12 1,0 · 10−12 1,0 · 10−12

𝑇c/𝑇tr 1,40 2,37 3,56 3,76 3,88

H2O [34] та POE5, POE7, POE9 [32], а також вiдно-
шення 𝑇c/𝑇tr наведено в табл. 9. Щодо густини тут
наведено лише значення для рiдинної фази, вiдпо-
вiдних значень для газової й твердої фаз не наве-
дено. Слiд зазначити, що в роботi [26] для CO2 i в
роботi [34] для H2O температуру й тиск у потрiй-
нiй точцi визначено за експериментальними дани-
ми, тодi як густину рiдини у потрiйнiй точцi розра-
ховано з використанням рiвнянь стану. У NISTIR
8263 [32] критичнi величини 𝑇c, 𝜌c, 𝑃c для POE5,
POE7, POE9 (табл. 1) визначаються шляхом опти-
мiзацiї параметрiв рiвняння стану на основi експе-
риментальних даних. Температура 𝑇tr = 250,0K
i тиск 𝑃tr = 1,0 · 10−12 Па у потрiйнiй точцi для
цих мастил (табл. 9) не є експериментально визна-
ченими величинами, а використовуються як умов-
нi опорнi параметри рiвняння стану. Натомiсть гу-

Рис. 1. Фазова дiаграма комiркової моделi плину з
температурно-залежним притяганням. Синi, зеленi та фi-
олетовi кривi – лiнiї фазового переходу першого роду мiж
фазами. Лiнiя спiвiснування фаз I–II показана синiм кольо-
ром, лiнiя спiвiснування фаз II–III – зеленим, а лiнiя I–III –
фiолетовим. У високотемпературнiй областi синя та зелена
кривi закiнчуються в критичних точках, позначених кру-
жечками. Червоний кружечок позначає потрiйну точку

стина рiдини 𝜌𝑙tr з цими значеннями температури
й тиску обчислюється за побудованим рiвнянням
стану для кожного мастила окремо.

Особливий iнтерес становить вiдношення кри-
тичної температури 𝑇c до температури потрiйної
точки 𝑇tr

𝑅𝑇 =
𝑇c

𝑇tr
=

𝑇 *
c

𝑇 *
tr

, (24)

яке iстотно вiдрiзняється для рiзних речовин. Ви-
користаємо результати роботи [16] для демонстра-
цiї можливостi вiдтворити рiзнi значення цiєї ве-
личини в межах комiркової моделi.

У роботi [16] виконано модифiкацiю комiрко-
вої моделi плину iз взаємодiєю типу Кюрi–Вейса
шляхом введення ефективного температурно-
залежного потенцiалу притягання. Це дало змогу
отримати якiсно нову фазову дiаграму узагальне-
ної моделi, що мiстить, крiм критичної точки, по-
трiйну точку.

Параметри 𝐽1 i 𝑣 комiркової моделi Кюрi–Вейса
було визначено в роздiлi 3 на основi експеримен-
тальних даних для критичних точок дослiджува-
них речовин. Надалi цi параметри вважаються фi-
ксованими i не перевизначаються за даними по-
трiйної точки.

На вiдмiну вiд базової комiркової моделi з тем-
пературно-незалежною притягальною взаємодiєю,
узагальнена модель Кюрi–Вейса враховує рiзну
температурну поведiнку ефективного притягання
в рiзних фазах [16]. Саме ця особливiсть призво-
дить до появи на фазовiй дiаграмi потрiйної точки
(див. рис. 1, взятий iз [16]). У роботi [16] рiзнi фа-
зи, якi виникають у межах статистико-механiчного
опису моделi, позначались як фаза I, фаза II, фа-
за III тощо. Цi фази характеризуються рiзними iн-
тервалами значень густини. За температур, ниж-
чих за критичну, мiж кожною парою послiдовних
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Таблиця 10. Розрахованi координати потрiйної точки
та вiдношення 𝑅𝑇 = 𝑇c/𝑇tr для рiзних наборiв параметрiв (𝛼I; 𝛼II; 𝛼III).
Для дослiджуваного випадку 𝑓 = 1,5 значення критичної температури 𝑇 *

c = 0,2513

(𝛼I; 𝛼II; 𝛼III) 𝑇 *
tr 𝑛*I

tr 𝑛*II
tr 𝑛*III

tr 𝑃 *
tr, ·10−4 𝑇c/𝑇tr

(0; 0,1; 0,20) 0,055950 0,000031 0,999969 1,999969 0,01729048 4,49
(0; 0,1; 0,21) 0,060762 0,000076 0,999924 1,999924 0,04624063 4,14
(0; 0,1; 0,22) 0,065385 0,000159 0,999841 1,999841 0,1038403 3,84
(0; 0,1; 0,23) 0,069824 0,000293 0,999708 1,999708 0,2041818 3,60
(0; 0,1; 0,24) 0,074081 0,000491 0,999511 1,999511 0,3622711 3,39
(0; 0,1; 0,26) 0,082081 0,001114 0,998890 1,998890 0,9083030 3,06
(0; 0,1; 0,28) 0,089442 0,002076 0,997932 1,997925 1,836964 2,81
(0; 0,1; 0,30) 0,096223 0,003386 0,996627 1,996606 3,206628 2,61
(0; 0,1; 0,32) 0,102482 0,005028 0,994993 1,994944 5,039182 2,45
(0; 0,1; 0,34) 0,108270 0,006968 0,993062 1,992965 7,327698 2,32

фаз можуть вiдбуватися фазовi переходи першого
роду, якi характеризуються стрибкоподiбною змi-
ною густини. Фаза I має найменшу густину, фаза
II – дещо бiльшу, фаза III – ще бiльшу, i так далi.
У цьому роздiлi ми обмежимося лише цими пер-
шими трьома фазами. За феноменологiчною ана-
логiєю з однокомпонентними речовинами фази I,
II i III можна iнтерпретувати як аналоги газової,
рiдинної та високогустинної фаз вiдповiдно. Iден-
тифiкацiя фази III iз твердою фазою має умовний
характер, оскiльки модель не мiстить параметра
порядку, що описує кристалiчну структуру.

Кожнiй iз трьох фаз 𝜋 = I, II, III вiдповiдає
власна температурна залежнiсть ефективної при-
тягальної взаємодiї:

𝐽𝜋(𝑇
*) = 𝐽1𝜙𝜋(𝑇

*),

𝜙𝜋(𝑇
*) =

⎧⎨⎩
(︁
𝑇*

𝑇*
c

)︁−𝛼𝜋

, 𝑇 * < 𝑇 *
c ,

1, 𝑇 * ≥ 𝑇 *
c .

(25)

У потрiйнiй точцi з температурою 𝑇 * = 𝑇 *
tr всi три

фази спiвiснують у станi термодинамiчної рiвнова-
ги. Це означає, що коли 𝑇 = 𝑇tr, три фази I, II i
III мають однаковi значення хiмiчного потенцiалу
й тиску. Вiдповiдно, три лiнiї фазового спiвiснува-
ння I–II, II–III i I–III перетинаються в однiй точцi
(𝑇tr, 𝑃tr). Координати потрiйної точки узагальне-
ної моделi визначаються вибором параметрiв 𝛼I,
𝛼II i 𝛼III. Для фази I вибираємо 𝛼I = 0, тому ефе-
ктивне притягання не залежить вiд температури.
Для фаз II i III використовуємо додатнi значення
для 𝛼II i 𝛼III, причому 𝛼III > 𝛼II. Зi зниженням
температури ефективна притягальна взаємодiя у

фазах II i III посилюється, а у фазi III це поси-
лення вiдбувається швидше, нiж у фазi II. Фазова
дiаграма на рис. 1 вiдображає температурний iн-
тервал вiд надкритичної областi 𝑇 * > 𝑇 *

c до най-
нижчого значення температури, що задовольняє
умову стiйкостi 𝐽2 > 𝐽𝜋(𝑇

*). Нижче цього темпе-
ратурного порогу притягальна взаємодiя починає
переважати над вiдштовхувальною, унаслiдок чо-
го iнтеграл у виразi для великої статистичної суми
стає розбiжним. Параметри критичних точок на
рис. 1 збiгаються з вiдповiдними параметрами для
комiркової моделi плину з постiйними взаємодiя-
ми. Це узгоджується з припущенням щодо 𝐽𝜋(𝑇

*):
пiсля досягнення критичного значення 𝑇 *

c функцiя
𝐽𝜋(𝑇

*) стає постiйною для всiх 𝑇 * ≥ 𝑇 *
c [16].

Змiнюючи параметри 𝛼I, 𝛼II i 𝛼III, можна отри-
мувати рiзнi значення вiдношення 𝑅𝑇 = 𝑇c/𝑇tr,
включно зi значеннями, характерними для реаль-
них речовин. Для iлюстрацiї цiєї можливостi бу-
ло розглянуто кiлька значень параметра 𝛼III з фi-
ксованими 𝛼I i 𝛼II. Для кожного набору (𝛼I, 𝛼II,
𝛼III) визначено координати потрiйної точки 𝑇 *

tr,
𝑛*I
tr , 𝑛*II

tr , 𝑛*III
tr , 𝑃 *

tr, а також обчислено вiдношення
𝑅𝑇 (24). Отриманi результати подано в табл. 10.

Данi табл. 10 свiдчать, що координати потрiй-
ної точки й вiдношення 𝑇c/𝑇tr є чутливими до
вибору параметрiв, якi задають температурну за-
лежнiсть притягальної взаємодiї. Для розгляну-
тих наборiв параметрiв змiна 𝛼III з фiксовани-
ми 𝛼I i 𝛼II зумовлює суттєву змiну вiдношення
𝑇c/𝑇tr. Можна стверджувати, що модифiкацiя мо-
делi дає можливiсть за допомогою додаткового па-
раметра, 𝛼III, вiдтворити значення 𝑅𝑇 у широ-
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кому дiапазонi можливих експериментальних зна-
чень. Зокрема, коли 𝛼I = 0, 𝛼II = 0,1, значення
0,21 < 𝛼III < 0,24 добре охоплюють дiапазон зна-
чень 3,56 ≤ 𝑅𝑇 ≤ 3,88 для розглянутих мастил
POE5, POE7, POE9 (табл. 9). Водночас значення
𝛼III з iнтервалу 0,32 < 𝛼III < 0,34 вiдтворюють
результати для води.

Зазначимо, що наведений аналiз потрiйної точки
має iлюстративний характер. На вiдмiну вiд кри-
тичної точки, положення потрiйної точки не є не-
залежним передбаченням моделi пiсля визначення
параметрiв 𝐽1 i 𝑣, оскiльки воно залежить вiд дода-
ткових параметрiв 𝛼I, 𝛼II i 𝛼III, якi задають темпе-
ратурну залежнiсть ефективного притягання. Ме-
та цього аналiзу – показати, що узагальнена мо-
дель дає можливiсть варiювати вiдношення 𝑇c/𝑇tr

у широкому дiапазонi, який охоплює значення, ха-
рактернi для реальних однокомпонентних плинiв.
Для H2O i CO2 порiвняння виконується з фiзични-
ми потрiйними точками, тодi як для POE5, POE7
i POE9 наведенi значення 𝑇tr є опорними параме-
трами вiдповiдних рiвнянь стану [32].

6. Висновки

У цiй роботi дослiджено можливiсть кiлькiсно-
го зiставлення комiркової моделi плину iз взаємо-
дiєю Кюрi–Вейса з експериментальними крити-
чними параметрами реальних плинiв. Дослiджен-
ня проведено для H2O, CO2 i трьох мастил на осно-
вi полiолових ефiрiв – POE5 (C25H44O8), POE7
(C33H60O8) i POE9 (C41H76O8).

Показано, що мiкроскопiчнi параметри моделi
можна визначити за експериментальними коорди-
натами критичної точки. З використанням крити-
чної температури 𝑇c i критичної густини 𝜌c кон-
станта глобального притягання 𝐽1 i об’єм комiр-
ки 𝑣 визначаються однозначно, а критичний тиск
є незалежним передбаченням моделi. Для дослi-
джуваних речовин вiдхилення розрахованого кри-
тичного тиску вiд експериментального становить
приблизно 10–41%.

Встановлено також, що змiна вiдношення кон-
стант локального вiдштовхування та глобально-
го притягання 𝑓 = 𝐽2/𝐽1 у широкому iнтервалi
1 ≤ 𝑓 ≤ 10 лише слабко впливає на розрахова-
ний критичний тиск. Вiдповiдно, вiдхилення вiд
експериментального 𝑃c не можна усунути простим
вибором параметра 𝑓 .

Узгодженiсть трьох координат критичної то-
чки природно характеризується критичним кое-
фiцiєнтом стисливостi 𝑍c. Для 𝑓 ≥ 1 модель дає
𝑍

(model)
c ≃ 0,382–0,386, а в граничному випадку

𝑓 → ∞ одержуємо точну границю 𝑍
(model)
c =

= 2 ln 2− 1 ≃ 0,386. Цi значення є близькими до
результату Ван дер Ваальса 𝑍c = 3/8 i середньопо-
льового результату для класичного ґраткового га-
зу 𝑍c = 0,386 [33] i систематично перевищують екс-
периментальнi значення для дослiджуваних речо-
вин. Оскiльки за узгодження з 𝑇c i 𝜌c виконується
𝑃

(model)
c /𝑃c = 𝑍

(model)
c /𝑍

(exp)
c , ця розбiжнiсть без-

посередньо зумовлює завищення модельного кри-
тичного тиску. Змiна параметра 𝑓 не дає можли-
востi усунути цю розбiжнiсть.

Найкраще кiлькiсне узгодження критичного ти-
ску й коефiцiєнта стисливостi спостерiгається для
полiолових ефiрних мастил, причому воно послi-
довно покращується в ряду POE5–POE7–POE9,
тодi як найбiльшi вiдхилення отримано для во-
ди. Для вибраного набору речовин це вказує на
тенденцiю до кращого узгодження моделi iз си-
стемами, утвореними великими молекулами. Ця
тенденцiя становить особливий iнтерес з огляду
на можливiсть заповнення комiрок кiлькома ча-
стинками й перспективи застосування моделi до
систем фiзики м’якої речовини та систем з обме-
женими потенцiалами взаємодiї. Для встановлен-
ня загального зв’язку мiж якiстю опису й розмiром
молекул необхiдне порiвняння з ширшим набором
речовин.

Нарештi, на основi визначених за критичною
точкою мiкроскопiчних параметрiв 𝐽1 i 𝑣 й уза-
гальнення моделi на випадок з ефективним при-
тяганням, залежним вiд фази й температури,
дослiджено можливiсть опису потрiйної точки. По-
казано, що змiна параметрiв температурної зале-
жностi притягання дає змогу варiювати положе-
ння потрiйної точки й вiдтворювати широкий дiа-
пазон значень вiдношення 𝑇c/𝑇tr, характерних для
дослiджених реальних плинiв. Параметри 𝐽1 i 𝑣,
визначенi за характеристиками критичної точки,
не перевизначаються.

Отриманi результати показують як можливо-
стi, так i обмеження комiркової моделi Кюрi–
Вейса для опису реальних плинiв. Модель забез-
печує простий зв’язок мiж мiкроскопiчними па-
раметрами й експериментальними координатами
критичної точки й пiсля введення температурно-
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залежного ефективного притягання може бути
поширена на область потрiйної точки. Водночас
систематичне завищення критичного коефiцiєн-
та стисливостi узгоджується iз середньопольовим
характером моделi та вказує на необхiднiсть її
подальшого розвитку для точнiшого кiлькiсного
опису реальних плинiв.

Роботу виконано за пiдтримки Нацiонально-
го фонду дослiджень України в рамках проєкту
№2023.03/0201.

Автори глибоко вдячнi всiм воїнам Збройних
Сил України, живим i загиблим, за те, що зро-
били це дослiдження можливим.

1. D.C. Johnston. Advances in Thermodynamics of the van
der Waals Fluid (Morgan & Claypool Publishers, 2014)
[ISBN: 978-1-627-05532-1].

2. N. Goldenfeld. Lectures on Phase Transitions and
the Renormalization Group (Taylor & Francis Group,
2018).

3. M.E. Fisher. Renormalization group theory: Its basis and
formulation in statistical physics. Rev. Mod. Phys. 70, 653
(1998).

4. D. Frenkel, B. Smit. Understanding Molecular Simulation:
From Algorithms to Applications, 3rd ed. (Academic Press,
2023) [ISBN: 9780323902922].

5. M.P. Allen, D.J. Tildesley. Computer Simulation of Li-
quids, 2nd ed. (Oxford University Press, 2017) [ISBN:
9780198803195].

6. K. Binder, D.W. Heermann. Monte Carlo Simulation in
Statistical Physics: An Introduction, 6th ed. (Springer,
2019) [ISBN: 978-3-030-10758-1].

7. E.H. Stanley. Introduction to Phase Transitions and Criti-
cal Phenomena (Clarendon, 1971) [ISBN: 9780195053166].

8. J.P. Hansen, I.R. McDonald. Theory of Simple Liquids:
with Applications to Soft Matter, 4th ed. (Academic Press,
2013) [ISBN: 9780123870339].

9. Yu. Kozitsky, M. Kozlovskii, O. Dobush. Phase transiti-
ons in a continuum Curie–Weiss system: A quantitative
analysis. In: Modern Problems of Molecular Physics. Edi-
ted by L.A. Bulavin, A.V. Chalyi (Springer International
Publishing, 2018) [ISBN: 978-3-319-61109-9].

10. Yu.V. Kozitsky, M.P. Kozlovskii, O.A. Dobush. A phase
transition in a Curie–Weiss system with binary interacti-
ons. Condens. Matter Phys. 23, 23502 (2020).

11. M.P. Kozlovskii, O.A. Dobush. Phase behavior of a cell
model with Curie–Weiss interaction. J. Mol. Liq. 353,
118843 (2022).

12. I.V. Pylyuk, O.A. Dobush, M.P. Kozlovskii, R.V. Romanik,
M.A. Shpot. Influence of attractive parts of interaction
potentials on critical point parameters. Ukr. J. Phys. 70,
787 (2025).

13. O.A. Dobush, M.P. Kozlovskii, I.V. Pylyuk, Yu.O. Pleva-
chuk. Influence of microscopic parameters on phase behavi-
or of a cell model with Curie–Weiss interaction. Physica A
681, 131133 (2026).

14. O.A. Dobush, M.A. Shpot. A new special function related
to a discrete Gauss–Poisson distribution and some phy-
sics of the cell model with Curie–Weiss interactions.
arXiv:2412.05428 (2024).

15. O.A. Dobush, M.P. Kozlovskii, I.V. Pylyuk, R.V. Romanik,
M.A. Shpot. The cell fluid model with Curie–Weiss inte-
ractions: special cases and analytical results. Eur. Phys. J.
B 99, 124 (2026).

16. M.P. Kozlovskii, O.A. Dobush, I.V. Pylyuk, R.V. Romanik,
M.A. Shpot. Triple point in a cell fluid model with effective
temperature-dependent attraction. Physica A 692, 131510
(2026).

17. M.P. Kozlovskii, O.A. Dobush. Representation of the grand
partition function of the cell model: The state equation
in the mean-field approximation. J. Mol. Liq. 215, 58
(2016).

18. M.P. Kozlovskii, O.A. Dobush, I.V. Pylyuk. Using a
cell fluid model for the description of a phase transiti-
on in simple liquid alkali metals. Ukr. J. Phys. 62, 865
(2017).

19. M.P. Kozlovskii, I.V. Pylyuk, O.A. Dobush. The equation
of state of a cell fluid model in the supercritical region.
Condens. Matter Phys. 21, 43502 (2018).

20. I.V. Pylyuk. Fluid critical behavior at liquid–gas phase
transition: Analytic method for microscopic description.
J. Mol. Liq. 310, 112933 (2020).

21. I.V.Pylyuk, M.P. Kozlovskii, R.V. Romanik. Microscopic
description of the liquid–gas coexistence curve for Morse
fluids in the immediate vicinity of the critical point. Fluid
Phase Equilib. 600, 114551 (2026).

22. L.A. Bulavin, Y.G. Rudnikov, A.V. Chalyi. Thermodyna-
mic anomalies of water near its singular temperature of
42 ∘C. J. Mol. Liq. 389, 122849 (2023).

23. L.A. Bulavin, Y.G. Rudnikov, A.V. Chalyi. Special tem-
peratures of water in the region of its physical anomalies.
J. Mol. Liq. 435, 128135 (2025).

24. D. Ruelle. Superstable interactions in classical statistical
mechanics. Commun. Math. Phys. 18, 127 (1970).

25. R.V. Romanik, O.A. Dobush, M.P. Kozlovskii, I.V. Pylyuk,
M.A. Shpot. A multiple occupancy cell fluid model with
competing attraction and repulsion interactions. J. Stat.
Phys. 193 (2026).

26. R. Span, W. Wagner. A new equation of state for carbon
dioxide covering the fluid region from the triple-point
temperature to 1100 K at pressures up to 800 MPa.
J. Phys. Chem. Ref. Data 25, 1509 (1996).

27. R. Span, W. Wagner. Equations of state for technical appli-
cations. III. Results for polar fluids. Int. J. Thermophys.
24, 111 (2003).

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2026. Т. 71, № 11 897



I.В. Пилюк, О.А. Добуш, М.П. Козловський та iн.

28. D.W. Green, M.Z. Southard. Perry’s Chemical Engineers’
Handbook, 9th ed. (McGraw-Hill Education, 2019) [ISBN:
9780071834087].

29. E.W. Lemmon, I.H. Bell, M.L. Huber, M.O. McLinden.
Thermophysical properties of fluid systems. In: NIST
Chemistry WebBook, NIST Standard Reference Database
Number 69. Edited by P.J. Linstrom, W.G. Mallard (Nati-
onal Institute of Standards and Technology, 2025), retri-
eved September 7, 2026.

30. National Institute of Standards and Technology. mini-
REFPROP – version 10.0 (2020), accessed September 7,
2026.

31. I.H. Bell, J. Wronski, S. Quoilin, V. Lemort. Pure and
pseudo-pure fluid thermophysical property evaluation and
the open-source thermophysical property library CoolProp.
Ind. Eng. Chem. Res. 53, 2498 (2014).

32. T.J. Bruno, T.J. Fortin, M.L. Huber, A. Laesecke,
E.W. Lemmon, E. Mansfield, M.O. McLinden, S.L. Out-
calt, R.A. Perkins, K.N. Urness, J.A. Widegren. Thermo-
physical Properties of Polyol Ester Lubricants. NIST In-
teragency/Internal Report (NISTIR) 8263 (National Insti-
tute of Standards and Technology, 2019).

33. I.C. Sanchez, R.H. Lacombe. An elementary molecular
theory of classical fluids. Pure fluids. J. Phys. Chem. 80,
2352 (1976).

34. W. Wagner, A. Pruß. The IAPWS formulation 1995 for the
thermodynamic properties of ordinary water substance for
general and scientific use. J. Phys. Chem. Ref. Data 31,
387 (2002).

Одержано 11.09.26

I.V. Pylyuk, O.A.Dobush,
M.P.Kozlovskii, R.V.Romanik, M.A. Shpot

CURIE–WEISS CELL FLUID MODEL:
FITTING TO EXPERIMENTAL CRITICAL-POINT DATA

We examine how the Curie–Weiss cell fluid model can be

quantitatively related to real fluids by determining its micro-

scopic parameters from experimental critical-point data for wa-

ter, carbon dioxide, and three polyol ester lubricants (POE5,

POE7, and POE9). The microscopic parameters of the model

are determined from the experimental values of the critical

temperature and critical density: the global attraction cou-

pling constant is fixed by the critical temperature, and the cell

volume by the critical density. The critical pressure then fol-

lows as an independent model prediction, deviating from exper-

imental values by 10–41% across the studied substances. Va-

rying the ratio of local repulsion to global attraction 𝑓 = 𝐽2/𝐽1
over a wide range has only a weak effect on this deviation. For

𝑓 ≥ 1, the model’s critical compressibility factor lies within a

narrow range 𝑍c ≈ 0.382÷0.386, remaining close to the mean-

field van der Waals value 𝑍c = 3/8 = 0.375 and consistently

overestimating experimental values. The best agreement with

experiment is obtained for the polyol ester lubricants and im-

proves along the POE5–POE7–POE9 series with increasing

molar mass, suggesting that multiple-occupancy cell fluid mod-

els are well suited to systems of large molecules, particularly

soft-matter systems with bounded interaction potentials. We

further show that generalizing the model by introducing a

temperature- and phase-dependent effective attraction allows

it to describe a triple point and to reproduce the broad range

of critical-to-triple temperature ratios 𝑇c/𝑇tr characteristic of

real fluids.

Ke yw o r d s: cell fluid model, Curie–Weiss interaction, experi-
mental data, critical point, triple point.
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