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ВПЛИВ ПОЛЯРИЗАЦIЇ МЕЖI
ПОДIЛУ НА ВЗАЄМОДIЮ ЗАРЯДIВ
У ДВОШАРОВИХ СИСТЕМАХУДК 539

Проаналiзовано вплив плоскої межi подiлу мiж двома напiвнескiнченними дiелектрич-
но рiзними iзоляторами на взаємодiю мiж двома точковими зарядами, розташованими
поблизу неї. Показано, що їхня взаємодiя суттєво змiнюється поляризацiйними заря-
дами, iндукованими на межi подiлу. Зокрема, якщо заряди розташованi в одному й
тому ж середовищi, то залежнiсть енергiї їхньої взаємодiї 𝑊 вiд вiдстанi 𝐷 мiж
зарядами вiдрiзняється вiд кулонiвської. Водночас якщо заряди розташованi в рiзних
середовищах, закон взаємодiї залишається кулонiвським, але з ефективним значенням
дiелектричної сталої. Вiдхилення вiд кулонiвської взаємодiї були розрахованi кiлькiсно й
дослiдженi аналiтично. Представлено карти 𝑊 (R𝑠,R𝑝), що описують профiлi 𝑊 в за-
лежностi вiд координат зарядiв R𝑠 i R𝑝. Отримано апроксимацiї 𝑊 (𝐷) i проаналiзова-
но їхню обґрунтованiсть. Зроблено висновок, що в шаруватих структурах поправки на
поляризацiю завжди слiд враховувати пiд час вивчення рiзних властивостей зарядже-
них об’єктiв, наприклад, електронiв i дiрок, що утворюють екситони Ваньє–Мотта.
Ключ о в i с л о в а: двошаровi структури, дiелектрична невiдповiднiсть, взаємодiя заря-
дiв, поляризацiйнi сили, некулонiвська залежнiсть.

1. Вступ. Iсторичний екскурс
Вiдкриття закону обернено-квадратичної зале-
жностi електростатичної сили мiж двома iзольо-
ваними точковими зарядами – умовно назовемо їх
джерелом 𝑄𝑠 i зондом 𝑄𝑝 – є досить драматичним
з iсторичної точки зору. У вакуумi цей закон має
вигляд (в одиницях CGS)

F𝐶 = 𝑄𝑠𝑄𝑝
R𝑝 −R𝑠

|R𝑝 −R𝑠|3
, (1)
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де R𝑖 (𝑖 = 𝑠, 𝑝) позначають координати зарядiв.
Справа в тому, що формальним першовiдкривачем
закону (1) десь мiж 1771 i 1781 роками був Ген-
рi Кавендiш. Його вимiрювання показали, що [1,
p. 231] “... електричне притягання та вiдштов-
хування повиннi бути обернено пропорцiйнi ква-
драту вiдстанi, i що коли кулька позитивно еле-
ктризована, надлишкова рiдина в нiй повнiстю
осiдає на її поверхнi”. Це не було несподiваним для
Кавендiша, оскiльки саме вiн дослiджував та екс-
периментально пiдтвердив закон всесвiтнього тя-
жiння Айзека Ньютона в земних умовах, який де-
монструє таку ж просторову залежнiсть, що й ви-
раз (1). Увесь комплекс електростатичних проблем
ретельно дослiджувався Кавендiшем (див. також
посилання [2]). Наприклад, вiн першим запрова-
див поняття ступеня електризацiї (пiзнiше назва-
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ного дiелектричною проникнiстю) та ємностi [1,3].
На жаль, на вiдмiну вiд iнших електричних до-
слiджень, Кавендiш не опублiкував вiдкритий ним
закон (1), а отже (i це справедливо!) вiн не вважає-
ться його автором. Натомiсть Шарль–Огюстен де
Кулон, який вiдкрив закон (1) пiзнiше, нiж Ка-
вендiш, оприлюднив результати вимiрювань та їх
аналiз [4,5], хоча цей аналiз був менш ґрунтовним,
нiж аналiз Кавендiша. Тому цiлком природно, що
саме Кулона називають батьком закону електро-
статичної взаємодiї, який бiльше двохсот рокiв но-
сить його iм’я.

З рiвняння (1) випливає, що енергiя взаємодiї
двох зарядiв у вакуумi дорiвнює

𝑊𝐶 =
𝑄𝑠𝑄𝑝

|R𝑝 −R𝑠|
. (2)

Слiд пiдкреслити, що встановлення законiв (1) i
(2) було великим успiхом, оскiльки до ХХ столiття
вченi не могли виокремити елементарнi зарядже-
нi частинки [6]. Вони навiть не мали уявлення про
їх iснування! Натомiсть експериментатори спосте-
рiгали поведiнку заряджених макроскопiчних тiл;
тому припущення про корпускулярну природу еле-
ктрики [7–11] було смiливою гiпотезою, правиль-
ною та плiдною на теоретичному рiвнi, але безпо-
середньо експериментально не обґрунтованою на
той час. Проте, припущення закону обернених ква-
дратiв в електростатицi було стимульоване подi-
бнiстю до закону гравiтацiї Ньютона [12–14] (див.
також пiдручник [15]), який застосовувався над-
звичайно успiшно в небеснiй механiцi з моменту
його вiдкриття [16]. Аналогiя мiж гравiтацiйним
притяганням, з одного боку, та електростатичним
вiдштовхуванням або притяганням, з iншого боку,
уможливила узагальнення рiвняння (2) на систе-
ми багатьох точкових зарядiв (в електростатицi,
тодi як у випадку гравiтацiї закон можна сфор-
мулювати аналогiчно) [17–20], так що їхня повна
потенцiальна енергiя описується таким рiвнянням
(його вперше написав Сiмон Денi Пуассон [21, 22]
у межах теорiї ньютонiвської гравiтацiї):

ΔΦ = −4𝜋𝜌, (3)

де 𝜌 – об’ємна густина заряду, а Δ – оператор Ла-
пласа. Слiд зазначити, що сучасне розумiння вели-
чини Φ у рiвняннi (3) як “потенцiальної функцiї”
належить Джорджу Грiну (1828) [23], тодi як Карл

Фрiдрiх Гаусс у 1839 роцi незалежно запропону-
вав подiбну iнтерпретацiю та назвав Φ “потенцiа-
лом” [24].

Пiсля його формулювання, рiвняння Пуассона
(3) можна вважати загальним електростатичним
рiвнянням, що описує не лише вплив алгебраї-
чної суми окремих зарядiв, але й дiю довiльної
конфiгурацiї зовнiшнiх полiв будь-якого походже-
ння [19, 20]. Отже, концепцiя електричного поля
неявно вiдображала короткодiйний характер посе-
редництва електричних сил мiж тiлами в просторi
(що найбiльш чiтко проявляється в конденсованiй
матерiї). Цю концепцiю запропонував Майкл Фа-
радей [8, 9, 11, 25, 26] (див. також аналiз у посила-
ннях [27–30]).

Фарадеївська “опосередкована дiя” через скла-
довi конденсованого середовища [8, 9] (атоми або
молекули, як було чiтко встановлено на початку
двадцятого столiття [31]) неминуче зумовила мо-
дифiкацiю як законiв Кулона (1) та (2), так i рiвня-
ння Пуассона (3) шляхом введення дiелектричної
проникностi 𝜀 (названої Фарадеєм “питомою iнду-
ктивною здатнiстю” [3, 32]). У результатi маємо

𝑊𝐷 =
𝑄𝑠𝑄𝑝

𝜀 |R𝑝 −R𝑠|
(4)

замiсть рiвняння (2). Це означає, що будь-яку фа-
ктичну електростатичну взаємодiю в середовищi,
вiдмiнному вiд вакууму, слiд розглядати як за-
дачу багатьох частинок [33, 34]. Навiть зараз цей
аспект зазвичай не пiдкреслюється в пiдручниках.
Бiльше того, таким чином електростатика постає
як наближення до фактичного “поширення” еле-
ктричної сили в середовищi. Таку картину посту-
пово визнали сам Фарадей i особливо Вiльям Том-
сон (лорд Кельвiн з 1892 року); останнiй наслiду-
вав Грiна, який встановив зв’язки мiж електро-
статичними властивостями об’єму та поверхнi [23].
Томсон включив мiркування Фарадея в математи-
чну теорiю електростатики [35]. Пiзнiше цi погля-
ди й вiдповiднi рiвняння були розвинутi в теорiю
електромагнiтного поля Джеймсом Клерком Ма-
ксвеллом [36, 37], який наголошував [37, p. 321]:
“...ми можемо розглядати концепцiю Фарадея про
напружений стан в електромагнiтному полi як
метод пояснення дiї на вiдстанi за допомогою без-
перервної передачi сили, навiть якщо ми не знає-
мо, як виникає цей напружений стан”.
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Дивовижна iсторiя розвитку електростатики бу-
ла детально вивчена i описана в iнших джерелах
[3, 30, 38–44]. Але вона не закiнчена, i цю роботу
варто вважати внеском у цю галузь.

Проте врахування реакцiї середовища на наяв-
нiсть зарядiв – зокрема, виникнення екрануваль-
ного поляризацiйного заряду – призводить до “не-
кулоновостi” (sic!) кулонiвської взаємодiї мiж за-
рядами. Пояснiмо цей “парадокс” на простому при-
кладi двох точкових зарядiв, 𝑄𝑠1 та 𝑄𝑠2; останнiй
гратиме роль поляризацiйного заряду. У вакуумi
заряд-зонд 𝑄𝑝 взаємодiятиме з вказаними заряда-
ми за формулою, вiдмiнною вiд виразу (1):

F𝐶 = 𝑄𝑠1𝑄𝑝
R𝑝 −R𝑠1

|R𝑝 −R𝑠1|3
+𝑄𝑠2𝑄𝑝

R𝑝 −R𝑠2

|R𝑝 −R𝑠2|3
. (5)

Жодними перетвореннями цю комбiнацiю не вда-
сться звести до одночленної формули типу (1).
I результат її iнтегрування також вiдрiзнятиме-
ться вiд виразу (2). До того ж виникає питання:
звiдки потрiбно вимiрювати вiдстань до заряду-
зонда? Додатковим чинником є те, що якщо всi
три заряди розташовуються не вздовж однiєї пря-
мої, то напрямок сили, з якою заряди-джерела дi-
ятимуть на заряд-зонд, вiдрiзнятиметься вiд обох
напрямкiв вiд зонда до джерел. Нижче саме не-
можливiсть подати енергiю заряду-зонда у вигля-
дi одночленного виразу (2) або (4) з показником
ступеня −1 називатимемо “некулоновiстю” закону
взаємодiї.

Отже, не дивно, що некулонiвська поведiнка вза-
ємодiї мiж зарядами загалом має бути повсюдною,
тодi як вирази (1) i (2) – причому останнiй, подiле-
ний на дiелектричну проникнiсть 𝜀 (формула (4)) –
є в кращому разi першими (можливо, провiдни-
ми) членами нескiнченного ряду, що описує еле-
ктростатичнi взаємодiї в складнiй системi зарядiв
[45, 46]. Наголосимо, що обговорюване нижче на-
ближення дiелектричної проникностi 𝜀 = const для
статичного екранування в напiвпровiдниках та iзо-
ляторах було великим проривом у дев’ятнадцято-
му столiттi, тодi як зараз просторова дисперсiя дi-
електричної проникностi [47–51] має враховувати-
ся для опису пом’якшувального впливу середови-
ща на електричне поле, скажiмо, заряджених до-
мiшок, електроноподiбних i дiркових квазiчасти-
нок, а також диполярних молекул або екситонiв.
Цi надзвичайно важливi питання добре задоку-

ментовано в лiтературi, хоча вони не мають вирi-
шального значення для цього дослiдження, в яко-
му класичного наближення дiелектричної прони-
кностi (𝜀 = const) достатньо для вивчення постав-
лених питань. Конкретнiше, тут ми хочемо роз-
глянути статичнi сили зображення у двошарових
структурах [20, 52–56] та їхню роль у вiдхиленнях
вiд закону Кулона.

Метод сил зображення та зарядiв зображення
(фiктивних, якi замiнюють фактичнi поляризацiй-
нi заряди, що виникають) був винайдений Томсо-
ном [57, 58] для провiдникiв (iдеальних металiв)
i згодом узагальнений на дiелектрики [51, 59–63].
Вплив зарядiв зображення на взаємодiю заряд-
заряд, заряд-диполь i диполь-диполь у шарува-
тих системах з чiтко визначеними межами подiлу
був широко вивчений i зараз є рутинним методом
(див., наприклад, роботи [63–70]).

Слiд зазначити, що сама електростатика, будучи
класичною макроскопiчною теорiєю, не може за-
безпечити стабiльнiсть конфiгурацiй, що мiстять
заряди (мультиполi), що вперше було продемон-
стровано преподобним Семюелем Ерншоу в 1842
роцi [71]. Це питання та пов’язанi з ним проблеми
продовжують вивчатися досi [72–77]. З iншого бо-
ку, спостережувана стабiльнiсть матерiї є наслiд-
ком квантово-механiчних ефектiв [78, 79].

До того ж об’ємнi власнi енергiї зарядiв у кон-
денсованiй речовинi (“внутрiшнiй потенцiал”) ста-
ють скiнченними [66, 80–86], оскiльки електроста-
тичне екранування усуває розбiжностi в рiвнян-
нях (1) i (2). Те саме стосується енергiй сил зо-
браження [80, 83, 87–89], якi розходяться в рамках
теорiї, викладеної у пiдручниках з електростатики
[20, 52–56].

Таким чином, багаточастинковий характер
справжнiх електростатичних сил робить їх суттє-
во слабшими за класичнi кулонiвськi. Це означає,
що основнi двочастинковi закони (1) i (2) справе-
дливi лише на мiкроскопiчному рiвнi, наприклад,
у фiзицi атома водню, де середня вiдстань мiж
ядром та електроном дорiвнює радiусу Бора,
тому макроскопiчний пiдхiд не застосовується, i
будь-яке екранування сусiднiми атомами вiдсутнє
на цьому масштабi. Рiзниця мiж теоретичними
результатами моделi Нiльса Бора та експеримен-
тальними енергетичними рiвнями досить добре
пояснюється на основi релятивiстського квантово-
механiчного рiвняння Поля Дiрака [90]. Водночас
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iснують також незначнi квантово-польовi по-
правки, якi спричинюють, зокрема, зсув Вiллiса
Лемба [91] мiж рiвнями, що вироджуються в гра-
ничному випадку Дiрака. Цей ефект зумовлений
впливом вiртуальних електрон-позитронних пар,
що флуктуюють в електромагнiтному вакуумi
[90, 92, 93], i може розглядатися як багаточастин-
ковий ефект вищого порядку, нiж розглянутi
вище електростатичнi ефекти.

Взаємодiя пробного заряду з поверхневими заря-
дами в рамках електростатики Грiна [23], яка пе-
ретворилася на взаємодiю з дзеркальними зобра-
женнями-привидами в пiдходi Томсона [35,94], мо-
же зазнати подальшого втiлення у змiщеннi нульо-
вої енергiї коливань поверхневих плазмонiв [95–
97]. На перший погляд, здається, що це лише змiна
iнтерпретацiї, але це не так. Опис, заснований на
поверхневих плазмонах, виявився досить плiдним.
Дiйсно, вплив реальних поверхневих плазмонiв,
збуджених рухомими пробними зарядами, може
призвести до спостережуваних динамiчних ефе-
ктiв [53, 98–103].

Зi сказаного вище зрозумiло, що сили зображе-
ння та їх вплив на просторову залежнiсть кулонiв-
ської взаємодiї мiж зарядами є величезною галуз-
зю дослiджень. Водночас мета цiєї статтi подвiйна.
По-перше, ми хочемо чiтко показати, як поляри-
зацiйнi заряди на межi подiлу (для спрощення
ми обмежуємося планарним випадком, пам’ятаю-
чи, що сферична й цилiндрична геометрiї не менш
практично важливi [104–108]) спотворюють куло-
нiвську взаємодiю мiж зарядженими точковими
об’єктами. I, справдi, нашi результати демонстру-
ють, що модифiкацiї об’ємних залежностей з пiд-
ручника є досить значними.

Ще однiєю метою є оцiнка двох методiв апро-
ксимацiї, в яких взаємодiя мiж двома точкови-
ми зарядами, розташованими в найпростiшiй не-
однорiднiй системi – двох напiвбезкiнечних кла-
сичних (бездисперсних) дiелектриках, роздiлених
плоскою межею подiлу – описується одночленни-
ми формулами, що залежать вiд параметрiв си-
стеми. Зокрема, показано, що взаємодiя мiж за-
рядами поблизу обов’язково поляризованої межi
подiлу iстотно вiдрiзняється вiд кулонiвської по-
ведiнки (4). Цей факт ранiше не враховувався
i часто не враховується належним чином у де-
яких пiдручниках та фахових дослiдженнях (див.,
наприклад, [109, 110]). У рамках нашого розгля-

Рис. 1. Двошарова система з взаємодiючим зарядом дже-
рела 𝑄𝑠 та зарядом зонда 𝑄𝑝. 𝜀1 та 𝜀2 – дiелектричнi кон-
станти шарiв (див. подальшi пояснення в текстi)

ду всi розрахунки стають прозорими й прости-
ми, i їх можна узагальнити на диполi [61, 62, 111]
та електростатичнi мультиполi вищого порядку
[112]. Такий пiдхiд вiдповiдає основним принци-
пам оригiнального пiдходу заряду-зображення в
електростатицi.

План статтi такий. У роздiлi 2 представлено
та обговорено основнi електростатичнi формули
для двошарових дiелектричних структур. Деякi
загальнi зауваження щодо процедури розрахунку
й представлення його результатiв наведено в роз-
дiлi 3. У роздiлах 4, 5 i 6 обчислюються та вiд-
ображаються двокоординатнi карти для електро-
статичної енергiї 𝑊 , нормованої енергiї 𝑤 та ефе-
ктивної дiелектричної проникностi 𝜀eff вiдповiдно.
Квазiкулонiвське наближення з показником степе-
ня 𝑁 ̸= −1 дослiджується бiльш детально в роздi-
лi 7. У роздiлi 8 наведено висновки.

2. Основнi електростатичнi формули

Розглянемо два однорiднi напiвбезкiнечнi дiеле-
ктрики (середовище 1 i середовище 2), роздiленi
нескiнченно тонкою межею подiлу 𝑍 = 0; див.
рис. 1. Дiелектричнi проникностi середовищ ста-
новлять 𝜀1 = const (𝑍 > 0) та 𝜀2 = const (𝑍 < 0).
Без втрати загальностi можна припустити, що два
точковi заряди (далi називатимемо їх джерелом 𝑄𝑠

i зондом 𝑄𝑝; звiсно, такий подiл є умовним) розта-
шованi в площинi 𝑌 = 0. Заряд-джерело 𝑄𝑠 роз-
ташований у точцi R𝑠 = (0, 𝑍𝑠) у середовищi 𝑠.
Далi ми використовуємо нижнiй iндекс 𝑠 = 1 або 2
для середовища, де розташований заряд-джерело,
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та нижнiй iндекс 𝑠′ для протилежного середовища
(𝑠′ = 2, якщо 𝑠 = 1, або 𝑠′ = 1, якщо 𝑠 = 2).

Заряд-джерело поляризує своє оточення. У на-
шому випадку система неоднорiдна, тобто склада-
ється з двох середовищ. Отже, окрiм об’ємної по-
ляризацiї, яка виникає у нескiнченно малому око-
лi заряду 𝑄𝑠 i призводить до його екранування,
з’являється також поляризацiйний заряд на межi
подiлу 𝑍 = 0. Цей поляризацiйний заряд створює
електростатичне поле в усьому просторi, i це по-
ле є симетричним вiдносно площини 𝑍 = 0. Згiдно
iз застосованим тут класичним електростатичним
методом, поле, що генерується в кожному з двох
iзоляторiв поляризацiйним зарядом, розподiленим
по їхнiй плоскiй межi подiлу, еквiвалентне полю,
що генерується уявним точковим зарядом (заря-
дом зображення), розташованим в iншому iзоля-
торi [51, 59–63].

Таким чином, наше завдання зводиться до за-
дачi, де джерело й поляризацiйнi заряди фiксо-
ванi в нескiнченному середовищi з дiелектричною
проникнiстю 𝜀𝑠. Тодi, в областi, зайнятiй середови-
щем 𝑠, поле, iндуковане поляризацiєю, еквiвален-
тне полю, створеному в нескiнченному середовищi
з дiелектричною проникнiстю 𝜀𝑠 уявним точковим
зарядом (зарядом зображення 1), який має вели-
чину

𝑄′
𝑠 = 𝐾𝑠𝑠′𝑄𝑠 (6)

i розташований у точцi R′
𝑠 = (0,−𝑍𝑠). Точка R′

𝑠

є дзеркально вiдбитим зображенням точки R𝑠, де
розташований заряд джерела, вiдносно поверхнi
роздiлу як дзеркала. Отже, вона розташована в
областi, зайнятiй середовищем 𝑠′.

Коефiцiєнт дiелектричної невiдповiдностi

𝐾𝑠𝑠′ =
𝜀𝑠 − 𝜀𝑠′

𝜀𝑠 + 𝜀𝑠′
=

𝜀𝑠/𝜀𝑠′ − 1

𝜀𝑠/𝜀𝑠′ + 1
(7)

у рiвняннi (6) залежить вiд спiввiдношення 𝜀𝑠/𝜀𝑠′

мiж дiелектричними константами, а не вiд кожної
константи окремо. Значення 𝐾𝑠𝑠′ може змiнюва-
тися вiд −1 до 1, а знак залежить вiд спiввiд-
ношення 𝜀𝑠 ≶ 𝜀𝑠′ . Отже, знаки 𝑄𝑠 i 𝑄′

𝑠 можуть
бути однаковими або протилежними. Ситуацiя з
sign 𝑄𝑠 = sign 𝑄𝑠′ , якщо 𝜀𝑠 > 𝜀𝑠′ , може, на пер-
ший погляд, здатися досить дивною. Однак слiд
пам’ятати, що в класичнiй електростатицi ми має-
мо справу з двома поляризованими середовищами,

що складаються з позитивних i негативних зарядiв
[59, 113]. Вiдповiдно до прийнятого пiдходу, iнтер-
претацiя така. Заряд 𝑄𝑠 (для визначеностi нехай
вiн буде позитивним) “вiдштовхує” позитивнi за-
ряди й “притягує” негативнi в обох середовищах.
“Змiщення” зарядiв є бiльшим у бiльш поляризо-
ваному середовищi (з бiльшим 𝜀). Скрiзь в об’ємi
обох середовищ цi “змiщенi” заряди взаємно ком-
пенсують один одного, крiм межi подiлу. Тут змi-
щений нескомпенсований позитивний (!) заряд у
середовищi 𝑠 пiдсумовується зi змiщеним неском-
пенсованим негативним (!) зарядом у середови-
щi 𝑠′. Знак суми залежить вiд того, яке значення
переважає, тобто вiд спiввiдношення 𝜀𝑠 ≶ 𝜀𝑠′ . На-
справдi, межа подiлу не є нескiнченно тонкою пло-
щиною, i на межi подiлу мiж рiзними середовища-
ми завжди iснує поверхневий (iнтерфейсний) ди-
поль, навiть за вiдсутностi додаткових зовнiшнiх
зарядiв [114–117]. Однак пояснення впливу iнтер-
фейсного диполя на сили зображення виходить за
межi класичної електростатики.

Унаслiдок цього точковий заряд зонда 𝑄𝑝, якщо
вiн також розташований у середовищi 𝑠 у точцi
R𝑝 = (𝑋𝑝, 𝑍𝑝), взаємодiє з обома зарядами, 𝑄𝑠 i
𝑄′

𝑠, а енергiя цiєї взаємодiї дорiвнює [порiвняйте з
рiвнянням (2)]

𝑊𝑠𝑠 (R𝑠,R𝑝) =
𝑄𝑠𝑄𝑝

𝜀𝑠

(︂
1

|R𝑝−R𝑠|
+

𝐾𝑠𝑠′

|R𝑝−R′
𝑠|

)︂
. (8)

Таким чином, по сутi, коефiцiєнт невiдповiдно-
стi 𝐾𝑠𝑠′ визначає внесок поляризацiйних зарядiв
у загальне поле 𝑊𝑠𝑠, i, отже, вiдхилення 𝑊𝑠𝑠 вiд
𝑊𝐷 (4).

Водночас завдяки симетрiї поля, створеного по-
ляризацiйним зарядом по обидва боки межi подiлу,
поле, створене в середовищi 𝑠′, еквiвалентне по-
лю, створеному iншим уявним зарядом (зарядом
зображення 2) з iдентичним значенням 𝑄′

𝑠, роз-
ташованим симетрично до заряду зображення 1,
тобто точно в точцi (R′

𝑠)
′
= R𝑠 у середовищi 𝑠,

де розташований заряд-джерело 𝑄𝑠. Отже, заряди
𝑄𝑠 i 𝑄′

𝑠 накладаються в цiй точцi. У результатi в
точцi R𝑠 виникає сумарний точковий заряд

𝑄𝑠 +𝐾𝑠𝑠′𝑄𝑠 =
2𝜀𝑠

𝜀𝑠 + 𝜀𝑠′
𝑄𝑠,

i для енергiї взаємодiї отримуємо один член за-
мiсть двох для взаємодiї заряду-зонда з цим ком-
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Вплив поляризацiї межi подiлу на взаємодiю зарядiв

бiнованим зарядом,

𝑊𝑠𝑠′ (R𝑠,R𝑝) =
2𝑄𝑠𝑄𝑝

𝜀𝑠 + 𝜀𝑠′

1

|R𝑝 −R𝑠|
. (9)

Таким чином маємо точну кулонiвську залежнiсть
з ефективною дiелектричною проникнiстю 1

2 (𝜀𝑠 +
+ 𝜀𝑠′). Слiд пам’ятати, що це не є результатом ком-
пенсацiї заряду в точцi R𝑠 (заряд 𝑄′

𝑠 – уявний),
а зумовлено перекриттям двох електричних по-
лiв, створених як зарядом 𝑄𝑠 у середовищi 𝑠, так
i поляризацiйним зарядом, розподiленим по межi
подiлу.

Зауважимо, що рiвняння (8) для 𝑊𝑠𝑠 вiдрiзняє-
ться для середовищ 𝑠 = 1 i 2, коли обидва заряди
розташованi в одному з них. Зокрема, 𝐾12 = −𝐾21.
Навпаки, для зарядiв, розташованих у рiзних се-
редовищах (𝑠 ̸= 𝑠′ ), iз рiвняння (9) неможливо
визначити, який заряд насправдi є джерелом чи
зондом, як це i має бути завдяки симетрiї задачi.

2.1. Варiант методу зображень

Як описано вище, у класичному методi зображень
обчислення взаємодiї двох точкових зарядiв побли-
зу плоскої межi подiлу двох нескiнченних однорi-
дних дiелектрикiв зводиться до обчислення взає-
модiї трьох зарядiв в однорiдному нескiнченному
середовищi з дiелектричною сталою 𝜀𝑠. Це – заряд-
джерело 𝑄𝑠, заряд-зонд 𝑄𝑝 i уявний заряд 𝑄′

𝑠,
який створює таке ж поле в точцi розташування
зонда, як i поляризацiйний заряд на межi подiлу.
Водночас сам поляризацiйний заряд, що виникає
на межi подiлу, не враховується. У будь-якому ви-
падку величина заряду зображення (6) залежить
вiд спiввiдношення 𝐾𝑠𝑠′ мiж дiелектричними ста-
лими обох середовищ. Це становить певну незру-
чнiсть у випадку бiльш складних систем (напри-
клад, багатошарових структур) i мультиполiв (на-
приклад, диполiв).

Проте [118] “Є шiстдесят дев’ять способiв
складати пiснi племен, i кожен з них — правиль-
ний!” Тому ми продемонструємо, що технiчно до-
сить зручно аналiзувати фiзику процесу в iншiй
моделi [69].

Отже, вираз (4) можна формально розглядати
як такий, що вiдповiдає взаємодiї зарядiв 𝑄𝑠 i 𝑄𝑝

у середовищi з дiелектричною сталою 𝜀. А можна
розглядати його як такий, що описує взаємодiю за-
рядiв 𝑄𝑠 i 𝑄𝑝/𝜀 у середовищi з дiелектричною ста-
лою 1. Такi варiанти завжди iснують. Тобто вплив

на заряди внаслiдок їхнього екранування можна
звести до введення ефективної дiелектричної про-
никностi середовища, а самi заряди вважати не-
змiнними.

Застосуємо це до виразу (8) для зарядiв, що пе-
ребувають в одному середовищi. Його можна iн-
терпретувати як взаємодiю неекранованих зарядiв
𝑄𝑠 i 𝑄𝑝 через два канали: обидва є нескiнченними
дiелектриками, але один (перший доданок) має дi-
електричну сталу 𝜀𝑠 (тут заряд 𝑄𝑝 розташований
у точцi R𝑝, а заряд 𝑄𝑠 – у точцi R𝑠), а iнший (дру-
гий доданок) – дiелектричну сталу 𝜀𝑠/𝐾𝑠𝑠′ (тут за-
ряд 𝑄𝑝 також розташований у точцi 𝑅𝑝, але заряд
𝑄𝑠 – в точцi R′

𝑠). У випадку, коли заряди перебу-
вають у рiзних середовищах, їхню взаємодiю та-
кож можна вважати такою, що вiдбувається че-
рез тi самi два канали. Але, як уже було вказано
вище, в першому каналi заряд 𝑄′

𝑠 розташований
симетрично до 𝑄𝑠 вiдносно межi подiлу, а в дру-
гому – збiгається з ним. У результатi в другому
випадку виникають два однаковi канали взаємодiї
(множник |R𝑝 −R𝑠|−1) в однорiдному середовищi
з дiелектричною сталою 𝜀𝑠, але цi канали мають
рiзнi ваги, 1 i 𝐾𝑠𝑠′ . Склавши їх, отримуємо фор-
мулу (9) i можемо iнтерпретувати її як взаємодiю
зарядiв 𝑄𝑠 i 𝑄𝑝 (вони й надалi залишаються не-
змiнними!) у єдиному ефективному каналi, що є
нескiнченним дiелектриком з дiелектричною про-
никнiстю 1

2 (𝜀𝑠 + 𝜀𝑠′).

3. Деякi зауваження перед розрахунками

Тут слiд зазначити такi обставини. Для вивче-
ння вiдхилень вiд закону Кулона ми аналiзуємо
двомiрнi (R𝑝 = (𝑋𝑝, 𝑍𝑝) коли R𝑠 = const) кар-
ти рiзних величин, що характеризують взаємодiю
двох точкових зарядiв у двошаровiй системi (див.
рис. 1). Це – сама енергiя взаємодiї 𝑊 , її нор-
мований варiант 𝑤, i двi величини: ефективна дi-
електрична проникнiсть 𝜀eff та ефективний пока-
зник степеня 𝑁 , якi можуть бути застосованi й
застосовуються для квазiкулонiвського наближе-
ння до точної 𝑊 -залежностi. Ми також маємо на-
мiр простежити, як цi карти залежать вiд параме-
трiв задачi. 𝑊 -карти описуються рiвняннями (8)
i (9), якi залежать вiд окремих значень величин
𝜀𝑠, 𝜀𝑠′ i добутку 𝑄𝑠𝑄𝑝, тодi як формули для iнших
карт можна представити у формах, що мiстять ли-
ше спiввiдношення 𝜀𝑠/𝜀𝑠′ або параметр 𝐾𝑠𝑠′ (рiв-
няння (7)).
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Тому з самого початку ми прийняли, що

𝑄𝑠𝑄𝑝 = 1, (10)

що є певним видом нормування. (Щоб уникнути
проблем з одиницями вимiрювання, ми обрали їх
довiльно для всiх величин: зарядiв, вiдстаней та
енергiй.) Аби простежити залежностi карт вiд дi-
електричних параметрiв 𝜀𝑠 i 𝜀𝑠′ , ми побудували
карти для двох варiантiв:

(𝜀1 = 1, 𝜀2 = 2) ⇒ 𝐾12 = −1

3
(11)

та

(𝜀1 = 1, 𝜀2 = 5) ⇒ 𝐾12 = −2

3
. (12)

Множина (𝜀1, 𝜀2) є актуальною для 𝑊 -карт, а кое-
фiцiєнт невiдповiдностi 𝐾12 – для всiх iнших карт.
Карти були розрахованi для обох варiантiв. Якiсно
цi карти попарно подiбнi. Тому для iлюстрацiї ево-
люцiї кожної карти ми обрали той варiант, який,
на нашу думку, краще демонструє її особливостi.

4. 𝑊 -карти

Спочатку розглянемо карту 𝑊 (𝑋𝑝, 𝑍𝑝)=𝑊𝑖𝑗(R𝑠 =
= const,R𝑝), що описує взаємодiю двох точкових
зарядiв, коли заряд-джерело розташований у точцi
R𝑠 = (𝑋𝑠, 𝑍𝑠), i простежимо еволюцiю цiєї кар-
ти, коли джерело рухається перпендикулярно до
межi подiлу. Достатньо розглянути окремий ви-
падок 𝑋𝑠 = 0, коли заряд 𝑄𝑠 розташований на
осi 𝑋. Ця карта має сингулярнiсть 𝑂(𝐷−1), де
𝐷 = |R𝑝 −R𝑠| – вiдстань вiд зонда до джерела,
у мiсцi розташування джерела R𝑠. Еволюцiя цiєї
сингулярностi (i карти загалом) зi змiною положе-
ння заряду-джерела для набору параметрiв (10),
(12) проiлюстрована на рис. 2.

Повертаючись до рис. 1, якщо вiдстань 𝐷 мiж
зарядами мала, внесок поляризацiйних зарядiв
(другий член у рiвняннi (8)) є незначним, тому
залежнiсть 𝑊𝑖𝑗 (R𝑠,R𝑝) стає майже кулонiвською.
Близькiсть заряду-джерела до межi подiлу, де 𝑊 -
поверхня має вигин, спотворює гладкiсть i симе-
трiю карти. Поперечний перерiз сингулярностi вже
не є колом, але вiн дуже близький до нього. Це мо-
жна спостерiгати на рис. 2, де поперечнi перерiзи
(темно-сiрого вiдтiнку) виконанi на довiльно ви-
браному рiвнi 𝑊0 = 1,5. Крiм того, якщо 𝑍𝑠 = 0,
то сингулярнiсть вiдновлює свiй точний кулонiв-
ський характер. Отже, ми можемо приблизно (див.

роздiл 6) оцiнити “радiус” 𝑅0 цiєї сингулярностi на
певному рiвнi енергiї 𝑊0, використовуючи спiввiд-
ношення

𝑊0 =
𝑄𝑠𝑄𝑝

𝜀𝑠𝑅0
. (13)

Тут 𝜀𝑠 – це дiелектрична проникнiсть 𝑠-го
(𝑠 = 1, 2) середовища, де розташований заряд-
джерело. Якщо заряд-джерело розташований на
межi подiлу, закон Кулона застосовується для
будь-якого 𝐷; при цьому ефективна дiелектрична
проникнiсть дорiвнює 1

2 (𝜀1 + 𝜀2). Таким чином,
“ефективнi радiуси” 𝑊 -сингулярностi для позицiй
заряду-джерела “глибоко в середовищi 1”, “на ме-
жi подiлу” та “глибоко в середовищi 2” пов’язанi
як 1

𝜀1
: 2
𝜀1+𝜀2

: 1
𝜀2

.

5. Нормованi 𝑤-карти

Виходячи з еволюцiї сингулярностi 𝑊 -карти (див.
роздiл 4), можна очiкувати, що ця сингулярнiсть
плавно зберiгає свiй справжнiй кулонiвський ха-
рактер (4) принаймнi поблизу заряду-джерела,
оскiльки внесок поляризацiї тут скiнченний, тодi
як пряма взаємодiя джерела й зонда розходиться.
Цю гiпотезу можна пiдтвердити або спростувати
шляхом нормування карти 𝑊 (𝑋𝑝, 𝑍𝑝) на “справ-
жню” кулонiвську залежнiсть (4), де 𝜀 – вiдповiд-
на дiелектрична проникнiсть. Тодi, якщо гiпоте-
за справедлива, нормована карта 𝑤 = 𝑊/𝑊𝐶 має
бути представлена майже плоскою поверхнею або
принаймнi круглим куполом поблизу сингулярно-
стi. Що стосується параметра 𝜀 у рiвняннi (4), ми
вибрали усереднений 𝜀 = 1

2 (𝜀1+ 𝜀2) з двох причин.
По-перше, якщо заряди розташованi у рiзних се-
редовищах, то, згiдно з рiвнянням (9), результат
не залежатиме вiд того, де розташований заряд-
джерело (нагадаємо, що ми маємо намiр вiдстежу-
вати еволюцiю карти, коли заряд-джерело “перемi-
щується” з одного середовища в iнше); тому нор-
мована карта завжди буде площиною 𝑤 = 1 у вiд-
повiдних областях, що спрощує аналiз. По-друге,
легко показати, що вираз (8) прямує до виразу (9),
якщо |R𝑝| → ∞; ми обговоримо це нижче. Крiм то-
го, як зазначалося вище, це нормування виключає
з подальшого розгляду не лише значення зарядiв
𝑄𝑠 i 𝑄𝑝, але й константи 𝜀1 i 𝜀2 як окремi сутностi.
Необхiдний набiр параметрiв зводиться до одного
параметра 𝜀1/𝜀2 або 𝐾12.
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Рис. 2. 𝑊 -карти, де 𝑊 – енергiя взаємодiї (у довiльних одиницях) мiж 𝑄𝑠 i 𝑄𝑝 для рiзних розташувань
заряду-джерела 𝑄𝑠: R𝑠 = (𝑋𝑠 = 0, 𝑍𝑠): 𝑍𝑠 = −1 (𝑎), − 1

3
(𝑏), 1

3
(𝑐) i 1 (𝑑), 𝜀1 = 1, 𝜀2 = 5. Область карти,

що вiдповiдає середовищу 1 (2), є свiтлiшою (темнiшою). На цьому рисунку панелi 𝑎 i 𝑏 повернутi
вiдносно панелей 𝑐 i 𝑑 навколо осi 𝑊 , щоб зробити особливостi карти чiткiшими

На рис. 3 зображено еволюцiю нормованої кар-
ти для 𝐾12 = − 2

3 (𝜀1/𝜀2 = 1
5 ). Нормована кар-

та мiстить конус, а не помилково очiкувану
плоску поверхню в мiсцi розташування заряду-
джерела.

Проте таку поведiнку цiлком можна поясни-
ти. Розглянемо вираз (8) поблизу розташування
заряду-джерела R𝑠 для зарядiв, розташованих на
однiй нормалi до межi подiлу. Перший член у дуж-
ках має сингулярнiсть, але другий є плавною за-
лежнiстю вiд рiзницi 𝐷 = 𝑍𝑝 − 𝑍𝑠. Розкладаючи

його в ряд за 𝐷, отримуємо

𝑊𝑠𝑠 (𝑍𝑠, 𝑍𝑝) =
𝐴

|𝑍𝑝 − 𝑍𝑠|
+𝐵 + 𝐶1 (𝑍𝑝 − 𝑍𝑠) +

+𝑂
[︁
(𝑍𝑝 − 𝑍𝑠)

2
]︁
.

Нормування цього виразу за допомогою виразу (4)
дає

𝑤𝑠𝑠 (𝑍𝑠, 𝑍𝑝) = 𝐴′ +𝐵′ |𝑍𝑝 − 𝑍𝑠|+
+𝑂 [|𝑍𝑝 − 𝑍𝑠| (𝑍𝑝 − 𝑍𝑠)]. (14)
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Рис. 3. Нормованi 𝑤-карти для 𝐾12 = − 2
3

(𝜀1/𝜀2 = 1
5
). 𝑍𝑠 = −1 (𝑎), − 1

3
(𝑏), 1

3
(𝑐) та 1 (𝑑)

Якщо заряди розташованi на однаковiй вiдстанi
вiд поверхнi подiлу, то

𝑊𝑠𝑠 (𝑋𝑠, 𝑋𝑝) =
𝐴

|𝑋𝑝 −𝑋𝑠|
+𝐵 + 𝐶2 (𝑋𝑝 −𝑋𝑠)

2
+

+𝑂
[︁
|𝑋𝑝 −𝑋𝑠| (𝑋𝑝 −𝑋𝑠)

2
]︁

та

𝑤𝑠𝑠 (𝑋𝑠, 𝑋𝑝) = 𝐴′ +𝐵′ |𝑋𝑝 −𝑋𝑠| +

+𝑂
[︁
|𝑋𝑝 −𝑋𝑠| (𝑋𝑝 −𝑋𝑠)

2
]︁
. (15)

Саме другi члени у виразах (14) i (15) вiдповiда-
ють за конiчний характер 𝑤-карти поблизу R𝑠.

Характерною рисою цiєї особливостi є сталiсть
її максимального вiдхилення коли R𝑝 = R𝑠 вiд
площини 𝑤 = 1; це вiдхилення вiдрiзняється коли
𝑍𝑠 ≶ 0. Дiйсно, з формул (8) i (4) з 𝜀 = 1

2 (𝜀1 +
+ 𝜀2), можна отримати такий вираз для нормова-
ної величини 𝑤:

𝑤(𝑋𝑝, 𝑍𝑝) =

=
1

𝐾𝑠𝑠′ + 1

⎛⎝𝐾𝑠𝑠′

√︁
𝑋𝑝 + (𝑍𝑝 − 𝑍𝑠)

2√︁
𝑋𝑝 + (𝑍𝑝 + 𝑍𝑠)

2
+ 1

⎞⎠. (16)
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У результатi максимальне значення вiдхилення в
середовищi 𝑠 дорiвнює

maxΔ𝑤𝑠 = lim
𝑋𝑝→0,𝑍𝑝→𝑍𝑠

𝑤(𝑋𝑝, 𝑍𝑝)− 1 = − 𝐾𝑠𝑠′

𝐾𝑠𝑠′ + 1
.

(17)

Воно залежить лише вiд параметра 𝐾𝑠𝑠′ , тодi як
залежнiсть вiд 𝑍𝑠 зникає. Зокрема, якщо обидва
заряди розташованi в середовищi 𝑠 = 1, то для
обраного значення 𝐾12 = − 2

3 максимальна рiзни-
ця має пiк коли R𝑝 = R𝑠, що дорiвнює 2; порiв.
рис. 3, 𝑎 i 3, 𝑏. Але якщо обидва заряди розта-
шованi в середовищi 𝑠 = 2, тодi 𝐾21 = 2

3 , а ма-
ксимальне вiдхилення вiд рiвня 𝑤 = 1 досягає − 2

5
коли R𝑝 = R𝑠; порiв. рис. 3, 𝑐 i 3, 𝑑. Як випливає
з формули (17), спiввiдношення мiж висотою пiку
й глибиною занурення дорiвнює (𝐾21 = −𝐾12)

maxΔ𝑤𝑠=1

maxΔ𝑤𝑠=2
=

⃒⃒⃒⃒
⃒−

𝐾12

𝐾12+1

− 𝐾21

𝐾21+1

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1−𝐾12

1 +𝐾12
=

𝜀2
𝜀1

, (18)

тобто 5 для 𝐾12 = − 2
3 .

Таким чином, напрямок вiдхилення 𝑤-поверхнi
вiд площини вiдлiку 𝑤 = 1 визначається знаком
𝐾𝑠𝑠′ . Це залежить вiд того, чи збiгаються знаки
заряду-джерела 𝑄𝑠 i заряду поляризацiї на межi
подiлу, чи нi; див. роздiл 2. Заряд зонда починає
вiдчувати заряд поляризацiї, навiть перебуваючи
поблизу 𝑄𝑠. Якщо 𝜀𝑠 < 𝜀𝑠′ , знаки зарядiв джерела
й поляризацiї збiгаються, енергiя взаємодiї зонда
з ними пiдсумовується, їх сума перевищує енергiю
взаємодiї мiж зондом i джерелом, i виникає пiк.
Але якщо 𝜀𝑠 > 𝜀𝑠′ , знаки зарядiв джерела й поля-
ризацiї рiзнi, енергiя взаємодiї мiж зондом i заря-
дом поляризацiї вiднiмається вiд енергiї взаємодiї
зонд-джерело, результат менший за чисту енергiю
взаємодiї зонд-джерело, створюючи таким чином
провал.

Коли 𝑍𝑠 = 0 рiвняння (16) дає плоску поверхню
𝑤(𝑋𝑝, 𝑍𝑝) = 1. Це межа, до якої вираз (16) пря-
мує нерiвномiрно коли 𝑍𝑠 → −0 i 𝑍𝑠 → +0. Са-
ме ця нерiвномiрнiсть вiдповiдає за наявнiсть го-
строго краю на нормованих картах, розрахованих
для 𝑍𝑠 ̸= 0. Цей факт свiдчить про те, що викори-
стання класичної кулонiвської залежностi (4) для
опису електростатичної взаємодiї мiж двома то-
чковими зарядами поблизу межi подiлу дiелектри-
чно рiзних середовищ є некоректним. Вiдхилен-
ня вiд рiвняння (4) залишається значним, навiть

якщо вiдповiднi заряди розташованi близько один
до одного: воно є величиною першого, а не дру-
гого порядку за вiдстанню вiд джерела до зонда..
Це важливо, наприклад, для формування ексито-
на або триона Ваньє–Мотта в шаруватих системах
[119–121].

6. Ефективна дiелектрична
проникнiсть. 𝜀eff -карти

Тiльки для обмеженого сферично-симетричного
розподiлу заряду потенцiал за його межами має
всюди точну кулонiвську залежнiсть з показником
степеня 𝑁 = −1. Такi розподiли реально iснують
i мають практичне значення [122–126]. Водночас
iснує необхiднiсть у простих аналiтичних виразах
для апроксимацiї реальної координатної поведiнки
складнiших систем, принаймнi в певному дiапазонi
вiдстаней. Це має сенс тому, що iнодi вiдповiдний
розгляд дає змогу отримати аналiтичнi результа-
ти, якi є важливими для подальших оцiнок i пла-
нування обчислень.

Що стосується нашої системи (див. рис. 1), то
рiвняння (8) з пропущеним другим членом iно-
дi використовується для спрощення аналiзу [133,
134]; тобто, нехтують поляризацiйним зарядом, що
виникає на межi подiлу. Однак навiть у випад-
ку, коли молекулярнi рiвнi поблизу меж подiлу
розглядалися з урахуванням впливу заряду зо-
браження, розрахунки не проводилися послiдовно
з електростатичної точки зору (див., наприклад,
[135,136]). Щоб продемонструвати значущiсть ефе-
кту поляризацiї межi подiлу, перевiримо корект-
нiсть спрощеної одночленної моделi, побудувавши
(𝑋𝑝, 𝑍𝑝)-карту величини 𝜀eff , що задовольняє спiв-
вiдношенню

𝑊𝑠𝑠′(R𝑠,R𝑝) =
1

𝜀eff

𝑄𝑠𝑄𝑝

|R𝑝 −R𝑠|
, (19)

де лiва частина 𝑊𝑠𝑠′(𝑅𝑠, 𝑅𝑝) описується повним
виразом (8). Далi, оскiльки карти симетричнi вiд-
носно площини 𝑋𝑝 = 0, ми продемонструємо лише
їх дiлянки, що вiдповiдають 𝑋𝑝 ≥ 0. Таким чи-
ном ми краще проiлюструємо особливiсть карти,
що виникає в точцi R𝑝 = R𝑠. Тепер, як було опи-
сано вище, набiр параметрiв складається з однiєї
величини 𝐾12. На рис. 4 показано 𝜀eff -карти для
рiзних положень заряду-джерела 𝑄𝑠 (нагадаємо,
що конкретнi значення 𝑄𝑠 i 𝑄𝑝 можуть бути до-
вiльними в цьому випадку) у випадку 𝐾12 = − 2

3
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Рис. 4. 𝜀eff -карта для тих самих параметрiв, що й на рис. 3

(набiр параметрiв (12)). Ситуацiя з плато в сере-
довищi 𝑠′ зрозумiла: тут 𝑊𝑠𝑠′(R𝑠,R𝑝) описується
формулою (9), так що має мiсце точна рiвнiсть
𝜀eff = 1

2 (𝜀1 + 𝜀2). Увагу привертає той факт, що
якщо обидва заряди розташованi в одному середо-
вищi, то 𝜀eff = 𝜀𝑠 лише в однiй точцi R𝑝 = R𝑠, де
карта має гостру конiчну особливiсть.

Ще однiєю особливiстю 𝜀eff -карт є те, що 𝜀eff →
→ 1

2 (𝜀1 + 𝜀2), якщо вiдстань вiд джерела до зонда
𝐷 = |R𝑝 −R𝑠| прямує до нескiнченностi. Таким
чином, якщо джерело розташоване в середовищi 1
(𝜀1 = 1 < 𝜀2 = 5), а зонд вiддаляється вiд нього,
значення 𝜀eff спочатку рiзко зростає вiд 𝜀eff = 1, а

потiм продовжує монотонно наближатися до зна-
чення 𝜀eff = 1

2 (𝜀1 + 𝜀2). З iншого боку, якщо дже-
рело розташоване в середовищi 2 (𝜀1 = 5), то зна-
чення 𝜀eff спочатку рiзко зменшується вiд 𝜀eff = 5,
а потiм продовжує зменшуватися монотонно до
значення 𝜀eff = 1

2 (𝜀1 + 𝜀2). Ця тенденцiя має про-
сте пояснення.

Згiдно з мiркуваннями, наведеними в роздiлi 2,
якщо заряд-джерело розташований в середови-
щi 1, то енергiя взаємодiї дорiвнює сумi енергiй
взаємодiї заряду зонда як iз зарядом-джерелом,
так i з зарядом зображення. Тут важливо, що згi-
дно з рiвняннями (6) i (7), знаки заряду-джерела й
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заряду зображення рiзнi (𝜀1 < 𝜀2, отже 𝐾12 < 0).
Дуже близько до джерела його взаємодiя iз зон-
дом сильно переважає (вона має кулонiвську роз-
бiжнiсть), так що ми можемо розглядати другий
член у рiвняннi (8) як невелику поправку до пер-
шого. Однак на великих вiдстанях 𝐷 ≫ 𝑍𝑠 внески
обох членiв стають одного порядку. З точки зо-
ру вiддаленого пробного заряду, заряди, якi iнду-
кують поле, зближуються мiж собою, утворюючи
комбiнований заряд зi значенням 𝑄𝑠 + 𝑄′

𝑠, яке за
величиною менше, нiж 𝑄𝑠 (−1 < 𝐾12 < 0). Тепер

𝑊𝑠𝑠 (R𝑠,R𝑝) ≈
(𝑄𝑠 +𝑄′

𝑠)𝑄𝑝

𝜀1

1

|R𝑝 −R𝑠|
, (20)

i в рамках 𝜀eff -пiдходу можна приблизно вважати

(𝑄𝑠 +𝑄′
𝑠)

𝜀1
≈ 𝑄𝑠

𝜀eff
.

Тодi

𝜀eff ≈ 𝜀1
𝑄𝑠

𝑄𝑠 +𝑄′
𝑠

=
𝜀1

1 +𝐾12
> 𝜀1. (21)

Натомiсть якщо заряд-джерело розташований в
середовищi 2 (𝜀𝑠=2 = 5 > 𝜀𝑠′=1 = 1), те саме до-
слiдження приводить до спiввiдношення

𝜀eff ≈ 𝜀2
1 +𝐾21

< 𝜀2, (22)

оскiльки тепер 𝐾21 = −𝐾12 > 0.
Важливо зазначити, що 𝜀eff -карта – це “оберне-

на” 𝑤−1-карта, помножена на коефiцiєнт 1
2 (𝜀1+𝜀2).

Отже, iснування областей, де 𝜀eff = const, та конi-
чна поведiнка карти при R𝑝 → R𝑠 мають належне
пояснення.

Як показують 𝜀eff -карти, в аналiзованiй геоме-
трiї 𝜀eff -наближення є точним у випадку, коли за-
ряди розташованi в рiзних середовищах. В iншо-
му випадку, область у середовищi 𝑠, де 𝜀eff ≈ 𝜀𝑠,
розташована досить далеко вiд заряду-джерела, i
ми маємо 𝜀eff ̸= 𝜀𝑠 по всьому середовищу 𝑠. От-
же, можна зробити висновок, що в цьому випадку
застосованi 𝜀eff - i (𝜀 = 𝜀𝑠 = const)-моделi iнодi да-
ють лише грубi наближення до шуканої залежно-
стi 𝑊 (R𝑠,R𝑝).

7. Квазiкулонiвське наближення

7.1. 𝑁-карти

Ґрунтуючись на нашому попередньому аналiзi [63,
65], розглянемо таке квазiкулонiвське наближення

отриманих вище електростатичних залежностей:

𝑊 (𝐷) ≈ 𝐶𝐷𝑁 . (23)

Тут параметри 𝐶 i 𝑁 залежать вiд положень R𝑠

i R𝑝 обох зарядiв. Перейдемо до полярної системи
координат з початком координат у точцi R𝑠 (див.
рис. 1). Тодi 𝐶 i 𝑁 – це деякi функцiї вiдстанi вiд
джерела до зонда 𝐷 i кута 𝜃: 𝐶(𝐷, 𝜃) i 𝑁(𝐷, 𝜃). Для
фiксованого значення 𝜃* можна припустити, що в
межах деякого 𝐷-iнтервалу навколо вiдстанi 𝐷*,
𝐶 i 𝑁 змiнюються несуттєво, а тому їх можна вва-
важати константами 𝐶* i 𝑁* вiдповiдно. Якщо вi-
дома фактична залежнiсть 𝑊 (𝐷, 𝜃*), значення 𝐶*
i 𝑁* можна обчислити за допомогою рiвнянь

𝑁* =

[︂
𝐷

𝑊

𝑑𝑊

𝑑𝐷

]︂
𝐷=𝐷*

, (24)

𝐶* =

[︂
𝑊

𝐷𝑁*

]︂
𝐷=𝐷*

. (25)

Отже, виникає питання: чи iснує певне значення 𝑁
в рiвняннi (23), яке зробило б його хоча б прибли-
зно застосовним до нашої задачi? Для цього слiд
побудувати карту 𝑁 (𝑋𝑝, 𝑍𝑝). Завдяки простотi за-
дачi, вiдповiдний вираз можна отримати в аналi-
тичному виглядi.

Зокрема, якщо заряди розташованi в рiзних се-
редовищах, формула (24) застосовується до ви-
разу (9), а 𝑁 -карта в середовищi 𝑠′ є площиною
𝑁 (𝑋𝑝, 𝑍𝑝) = −1. Якщо точка (𝑋𝑝, 𝑍𝑝) розташо-
вана в середовищi 𝑠 на вiдстанi 𝐷 вiд заряду-
джерела, а вiдрiзок, що з’єднує заряди, орiєнто-
ваний пiд кутом 𝜃 вiдносно напрямку осi 𝑍 (див.
рис. 1), обчислення за формулами (24) i (8) при-
зводять до виразу

𝑁(𝐷, 𝜃) = −𝐺3 +𝐾𝑠𝑠′𝐷
2 (𝐷 + 2𝑍𝑠 cos 𝜃)

𝐺2 (𝐺+𝐾𝑠𝑠′𝐷)
, (26)

де

𝐺 =
√︀
𝐷2 + 4𝐷𝑍𝑠 cos 𝜃 + 4𝑍2

𝑠 . (27)

Тут набiр параметрiв також зводиться до одного
спiввiдношення 𝜀𝑠/𝜀𝑠′ або параметра 𝐾𝑠𝑠′ . Перехiд
вiд 𝑁(𝐷, 𝜃) до 𝑁 (𝑋𝑝, 𝑍𝑝) є тривiальним.

Отриманi 𝑁 -карти, розрахованi для 𝐾12 = − 1
3

(𝜀1/𝜀2 = 1
2 ) i рiзних позицiй заряду-джерела, по-

казано на рис. 5. Ми обрали саме цей варiант для
iлюстрацiї, оскiльки в iншому випадку 𝑁 досягає
значення −5 на межi подiлу, i конiчна особливiсть
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Рис. 5. 𝑁 -карти для тих самих параметрiв, що й на рис. 2 (див. пояснення в текстi)

карти погано помiтна у вiдповiдному масштабi.
Отже, поблизу межi подiлу ми можемо отримати
несподiвано велике значення 𝑁 , максимум якого,
згiдно з формулою (26), дорiвнює

𝑁(𝑍𝑠, 𝜋) =
𝐾𝑠𝑠′ − 1

𝐾𝑠𝑠′ + 1
= −𝜀𝑠′

𝜀𝑠
. (28)

Справедливiсть формули (26) у цьому випадку
можна продемонструвати так. Виходячи з рiвня-
ння (24), розглянемо спiввiдношення (нагадаємо,
що 𝐷 = 𝑍𝑠 − 𝑍𝑝)

𝑁(𝐷 → 𝑍𝑠 − 0, 𝜋)

𝑁(𝐷 → 𝑍𝑠 + 0, 𝜋)
=

=
lim𝐷→𝑍𝑠−0

𝐷
𝑊𝑠𝑠

lim𝐷→𝑍𝑠+0
𝐷

𝑊𝑠𝑠′

×
lim𝑍𝑝→+0

𝑑𝑊𝑠𝑠

𝑑𝑍𝑝

lim𝑍𝑝→−0
𝑑𝑊𝑠𝑠′
𝑑𝑍𝑝

(29)

мiж значеннями 𝑁 на межi подiлу з обох її бокiв.
Оскiльки залежнiсть 𝑊 (𝑍𝑝) є неперервною при пе-
ретинi межi подiлу, 𝑊𝑠𝑠(𝑍𝑝 = 0) = 𝑊𝑠𝑠′(𝑍𝑝 = 0),
перший дрiб у правiй частинi цього спiввiдноше-
ння дорiвнює 1. Водночас похiднi 𝑑𝑊𝑠𝑠

𝑑𝑍𝑝
i 𝑑𝑊𝑠𝑠′

𝑑𝑍𝑝

пропорцiйнi значенням електричного поля. Та-
ким чином, отримуємо спiввiдношення мiж вели-
чинами електричного поля вздовж межi подiлу,
яке має бути оберненим до спiввiдношення мiж
дiелектричними проникностями середовищ. Вра-
ховуючи, що згiдно з рiвнянням (9), знаменник
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𝑁(𝐷 → 𝑍𝑠 + 0, 𝜋) у лiвiй частинi рiвняння (29) до-
рiвнює −1, отримуємо формулу (28).

Неочiкуваний результат полягає в тому, що
спiввiдношення 𝜀𝑠′/𝜀𝑠 може в принципi набува-
ти будь-якого позитивного значення. Вiдповiдно,
ефективний показник степеня 𝑁 може досягати
будь-якого негативного значення − (𝜀𝑠′/𝜀𝑠). На-
приклад, якщо середовище 𝑠′ є сегнетоелектриком
або “класичним” металом з 𝜀𝑠′ → ∞, то 𝑁 прямує
до нескiнченностi. Маємо ефект, подiбний до то-
го, що спостерiгається в тришарових структурах
[65]. Звичайно, цей результат, що описує сильний
вплив поляризацiї межi подiлу (“зарядiв зображе-
ння”), отримано в рамках класичної електростати-
ки. Однак результат найiмовiрнiше збережеться,
якщо врахувати просторову дисперсiю дiелектри-
чної проникностi (див., наприклад, роботи [51, 69]
i посилання в них).

Розглянемо 𝑁 -карти в цiлому. Можна побачи-
ти, що, окрiм середовища 𝑠′, кулонiвське значен-
ня 𝑁 = −1 показника степеня в наближеннi (23)
для середовища 𝑠 справедливе лише в однiй то-
чцi R𝑠, де розташований заряд-джерело. Значен-
ня 𝑁 = −1 також досягається асимптотично на
нескiнченностi, 𝐷 → ∞, оскiльки тут ми набли-
жаємося до кулоноподiбної залежностi; див. також
роздiл 6. Отже, залежнiсть 𝑁(𝐷, 𝜃) вiд 𝐷 є немо-
нотонною, а область середовища 𝑠, де 𝑁 суттє-
во вiдхиляється вiд −1, досить велика в усiх на-
прямках. Отже, все залежить вiд того, чи є доста-
тнiм застосування класичного значення 𝑁 = −1
як наближення. У будь-якому разi це слiд робити
з обережнiстю.
𝑁 -карти показують, що якщо заряди розташо-

ванi в середовищi з нижчою дiелектричною про-
никнiстю, 𝜀𝑠 < 𝜀𝑠′ , то поляризацiйний заряд на
межi подiлу посилює залежнiсть їхньої взаємодiї
вiд вiдстанi 𝐷 мiж ними порiвняно iз законом Ку-
лона, тобто ефективне 𝑁 < −1. Якщо ж 𝜀𝑠 > 𝜀𝑠′ ,
ця залежнiсть стає слабшою, −1 < 𝑁 < 0.

7.2. Еволюцiя карт

Специфiчною особливiстю моделi, проаналiзованої
в цiй роботi, є вiдсутнiсть природного масштабу
довжини. А саме, єдиним можливим параметром
довжини є вiдстань |𝑍𝑠| заряду-джерела вiд по-
верхнi подiлу. Отже, якщо у картах 𝑤 (𝑋𝑝, 𝑍𝑝),
𝜀eff (𝑋𝑝, 𝑍𝑝) i 𝑁 (𝑋𝑝, 𝑍𝑝) ми пiдставимо 𝑋𝑝 =

= 𝐷0 sin𝜙 i 𝑍𝑝 = 𝐷0 cos𝜙 (тут 𝐷0 – вiдстань вiд за-
ряду зонда до початку координат (0,0); див. рис. 1)
i здiйснимо нормування 𝐷0 = 𝑑0 |𝑍𝑠|, отриманi
формули мiститимуть як змiннi лише величини 𝑑0,
𝜙 i 𝐾𝑠𝑠′ ; зокрема, величина |𝑍𝑠| зникає. Тодi, на-
приклад, для 𝑁 -карт, отримуємо

𝑁(𝑑0, 𝜙) =
𝐾𝑠𝑠′

(︀
1− 𝑑20

)︀
𝑘− − 𝑘3+

𝑘2+(𝐾𝑠𝑠′𝑘− + 𝑘+)
, (30)

де

𝑘± =
√︁
1 + 𝑑20 ± 2𝑑0 cos𝜙.

Iншими словами, для фiксованого 𝐾𝑠𝑠′ , отри-
манi формули описуватимуть статичнi унiверсаль-
нi карти в нормованих радiальних (𝑑0, 𝜙)-коор-
динатах (або декартових (𝑥𝑝 = 𝑋𝑝/|𝑍𝑠|, 𝑧𝑝 =
= 𝑍𝑝/|𝑍𝑠|)-координатах). Якщо координата 𝑍𝑠 змi-
нюється, зазначенi карти радiально деформую-
ться (вони стискаються до початку координат,
якщо |𝑍𝑠| зменшується, або вiддаляються вiд ньо-
го, якщо |𝑍𝑠| збiльшується). У результатi всi пiки
й провали в середовищi 𝑠, що походять вiд карт
у (𝑋𝑝, 𝑍𝑝)-координатах, збережуть свої величини
пiд час руху до або вiд початку координат. Зага-
лом, коли 𝑍𝑠 → 0, ми маємо неоднорiдну збiжнiсть
𝑤-карт до площини 𝑤 = 1, 𝜀eff -карт до площини
𝜀eff = 1 i 𝑁 -карт до площини 𝑁 = −1. Водночас
зазначенi карти в середовищi 𝑠′ також радiально
деформованi. Однак оскiльки вони плоскi в цьому
середовищi, перетворення є “прихованим”.

7.3. 𝑁-наближення

Тепер зрозумiло, що не можна вибрати певне фi-
ксоване значення параметра 𝑁 у формулi (23),
щоб остання адекватно описувала взаємодiю мiж
двома точковими зарядами в дослiджуванiй дво-
шаровiй системi, коли цi заряди розташованi в
одному середовищi. Тодi виникає нове питання:
наскiльки добре параметри, визначенi формула-
ми (24) i (25), можуть апроксимувати цю взаємо-
дiю в межах скiнченного iнтервалу вiдстаней мiж
зарядами?

Щоб вiдповiсти на це питання, проаналiзуємо
поведiнку формул (26) i (27), коли заряд-зонд 𝑄𝑝

наближається до заряду-джерела 𝑄𝑠 вздовж пря-
мої лiнiї, орiєнтованої пiд кутом 𝜃 вiдносно нормалi
до межi подiлу (див. рис. 1). Для спрощення, далi
ми вважатимемо, що обидва заряди розташованi в
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Рис. 6. Залежностi показника степеня 𝑁 у рiвняннi (23)
вiд нормалiзованої вiдстанi 𝑑 = 𝐷/𝑍𝑠 мiж зарядами, роз-
ташованими в середовищi 1 на однаковiй вiдстанi вiд межi
подiлу (𝜃 = 𝜋

2
) для рiзних спiввiдношень 𝜀1 : 𝜀2

середовищi 1 (𝑍 > 0, 𝑠 = 1), так що 𝑍 < 0 i 𝑠′ = 2
для середовища 2. Як i ранiше, нормуючи вiдстанi
за допомогою 𝑍𝑠 > 0, тобто 𝐷/𝑍𝑠 ≡ 𝑑, отримуємо
формули, унiверсальнi для всiх 𝑍𝑠 > 0:

𝑁(𝑑, 𝜃) = −𝑘3 +𝐾𝑠𝑠′𝑑
2 (𝑑+ 2 cos 𝜃)

𝑘2 (𝑘 +𝐾𝑠𝑠′𝑑)
, (31)

де

𝑘 =
√︀
𝑑2 + 4𝑑 cos 𝜃 + 4. (32)

Звiсно, залежнiсть вiд безрозмiрного коефiцiєнта
𝐾𝑠𝑠′ зберiгається. Продемонструємо вплив 𝐾𝑠𝑠′ на
залежнiсть (31). Нам слiд проаналiзувати два ви-
падки: 𝜀1 < 𝜀2 i 𝜀1 > 𝜀2. Крiм того, ми обмежи-
мо наш аналiз випадками 𝜃 = 0 (заряди розта-
шованi на однiй нормалi до межi подiлу, а заряд-
зонд “рухається” в глибину середовища 1) i 𝜋

2 (за-
ряди розташованi на однаковiй вiдстанi вiд межi
подiлу).

На рис. 6 порiвнюються залежностi 𝑁(𝑑, 𝜋
2 ), роз-

рахованi для 𝐾12 = − 1
3 (𝜀1/𝜀2 = 1

2 ) i 𝐾12 =
= − 2

3 (𝜀1/𝜀2 = 1
5 ) (панель 𝑎) i 𝐾12 = 1

3 (𝜀1/𝜀2 = 2
1 )

i 𝐾12 = 2
3 (𝜀1/𝜀2 = 5

1 ) (панель 𝑏). Очевидно, що
вiдхилення 𝑁 вiд кулонiвського значення 𝑁 = −1
бiльшi, якщо середовища мають бiльшу дiелектри-
чну рiзницю. Водночас знак вiдхилень вiдповiдає
спiввiдношенню 𝜀1 ≷ 𝜀2 мiж дiелектричними про-
никностями. Видно, що вiдхилення вiд 𝑁 = −1
є максимальними в практично найцiкавiшому iн-
тервалi 0,5 . 𝑑 . 5 . Зауважимо, що залежностi,
показанi суцiльними кривими, є належним чином
нормованими перерiзами 𝑁 -карт, зображених на
рис. 5 площинами, проведеними через конiчну осо-
бливiсть карти й паралельно до (𝑋𝑃 , 𝑁)-площини.

Результати для залежностей 𝑁(𝑑, 0) аналогiчнi,
i тому тут не наводяться.

Тепер ми готовi вiдповiсти на питання, постав-
лене на початку цього роздiлу. З процедури зна-
ходження апроксимацiйних залежностей (23) ви-
дно, що вони є дотичними до залежностей 𝑊 (𝐷, 𝜃)
у шуканих контрольних точках. Отже, бiльшiсть
з них мають одну спiльну точку з такою за-
лежнiстю. Те саме стосується нормованих зале-
жностей 𝑤(𝑑) та їх нормованих квазiкулонiвських
наближень. Доцiльно проiлюструвати наближен-
ня, розрахованi для кiлькох точок, розташова-
них на рiзних вiдстанях вiд точкового заряду-
джерела вздовж двох зазначених вище прямих лi-
нiй (𝜃 = 0 i 𝜋

2 ).
На рис. 7 ми демонструємо якiсть 𝑤-набли-

ження (23) у випадку 𝐾12 = − 1
3 (𝜀1/𝜀2 = 1

2 ) для
𝜃 = 0 (панель 𝑎; зонд “вiддаляється” вiд джерела
в об’єм середовища 1) i 𝜋

2 (панель 𝑏; зонд i дже-
рело розташованi на однаковiй вiдстанi вiд межi
подiлу). Як i ранiше у випадку з рис. 5, кривi
є поперечними перерiзами вiдповiдних карт, роз-
глянутих вище, (𝜃 = 0)-кривi – це поперечнi пе-
рерiзи карт площиною, проведеною через конiчну
особливiсть карти й паралельно до (𝑍𝑝, 𝑁)- або
(𝑍𝑝, 𝑤)-площини, тодi як

(︀
𝜃 = 𝜋

2

)︀
-кривi – це попе-

речнi перерiзи карт площиною, проведеною через
конiчнi особливостi карт i паралельно до (𝑋𝑝, 𝑁)-
або (𝑋𝑝, 𝑤)-площини.

Самi конiчнi особливостi на графiках стали по-
логими, оскiльки вони побудованi в логарифмiчно-
му масштабi параметра 𝑑 (незмiненi конiчнi профi-
лi особливостей можна бачити на рис. 6). Логари-
фмiчна шкала вздовж осi 𝑑 була обрана для того,
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Рис. 7. 𝑎 – порiвняння залежностей 𝑁(𝑑) для зарядiв, розташованих у середовищi 1 на однаковiй вiдстанi вiд межi
подiлу (𝜃 = 𝜋

2
) i на тiй самiй нормалi до межi подiлу (𝜃 = 0); 𝑏 – залежнiсть 𝑤 (𝑑) (товста сiра крива) та її апроксимацiї

квазiкулонiвськими залежностями за формулою (23) (суцiльнi кривi) у рiзних точках логарифмiчної шкали 𝑑, 𝜃 = 0.
Асимптотику 𝑤 (𝑑 → ∞) показано пунктирною лiнiєю. Тонка горизонтальна лiнiя вiдповiдає “справжнiй” кулонiвськiй
залежностi (𝑁 = −1), розрахованiй з 𝑑 = 1. 𝑐 – те саме, що й на панелi (𝑏), але для 𝜃 = 𝜋

2
. Для всiх панелей 𝜀1 : 𝜀2 =

= 1 : 2

Рис. 8. Те саме, що й на рис. 7, але для 𝜀1 : 𝜀2 = 2 : 1

щоб охопити дослiджуванi точки в достатньо ши-
рокому дiапазонi вiдстаней, 𝑑 = 0,01, 0,1, 0,2, 0,5,
1, i 5, якi є найбiльш цiкавими для практичних
розрахункiв. Крiм того, нормованi апроксимацiй-
нi залежностi (23) виявилися майже лiнiйними (це
є результатом малостi коефiцiєнта дiелектричної
невiдповiдностi 𝑅𝜀𝜀

12) i чiтко помiтними у вибрано-
му форматi. Справжнє кулонiвське наближення в
кожнiй точцi виглядало б як горизонтальна лiнiя
(тут ми маємо справу з нормованою 𝑤-залежнiстю,
а не з 𝑊 -залежнiстю). Наприклад, на рис. 7, 𝑏 ми
побудували графiк одного з таких наближень (ко-
ли 𝑑 = 1) тонкою суцiльною лiнiєю. Очевидно, що

для 0 < 𝜃 < 𝜋
2 вiдповiднi кривi будуть лежати десь

мiж нанесеними кривими.
Для повноти картини на рис. 8 той самий аналiз

проведено для випадку 𝐾12 = 1
3 (𝜀1/𝜀2 = 2

1 ), i отри-
манi результати дуже схожi. Беручи до уваги, що
в обох випадках iснує iнтервал вiдстаней, на якому
степеневе квазiкулонiвське наближення є досить
задовiльним, можна зробити висновок, що це на-
ближення може бути корисним для розрахункiв.

8. Висновки

Аналiз, проведений у цiй статтi в межах класи-
чної електростатики, свiдчить про те, що взає-
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модiя мiж двома точковими зарядами, розташо-
ваними поблизу межi подiлу двох дiелектрично
рiзних середовищ, суттєво спотворюється поля-
ризацiйним зарядом, iндукованим на межi подi-
лу через дiелектричну невiдповiднiсть мiж сере-
довищами. Оцiнено величину ефекту й запропоно-
вано просте наближення енергiї електростатичної
взаємодiї.

Взаємодiя мiж зарядами, розташованими в рi-
зних середовищах, включно з випадком, коли один
або обидва заряди розташованi на межi подiлу, є
суто кулонiвською, зi змiненою ефективною дiеле-
ктричною проникнiстю.

Випадок, коли заряди розташованi в одному се-
редовищi, є цiкавiшим. Тут основним результатом
розрахункiв є конiчний характер 𝑤-, 𝜀eff - i 𝑁 -карт
у точцi R𝑝 = R𝑠, де 𝜀eff = 𝜀𝑠 i 𝑁 = −1 лише в цiй
точцi. Тому спроби використовувати 𝜀eff - (рiвнян-
ня (19)) або 𝑁eff -наближення (рiвняння (23)) ста-
ють корисними лише в обмежених iнтервалах вiд-
станей вiд джерела до зонда 𝐷, а довжина цих iн-
тервалiв зменшується зi зближенням зарядiв один
з одним. Варто зазначити, що вiдхилення 𝑁 вiд −1
є немонотонними вiдносно 𝐷 i сильно залежать вiд
спiввiдношення 𝜀𝑠 ≶ 𝜀′𝑠.

Ми наголошуємо, що неочiкуванi нетривiальнi
залежностi, виявленi шляхом ретельного аналiзу
в базовому випадку двошарової системи з дiеле-
ктричною невiдповiднiстю, чiтко демонструють,
що слiд бути дуже обережним, застосовуючи апрi-
орнi якiснi мiркування, навiть у простих задачах.
У тiй самiй галузi дослiджень, пов’язанiй iз по-
ляризацiєю межi подiлу й методом зарядiв зобра-
жень, нещодавно було зроблено аналогiчний ви-
сновок пiд час розв’язання парадоксу щодо по-
верхневого дипольного моменту [137].

Отриманi результати становлять загальний iнте-
рес i можуть бути застосованi, зокрема, в поверх-
невiй трибоелектрицi [125, 138] i в дослiдженнях
екситонiв Ваньє-Мотта в шаруватих системах, де
дiелектричну невiдповiднiсть слiд враховувати пiд
час розрахунку енергiй зв’язку [119, 127].

Ця робота була виконана в Iнститутi фiзи-
ки Нацiональної академiї наук України (гранти
1.4.B-219 та IF-2026/2).
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101. P. Guéret, E. Marclay, H. Meier. Experimental observati-
on of the dynamical image potential in extremely low
GaAs/Al𝑥Ga1−𝑥As/GaAs tunnel berriers. Appl. Phys.
Lett. 53, 1617 (1988).

102. A.M. Gabovich, V.M. Rozenbaum, A.I. Voitenko. Impor-
tance of the plasmon damping for the dynamical image
forces. Phys. Status Solidi B 214, 29 (1999).

103. A.M. Gabovich, A.I. Voitenko. Dynamic image forces near
a metal surface and the point-charge motion. Eur. J.
Phys. 33, 1289 (2012).

816 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2026. Т. 71, № 10



Вплив поляризацiї межi подiлу на взаємодiю зарядiв

104. M.A. Vorotyntsev. Model nonlocal electrostatics: II.
Spherical interface. J. Phys. C 11, 3323 (1978).

105. A.A. Kornyshev, M.A. Vorotyntsev. Model nonlocal elec-
trostatics: III. Cylindrical interface. J. Phys. C 12, 4939
(1979).

106. R. Messina. Image charges in spherical geometry: Appli-
cation to colloidal systems. J. Chem. Phys. 117, 11062
(2002).

107. A.A. Kornyshev, D.J. Lee, S. Leikin, A. Wynveen. Struc-
ture and interactions of biological helices. Rev. Mod.
Phys. 79, 943 (2007).

108. F. Loran, S. Moghimi-Araghi. Does a curved mirror ho-
nestly reflect your identity? A study of multipole images
in front of a grounded sphere. Eur. J. Phys. 47, 015104
(2026).

109. G. Wang, A. Chernikov, M.M. Glazov, T.F. Heinz, X. Ma-
rie, T. Amand, B. Urbaszek. Colloquium: Excitons in ato-
mically thin transition metal dichalcogenides. Rev. Mod.
Phys. 90, 021001 (2018).

110. H.T. Nguyen-Truong. Exciton binding energy and screeni-
ng length in two-dimensional semiconductors. Phys. Rev.
B 105, L201407 (2022).

111. A.M. Gabovich, A.I. Voitenko. Electrostatic charge-
charge and dipole-dipole interactions near the surface of
a medium with screening non-locality (Review Article).
Fiz. Nizk. Temp. 42, 841 (2016).

112. F.S. Cipcigan, J. Crain, V.P. Sokhan, G.J. Martyna.
Electronic coarse graining: Predictive atomistic modeli-
ng of condensed matter. Rev. Mod. Phys. 91, 025003
(2019).

113. C. Kittel. Introduction to Solid State Physics (John Wiley
and Sons, 2005).

114. J. Tersoff. Theory of semiconductor heterojunctions: The
role of quantum dipoles. Phys. Rev. B 30, 4874 (1984).

115. M. Peressi, N. Binggeli, A. Baldereschi. Band engineering
at interfaces: theory and numerical experiments. J. Phys.
D 31, 1273 (1998).

116. X. Crispin. Interface dipole at organic/metal interfaces
and organic solar cells. Solar Energy Materials and Solar
Cells 83, 147 (2004).

117. N.C. Bristowe, P.B. Littlewood, E. Artacho. The net
charge at interfaces between insulators. J. Phys.:
Condens. Matter. 23, 081001 (2011).

118. R. Kipling. In the neolitic age. In: The Seven Seas
(Methuen and Co., 1986), p. 125.

119. R.T. Senger, K.K. Bajaj. Binding energies of excitons in
polar quantum well heterostructures. Phys. Rev. B 68,
205314 (2003).

120. L.S.R. Cavalcante, A. Chaves, B. VanDuppen, F.M. Pee-
ters, D.R. Reichman. Electrostatics of electron-hole
interactions in van der Waals heterostructures. Phys. Rev.
B 97, 125427 (2018).

121. E.C. Regan, D. Wang, E.Y. Paik, Y. Zeng, L. Zhang,
J. Zhu, A.H. MacDonald, H. Deng, F. Wang. Emergi-
ng exciton physics in transition metal dichalcogenide
heterobilayers. Nat. Rev. Mater. 7, 778 (2022).

122. C.F. Gallo, W.L. Lama. Electrostatic model for the
correlation between the work function and the ionization
energy of the metallic elements. IEEE Trans. Ind. Appl.
IA-10, 496 (1974).

123. C.F. Gallo, W.L. Lama. Classical electrostatic description
of the work function and ionization energy of insulators.
IEEE Trans. Ind. Appl. IA-12, 7 (1976).

124. C.F. Gallo, W.L. Lama. Some charge exchange pheno-
mena explained by a classical model of the work function.
J. Electrostatics 2, 145 (1976).

125. A.G. Bailey. Electrostatic phenomena during powder
handling. Powder Technol. 37, 71 (1984).

126. K. Wong, S. Vongehr, V.V. Kresin. Work functions, ioni-
zation potentials, and in between: Scaling relations based
on the image-charge model. Phys. Rev. B 67, 035406
(2003).

127. M. Kumagai, T. Takagahara. Excitonic and nonlinear-
optical properties of dielectric quantum-well structures.
Phys. Rev. B 40, 12359 (1989).

128. K.S. Thygesen. Calculating excitons, plasmons, and qua-
siparticles in 2D materials and van der Waals hetero-
structures. 2D Mater. 4, 022004 (2017).

129. H. Zahra, A. Hichri, S. Jaziri. Comparative study of the
exciton binding energies of thin and ultrathin organic-
inorganic perovskites due to dielectric mismatch effects.
J. Appl. Phys. 122, 015701 (2017).

130. J.R. Barker, A. Martinez. Image charge models for ac-
curate construction of the electrostatic self-energy of
3D layered nanostructure devices. J. Phys.: Condens.
Matter. 30, 134002 (2018).

131. C. Katan, N. Mercier, J. Even. Quantum and dielectric
confinement effects in lower-dimensional hybrid perovski-
te semiconductors. Chem. Rev. 119, 3140 (2019).

132. C. Jiao, S. Pei, S. Wu, Z. Wang, J. Xia. Tuning and
exploiting interlayer coupling in two-dimensional van der
Waals heterostructures. Rep. Prog. Phys. 86, 114503
(2023).

133. G.D. Scholes. Insights into excitons confined to nanoscale
systems: Electron-hole interaction, binding energy, and
photodissociations. ACS Nano 2, 523 (2008).

134. D. Neilson, A. Perali, A.R. Hamilton. Excitonic superflui-
dity and screening in electron-hole bilayer systems. Phys.
Rev. B 89, 060502 (2014).

135. T.A.S. Pereira, J.S. deSousa, J.A.K. Freire, G.A. Farias.
On the interplay between quantum confinement and di-
electric mismatch in high-𝜅 based quantum wells. J. Appl.
Phys. 108, 054311 (2010).

136. J.M. Garcia-Lastra, K.S. Thygesen. Renormalization of
optical excitations in molecules near a metal surface.
Phys. Rev. Lett. 106, 187402 (2011).

137. A. Garg. An instructive paradox in the method of images.
Amer. J. Phys. 94, 197 (2026).

138. A.G. Bailey. Charging of solids and powders. J. Electro-
statics 30, 167 (1993).

Одержано 11.09.26

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2026. Т. 71, № 10 817



О.I. Войтенко, О.М. Габович

A.I. Voitenko, A.M.Gabovich

INFLUENCE OF INTERFACE
POLARIZATION ON CHARGE-CHARGE
INTERACTION IN TWO-LAYER SYSTEMS

The influence of a plane interface between two semi-infinite die-

lectrically dissimilar insulators on the interaction of two point

charges located near it has been analyzed. It was shown that

their interaction is significantly modified by the polarization

charges induced at the interface. In particular, if the charges

are in the same medium, then the dependence of their inter-

action energy 𝑊 on the distance 𝐷 between the charges dif-

fers from the Coulomb law. At the same time, if the charges

are in different media, the interaction law remains Coulom-

bic, but with an effective dielectric constant value. Deviations

from the Coulombic interaction were calculated quantitatively

and investigated analytically. The maps 𝑊 (R𝑠,R𝑝) describing

the profiles of 𝑊 as a function of the charges’ coordinates R𝑠

and R𝑝 are presented. The approximations of 𝑊 (𝐷) were ob-

tained and their validity was analyzed. It was concluded that

in layered structures, polarization corrections should always be

taken into account when studying various properties of charged

entities, e.g., electrons and holes forming Wannier–Mott

excitons.

Ke yw o r d s: two-layer structures, dielectric mismatch, charge-
charge interaction, polarization forces, non-Coulombic de-
pendence.
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