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МЕТОД МАЛОГО
ПАРАМЕТРА В ЗАДАЧI ХЕМОТАКСИСУУДК 577.3

У статтi пропонується iтерацiйний метод для побудови аналiтичного наближеного
розв’язку задачi хемотаксису в просторово обмеженiй одновимiрнiй системi. У рамках
запропонованого пiдходу отримано такий розв’язок, знайдено достатнi умови його за-
стосовностi й виконано порiвняння аналiтичного наближеного i чисельного розв’язкiв.
К люч о в i с л о в а: хемотаксис, атрактант, малий параметр, розподiл, збiжнiсть, iтерацiя.

Знадобиться час, щоб вiдновити хаос.
Джордж БУШ

1. Вступ

Пiд час розв’язання iнженерних i фiзичних за-
дач дослiдники часто стикаються з математично
складними проблемами, якi не мають аналiтично-
го розв’язку. У таких випадках альтернативою є
отримання або чисельного, або наближеного ана-
лiтичного розв’язку. Кожен iз цих пiдходiв має
свої переваги та недолiки. Чисельний розв’язок,
у принципi, можна вважати “точним”. Детальнiше
точнiсть такого розв’язку визначається точнiстю
чисельного методу, використаного для його отри-
мання. У бiльшостi випадкiв ця точнiсть є контро-
льованою в тому сенсi, що, якщо чисельний метод
є збiжним, зазвичай можна отримати розв’язок iз
необхiдною точнiстю. Однак навiть такий пiдхiд
не завжди є прийнятним.

Рiч у тiм, що пiд час розв’язання задач теоре-
тичної фiзики або математичної бiофiзики часто
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необхiдно мати аналiтичний розв’язок. Це крити-
чно важливо у випадках, коли метою отримання
розв’язку є подальший якiсний аналiз дослiджува-
ної системи. Це досить поширена й, певною мiрою,
“класична” ситуацiя. Чисельний розв’язок, яким
би точним вiн не був, зазвичай непридатний для
цiєї мети. Фундаментальна неможливiсть отрима-
ння точного аналiтичного розв’язку ускладнює си-
туацiю, але навiть за його вiдсутностi наближений
аналiтичний розв’язок може бути цiлком доста-
тнiм. Бiльше того, точний розв’язок може вияви-
тися настiльки складним i незручним, що викори-
стання наближеного аналiтичного розв’язку стає
прiоритетним. Хемотаксис є прикладом ситуацiї,
для якої все зазначене вище є надзвичайно акту-
альним [1–19].

Хемотаксис – це процес, за якого джгутиковi
бактерiї рухаються в напрямку збiльшення кон-
центрацiї атрактанта. Прикладом таких бактерiй є
Escherichia coli, а атрактантом є цукор. Увесь про-
цес є досить складним i багатостадiйним (див., на-
приклад, роботи [20–22]). Бактерiї можуть рухати-
ся завдяки обертанню своїх джгутикiв. Вони руха-
ються рiвномiрно та прямолiнiйно. Однак у певнi
моменти вiдбувається процес, який називають пе-
реорiєнтацiєю (tumbling): бактерiя зупиняється й
випадковим чином змiнює напрямок руху. Бакте-
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рiї також мають спецiалiзованi рецептори, якi ви-
являють атрактанти. Пiсля взаємодiї з атрактан-
том рецептори активуються й залишаються в цьо-
му станi протягом певного часу. Важливим є те,
що чим бiльше рецепторiв активовано в бактерiї,
тим менш iмовiрною є її переорiєнтацiя. Iншими
словами, чим бiльше атрактанта реєструє бактерiя
пiд час руху, тим менш iмовiрно, що вона змiнить
напрямок руху. У результатi бактерiя опиняється
в областi з вищою концентрацiєю атрактанта.

Iснує метод дослiдження хемотаксису, що ґрун-
тується на феноменологiчних моделях, ядром яких
є система нелiнiйних диференцiальних рiвнянь ди-
фузiйного типу (див. роботи [23–30] та, для порiв-
няння й огляду моделей, роботи [31–33]). Конкре-
тна постановка задачi залежить вiд розмiрностi
системи, характеристик розподiлу атрактанта та
способу введення бактерiй у систему. Однак зага-
лом така система не допускає точного аналiтично-
го розв’язку. Водночас аналiтичнi розв’язки (на-
вiть наближенi) становлять першочерговий iнте-
рес, оскiльки вони необхiднi для якiсного аналi-
зу вiдповiдних бiофiзичних процесiв у хемотаксисi.
Тому пошук методiв побудови наближених аналi-
тичних розв’язкiв цiєї задачi є актуальним i пер-
спективним.

2. Постановка задачi

Розглянемо одновимiрну систему, що мiстить ба-
ктерiї та атрактант. Нас цiкавить знаходження
стацiонарного розподiлу бактерiй у такiй системi.
Для цього формалiзуємо задачу. А саме, припусти-
мо, що просторова координата 𝑥 змiнюється вiд 0
до 𝐿, тобто 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿. Нехай 𝑏(𝑥) позначає фун-
кцiю розподiлу бактерiй у системi. Нехай 𝑎(𝑥) по-
значає розподiл атрактанта в системi. Вiдповiдно
до базової моделi потiк 𝑗𝑏(𝑥) бактерiй визначається
таким чином [23–30]:

𝑗𝑏(𝑥) = −𝐷
𝑑𝑏

𝑑𝑥
+ 𝑘

𝑏(𝑥) 𝑑𝑎𝑑𝑥
(𝑎0 + 𝑎(𝑥))2

, (1)

де 𝐷 – коефiцiєнт дифузiї, а 𝑘 та 𝑎0 – феноменоло-
гiчнi параметри моделi. Перший доданок у правiй
частинi виразу (1) описує дифузiю бактерiй, тодi
як другий доданок описує внесок у потiк, пов’я-
заний iз хемотаксисом. Цей доданок пропорцiйний
концентрацiї бактерiй i градiєнту (похiднiй) кон-
центрацiї атрактанта. Знаменник у цьому доданку

зумовлює насичення процесу хемотаксису, внаслi-
док чого активується майже вся сукупнiсть реце-
пторiв i бактерiя стає менш чутливою до виявлен-
ня атрактанта пiд час руху [21, 22].

Стацiонарнiсть розподiлу бактерiй у системi
означає, що потiк бактерiй є сталим (включно з мо-
жливiстю того, що вiн дорiвнює нулю). Однак для
остаточного формулювання задачi необхiдно за-
дати граничнi умови та визначити розподiл атра-
ктанта. Граничнi умови зазвичай обирають вiдпо-
вiдно до експериментальної установки. Розгляне-
мо ситуацiю, коли концентрацiя бактерiй на межах
системи є однаковою та задається вiдомою величи-
ною 𝐵:

𝑏(0) = 𝑏(𝐿) = 𝐵. (2)

Що стосується атрактанта, будемо вважати, що
його концентрацiя дорiвнює нулю на лiвiй межi
𝑥 = 0, а на правiй межi 𝑥 = 𝐿 концентрацiя атра-
ктанта є вiдомою:

𝑎(0) = 0, (3)

𝑎(𝐿) = 𝐴, (4)

де значення 𝐴 задане. Крiм того, за умов (3), (4) та
вiльного розподiлу атрактанта в системi легко по-
казати, що просторовий розподiл атрактанта буде
лiнiйним за координатою:

𝑎(𝑥) = 𝐴
𝑥

𝐿
. (5)

З урахуванням усього цього остаточно можемо за-
писати спiввiдношення, яке разом з умовою (2) ви-
значає стацiонарний розподiл бактерiй у системi:

𝐷
𝑑𝑏

𝑑𝑥
− 𝑘𝐴

𝐿

𝑏(𝑥)

(𝑎0 +
𝐴
𝐿𝑥)

2
= const, (6)

де стала в правiй частинi рiвняння (6) визначає-
ться з умови (2).

Для подальшого аналiзу рiвняння (6) слiд зве-
сти до безрозмiрного вигляду. Для цього покладе-
мо 𝑥 = 𝐿𝑧 (0 ≤ 𝑧 ≤ 1), 𝑏(𝑥) = 𝐵𝑚(𝑧) та позначимо
𝛼 = 𝑘𝐴

𝐷𝑎2
0

i 𝛽 = 𝐴
𝑎2
0
. Тодi отримаємо наступне рiвня-

ння для визначення профiлю 𝑚(𝑧):

𝑑𝑚

𝑑𝑧
− 𝛼

𝑚(𝑧)

(1 + 𝛽𝑧)2
= 𝐶 (7)

870 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2026. Т. 71, № 11



Метод малого параметра в задачi хемотаксису

з граничними умовами

𝑚(0) = 𝑚(1) = 1, (8)

якi, зокрема, визначають значення сталої в правiй
частинi рiвняння (7).

У принципi, задача (7), (8) має аналiтичний
розв’язок, який задається спiввiдношенням

𝑚(𝑧) = exp

(︂
𝛼𝑧

1 + 𝛽𝑧

)︂
+ 𝐶 exp

(︂
− 𝛼

𝛽(1 + 𝛽𝑧)

)︂
×

×
𝑧∫︁

0

exp

(︂
𝛼

𝛽(1 + 𝛽𝑡)

)︂
𝑑𝑡, (9)

де сталу 𝐶 визначають за формулою:

𝐶 =
exp

(︁
𝛼

𝛽(1+𝛽)

)︁
− exp

(︁
𝛼
𝛽

)︁
𝑧∫︀
0

exp
(︁

𝛼
𝛽(1+𝛽𝑡)

)︁
𝑑𝑡

. (10)

Проблема полягає в тому, що цей розв’язок не ду-
же придатний для практичного використання. То-
му ми пропонуємо метод, який дає змогу побу-
дувати вiдносно простий наближений аналiтичний
розв’язок задачi (7), (8).

3. Наближений аналiтичний розв’язок

Насамперед варто зазначити, що значення пара-
метра 𝛼 = 0 вiдповiдає випадку, коли в системi
немає хемотаксису (тобто коли бактерiї не реагу-
ють на речовину, яку ми називаємо атрактантом).
У такому разi задача (7), (8) має очевидний, май-
же тривiальний розв’язок

𝑚(𝑧) ≡ 1, (11)

який задовольняє спiввiдношенню (7) i граничним
умовам (8). Наближений розв’язок за наявностi хе-
мотаксису шукатимемо у виглядi ряду за малим
параметром 𝛼. З огляду на реальнi системи, що
дослiджуються на практицi, такий пiдхiд є обґрун-
тованим. Тому подамо шукану функцiю у виглядi

𝑚(𝑧) ≈
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑚𝑘(𝑧)𝛼
𝑘, (12)

де функцiї 𝑚𝑘(𝑧) (𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛) є невiдомими. Тодi
з рiвняння (7) маємо
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑑𝑚𝑘

𝑑𝑧
𝛼𝑘 −

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑚𝑘(𝑧)𝛼
𝑘+1

(1 + 𝛽𝑧)2
= 𝐶, (13)

що зрештою зводиться до рекурентних рiвнянь

𝑑𝑚𝑘+1

𝑑𝑧
= 𝐶𝑘+1 +

𝑚𝑘(𝑧)

(1 + 𝛽𝑧)2
(14)

для 𝑘 ≥ 0 з граничними умовами

𝑚𝑘(0) = 𝑚𝑘(1) = 0 (15)

коли 𝑘 ≥ 1, тодi як розв’язок для 𝑚0(𝑧) визначає-
ться спiввiдношенням (11).

Розв’язок для 𝑚1(𝑧) знайти досить просто.
Зокрема, для визначення цiєї функцiї маємо рiв-
няння

𝑑𝑚1

𝑑𝑧
− 1

(1 + 𝛽𝑧)2
= 𝐶1 (16)

за умови 𝑚1(0) = 𝑚1(1) = 0; звiдки отримуємо
𝐶1 = − 1

1+𝛽 i остаточний розв’язок має вигляд

𝑚1(𝑧) =
1

𝛽
− 𝑧

1 + 𝛽
− 1

𝛽(1 + 𝛽𝑧)
. (17)

Отже, у лiнiйному наближеннi за параметром 𝛼
розв’язок задачi має вигляд

𝑚(𝑧) ≈ 1 + 𝛼

(︂
1

𝛽
− 𝑧

1 + 𝛽
− 1

𝛽(1 + 𝛽𝑧)

)︂
=

= 1 +
𝛼𝛽𝑧(1− 𝑧)

(1 + 𝛽)(1 + 𝛽𝑧)
. (18)

Для наступних наближень з урахуванням рiвно-
стi (14) i граничних умов (15), для 𝑘 ≥ 0 можна
отримати рекурентне спiввiдношення, яке пов’язує
функцiї 𝑚𝑘+1(𝑧) i 𝑚𝑘(𝑧):

𝑚𝑘+1(𝑧) =

𝑧∫︁
0

𝑚𝑘(𝑡)

(1 + 𝛽𝑡)2
𝑑𝑡− 𝑧

1∫︁
0

𝑚𝑘(𝑡)

(1 + 𝛽𝑡)2
𝑑𝑡. (19)

Варто зазначити, що наступнi за першим наближе-
ння не є тривiальними, але вираз (19) може бути
основою для обчислення певної кiлькостi аналiти-
чних наближень в автоматичному режимi за до-
помогою систем комп’ютерної алгебри, таких як
Maple або Mathematica.

4. Застосовнiсть методу

Для нескiнченного ряду

𝑚(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑚𝑘(𝑧) (20)
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Рис. 1. Чисельнi та наближенi аналiтичнi розв’язки задачi
(7), (8) для 𝛼 = 0,4 за рiзних значень 𝛽 = 0,1 (хрестики та
суцiльна лiнiя вiдповiдно), 1 (кружечки та пунктирна лiнiя,
вiдповiдно) i 10 (квадратики й штрихова лiнiя вiдповiдно)

з функцiями 𝑚𝑘(𝑧), визначеними вiдповiдно до ре-
курентного спiввiдношення (19), рiвномiрну збi-
жнiсть ряду (20) можна оцiнити так. Припустiмо,
що для деякого 𝑘 ≥ 0 iснує оцiнка |𝑚𝑘(𝑧)| ≤ 𝜇𝑘, де
𝜇𝑘 – вiдома величина. Тодi зi спiввiдношення (19)
випливає, що

|𝑚𝑘+1(𝑧)| =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑧∫︁
0

𝑚𝑘(𝑡)

(1 + 𝛽𝑡)2
𝑑𝑡− 𝑧

1∫︁
0

𝑚𝑘(𝑡)

(1 + 𝛽𝑡)2
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑧∫︁
0

𝑚𝑘(𝑡)

(1 + 𝛽𝑡)2
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒+

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑧

1∫︁
0

𝑚𝑘(𝑡)

(1 + 𝛽𝑡)2
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝜇𝑘

⎛⎝⃒⃒⃒⃒⃒ 𝑧∫︁
0

𝑑𝑡

(1 + 𝛽𝑡)2

⃒⃒⃒⃒
⃒+

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑧

1∫︁
0

𝑑𝑡

(1 + 𝛽𝑡)2

⃒⃒⃒⃒
⃒
⎞⎠ ≤

≤ 2𝜇𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒

1∫︁
0

𝑑𝑡

(1 + 𝛽𝑡)2

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 2𝜇𝑘

1 + 𝛽
. (21)

Оскiльки |𝑚0(𝑧)| ≤ 𝜇0 = 1, маємо таку оцiнку
для функцiй, що входять до функцiонального ря-
ду (20):

|𝑚𝑘+1(𝑧)| ≤
(︂

2

1 + 𝛽

)︂𝑘
. (22)

Тодi достатньою умовою рiвномiрної збiжностi ря-
ду (20) буде така:
2𝛼

1 + 𝛽
< 1. (23)

З урахуванням природних, тобто таких, що ви-
пливають iз характеру дослiджуваної задачi, обме-
жень на параметри задачi (𝛼 > 0 i 𝛽 > 0), а та-
кож того факту, що параметр 𝛽 визначається гра-
ничними умовами для атрактанта (концентрацiєю
атрактанта на правiй межi), яку можна змiнюва-
ти в експериментi, доходимо ще одного важливого
висновку: для 𝛼 < 1

2 ряд (20) є рiвномiрно збiжним
незалежно вiд значення параметра 𝛽.

5. Аналiз результатiв

Отже, для задачi хемотаксису (7), (8) отримано
наближений розв’язок i знайдено достатню умову
(23) його застосовностi. Як iлюстрацiю на рис. 1
наведено чисельнi розв’язки задачi (7), (8) та їх
порiвняння з наближеними аналiтичними розв’яз-
ками (18), що вiдповiдають лiнiйному наближен-
ню за параметром 𝛼, й отриманi для значення
𝛼 = 0, 4 < 1/2 i кiлькох рiзних значень параме-
тра 𝛽.

Результати цих та iнших оцiнок показують, що
навiть у лiнiйному наближеннi за параметром 𝛼
розв’язок (18) задачi (7), (8) дає якiсно прийня-
тний результат за умови (23) i тому може вико-
ристовуватися на практицi. Як зазначалося вище,
аналiтичний вираз для профiлю розподiлу бакте-
рiй у задачi хемотаксису, навiть якщо вiн є набли-
женим, має безсумнiвну перевагу над чисельни-
ми розв’язками. По-перше, вiн дає змогу проводи-
ти подальший якiсний аналiз вiдповiдної системи
за допомогою належного математичного апарату,
що надзвичайно важливо в теоретичних i прикла-
дних дослiдженнях (див., наприклад, роботи [10–
19] та наведенi там посилання). По-друге, вiн спро-
щує iнтерпретацiю та вiзуалiзацiю результатiв. Що
стосується критерiїв застосовностi наближеного
розв’язку, тут варто зазначити кiлька моментiв. З
одного боку, отриманi оцiнки дають лише доста-
тнi умови збiжностi функцiонального ряду (20) i,
вiдповiдно, можливостi застосування наближено-
го розв’язку замiсть чисельного. Невиконання до-
статнiх умов не обов’язково означає, що наближе-
нi розв’язки є непридатними. З iншого боку, пра-
ктика застосування наближених розв’язкiв пiд час
дослiдження фiзичних, бiофiзичних або технiчних
задач зазвичай полягає в тому, що правильнiсть
або неправильнiсть наближеного розв’язку пере-
вiряється переважно його практичним застосува-

872 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2026. Т. 71, № 11



Метод малого параметра в задачi хемотаксису

нням. У цьому сенсi наявнiсть чiтких критерiїв,
якi гарантують правильнiсть застосування набли-
женого розв’язку, є вагомим результатом i зна-
чно полегшує подальше дослiдження вiдповiдної
системи.

6. Висновки

Таким чином, отримано наближений аналiтичний
розв’язок задачi хемотаксису в одновимiрнiй си-
стемi. Запропоновано алгоритм побудови насту-
пних наближень i знайдено достатнi умови, за
яких такий наближений розв’язок може застосо-
вуватися на практицi.

Результати аналiзу пiдтверджено порiвнянням
чисельних розв’язкiв iз наближеними аналiтични-
ми розв’язками. Отриманi результати можуть бу-
ти корисними для подальших дослiджень систем
хемотаксису. Вони також мають певне значення
для пiдтвердження правильностi та надiйностi ре-
зультатiв, отриманих для систем подiбної природи
в попереднiх дослiдженнях.
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A SMALL PARAMETER
METHOD FOR THE CHEMOTAXIS PROBLEM

The paper proposes an iterative method for constructing an

approximate analytical solution for the chemotaxis problem

in a spatially constrained one-dimensional system. Within the

proposed approach, an approximate analytical solution is ob-

tained, sufficient conditions for its applicability are identified,

and the approximate and numerical solutions are compared.

Ke yw o r d s: chemotaxis, attractant, small parameter, distri-
bution, convergence, iteration.
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