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У роботi дослiджено застосування моделей машинного навчання (RF, GB, SVR, DNN)
i символьної регресiї (SR) для оцiнки рухливостi носiїв у монокристалiчному кремнiї
(𝑇 = 200–500 K, 𝑁𝐷 = 1013–1019 см−3). Отриманi за допомогою SR компактнi ана-
лiтичнi вирази мають удвiчi менше параметрiв порiвняно з моделлю Клаассена i не
потребують попереднього розрахунку iонiзацiї домiшок, забезпечуючи водночас вiдно-
сну похибку меншу за 0,1% для бiльшостi випадкiв. Порiвняльний аналiз показав, що
моделi SR i SVR суттєво кращi за наближення Арора за точнiстю, особливо для нео-
сновних носiїв. Запропонований пiдхiд є перспективним для TCAD-систем, оскiльки дає
змогу значно зменшити обчислювальнi витрати при збереженнi високої достовiрностi
моделювання.
К люч о в i с л о в а: рухливiсть носiїв, кремнiй, модель Клаассена, символьна регресiя,
машинне навчання.

1. Вступ

Рухливiсть носiїв заряду є одним iз ключових
транспортних параметрiв напiвпровiдникiв, що
безпосередньо визначає ефективнiсть перенесення
електричного струму пiд дiєю зовнiшнього еле-
ктричного поля. Кiлькiсно рухливiсть 𝜇 пов’язує
дрейфову швидкiсть носiїв iз напруженiстю поля
та за фiксованої концентрацiї носiїв саме ця ве-
личина визначає рiвень провiдностi матерiалу та
його придатнiсть для використання в активних
елементах електронiки. У фiзичному сенсi рухли-
вiсть є мiстком мiж мiкроскопiчними механiзма-
ми розсiяння носiїв i макроскопiчними електрофi-
зичними характеристиками. З прикладної точки
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зору рухливiсть визначає швидкодiю та енергети-
чну ефективнiсть електронних компонентiв, впли-
ває на дифузiйну довжину носiїв i тому є крити-
чним параметром для польових транзисторiв, со-
нячних елементiв, свiтлодiодiв тощо. Зокрема ана-
лiз механiзмiв, що обмежують рухливiсть, дає змо-
гу iдентифiкувати домiнуючi канали розсiяння та
оптимiзувати технологiчнi параметри вирощуван-
ня й обробки матерiалiв.

Крiм того, рухливiсть є фундаментальним па-
раметром для моделювання транспортних проце-
сiв у напiвпровiдникових структурах i можливiсть
її оцiнювання залежно вiд температури, концен-
трацiї домiшок i напруженостi електричного поля
є необхiдною умовою для адекватного прогнозу-
вання характеристик приладiв включно з дегра-
дацiйними ефектами. Рухливiсть необхiдно знати
(мати можливiсть оцiнити), коли пiд час iнтерпре-
тацiї експериментальних даних потрiбно роздiлити
вплив концентрацiї та розсiяння, обробити резуль-
тати вимiрювань ефекту Голла, магнiтоопору, ча-
стотної залежностi ємностi або провiдностi; вста-
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новити, домiнуючий механiзм розсiяння, що над-
звичайно важливо при розробцi нових матерiалiв,
наноструктур або радiацiйно-стiйких систем.

Найбiльш загальний пiдхiд до розрахунку вели-
чини 𝜇 базується на розв’язаннi кiнетичного рiв-
няння Больцмана з урахуванням реальної зонної
структури напiвпровiдника. Такий шлях, зокрема,
передбачає розрахунок iнтегралу зiткнень, який
враховує всi наявнi механiзми розсiяння носiїв (на
фононах рiзного типу, iонiзованих i нейтральних
домiшках, дислокацiях, границях зерен, iнших но-
сiях, поверхнях тощо). Зрозумiло, що подiбний пiд-
хiд є достатньо складним i далеко не завжди ви-
правданим з точки зору докладених зусиль, що зу-
мовлює застосування рiзних наближень. Зокрема
у наближеннi часу релаксацiї припускається екс-
поненцiйна релаксацiя до рiвноваги, що дає змогу
замiнити iнтеграл зiткнень простим виразом з ви-
користанням характерного часу. Якщо розглядати
iзотропний напiвпровiдник з параболiчними зона-
ми та вважати, що час релаксацiї не залежить вiд
енергiї, то [1]

𝜇 =
𝑒𝜏𝑝
𝑚𝜎

, (1)

де 𝑒 – елементарний заряд, 𝜏𝑝 – час релаксацiї iм-
пульсу носiя, 𝑚𝜎 – ефективна маса електропровiд-
ностi. У випадку, коли рiзнi процеси розсiяння ста-
тистично незалежнi, може бути застосоване прави-
ло Матiссена [2]

𝜇−1 =
∑︁
𝑖

𝜇−1
𝑖 , (2)

де 𝜇𝑖 – рухливiсть носiїв за наявностi лише 𝑖-го
механiзму розсiяння.

Для переважної бiльшостi механiзмiв розсiян-
ня вирази для оцiнки рухливостi вiдомi. Напри-
клад, для опису розсiяння на iонiзованих домi-
шках нерiдко використовуються формули Брукса–
Геррiнга або Конвелла–Вайскопфа [1, 3, 4], а для
випадку розсiяння носiй–носiй застосовується пiд-
хiд, розвинутий Флетчером [5,6] – див. Додаток А.
Проте в бiльшостi випадкiв пiдхiд до оцiнки ру-
хливостi, який ґрунтується на застосуваннi пра-
вила Матiссена й набору “одномеханiзмових” фор-
мул, не є практично застосовним, оскiльки для то-
чного опису реального матерiалу необхiдно врахо-
вувати значну кiлькiсть механiзмiв, якi, до того ж,

модифiкуються залежно вiд того, який саме но-
сiй (електрон чи дiрка) розглядається та яку фун-
кцiю (основного чи неосновного носiя) вiн виконує.
Як наслiдок, бiльшого поширення набув пiдхiд до
оцiнки величини 𝜇, що передбачає застосування
апроксимацiйної функцiї. Таку функцiю зазвичай
будують на основi експериментальних даних, а її
аналiтичний вигляд i набiр параметрiв визначаю-
ться властивостями конкретного матерiалу.

Для монокристалiчного кремнiю (випадок слаб-
ких полiв та об’ємного напiвпровiдника без ура-
хування впливу поверхнi) одним з перших подi-
бних наближень був вираз, запропонований Коу-
гi й Томасом [7, 8]. Припускалося, що вiдмiнностi
мiж рухливостями електронiв i дiрок враховую-
ться через рiзнi значення параметрiв у межах од-
нiєї й тiєї самої аналiтичної залежностi – див. До-
даток Б. Формула Коугi–Томаса насамперед при-
значена для оцiнки залежностi рухливостi основ-
них носiїв вiд концентрацiї легувальної домiшки
поблизу 300 K, проте не дає можливостi оцiнити
рухливостi неосновних носiїв та не враховує тем-
пературну залежнiсть 𝜇, а отже має обмежене за-
стосування. У модифiкованому варiантi Масеттi
передбачено застосування рiзних виразiв для опи-
су рухливостi електронiв i дiрок (формули (Б.2)),
i залежнiсть вiд конкретних легувальних атомiв
[9, 10]. Теорiя Масеттi краще описує експеримен-
тальнi данi, нiж пiдхiд Коугi–Томаса, проте так
само не дає змоги отримати iнформацiю для нео-
сновних носiїв i температур, вiдмiнних вiд кiмна-
тної. Спробу врахувати температурнi залежностi
здiйснили Н. Арора зi спiвавторами [11]. У цiй ро-
ботi проаналiзовано розсiяння на фононах та iо-
нiзованих домiшках, а для опису концентрацiй-
ної залежностi рухливостi використано узагальне-
ний вираз Коугi–Томаса, аналiтична форма яко-
го є однаковою для електронiв i дiрок (формули
(Б.3)–(Б.4).

Проте найкращу узгодженiсть з експеримен-
тальними даними забезпечує пiдхiд до оцiнювання
рухливостi, розроблений Клаассеном [12], вiдомий
у лiтературi як модель Philips Unified i який реа-
лiзовано в сучасних пакетах Sentaurus i Silvaco. У
межах цього пiдходу визначальними механiзмами
вважають розсiяння на коливаннях ґратки, iонiзо-
ваних домiшках та iнших носiях заряду. Розраху-
нок рухливостi виконують за допомогою спiввiд-
ношень, окремо сформульованих для електронiв
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i дiрок, а також для основних i неосновних носi-
їв. Формули є багатокомпонентними (структурно
розгалуженими) i мiстять понад двадцять параме-
трiв – див. Додаток В. Це, звичайно, не створює не-
переборних складностей, але призводить до того,
що на практицi для оцiнки рухливостi носiїв заря-
ду в кремнiї нерiдко використовується бiльш про-
стий пiдхiд Арори (Б.3)–(Б.4), попри його меншу
точнiсть. Зауважимо, що в оригiнальнiй роботi [11]
вирази отриманi й визначенi значення констант на
основi аналiзу експериментальних даних щодо ру-
хливостi основних носiїв за рiзних значень темпе-
ратури й ступеня легування. Нерiдко формули по-
ширюють i на випадок неосновних носiїв, викори-
стовуючи значення констант (табл. Б3), отриманi в
роботах [13] (електрони) i [14] (дiрки). Проте у вка-
заних роботах наведено данi лише для однiєї тем-
ператури й тому поширення виразiв на широкий
температурний дiапазон потребує обережностi.

Зазначимо, що питання опису рухливостi
продовжує привертати увагу й перiодично з’явля-
ються новi моделi. Однi з них уточнюють пiдходи
до опису розсiяння вiдповiдно до певного механiз-
му [15] або в структурах з обмеженою розмiрнiстю
[16, 17], iншi пропонують унiверсальнi вирази,
якi дають змогу врахувати додатковi механiзми
розсiяння завдяки модифiкацiї наявних моделей
[18–20], використовують апроксимацiйнi полiноми
[21], чи базуються на перших принципах [2, 22].

Як i для бiльшостi аспектiв фiзики напiвпро-
вiдникiв [23], задача вивчення рухливостi носiїв
заряду останнiм часом часто розв’язується iз за-
стосуванням методiв машинного навчання (МН),
серед яких можна виокремити кiлька ключових
напрямiв. По-перше, використання обчислюваль-
но ефективних сурогатних моделей дає змогу сут-
тєво спростити ресурсомiсткi розрахунки процесiв
перенесення з перших принципiв або розв’язання
рiвняння Больцмана; зокрема застосовують гли-
бокi [24] i фiзично iнформованi нейроннi мережi
[25, 26], причому в останньому випадку структура
диференцiальних рiвнянь безпосередньо iнтегрує-
ться в процес навчання. По-друге, точне визначе-
ння рухливостi є не менш складним завданням,
нiж її моделювання, у зв’язку з чим запропоновано
ряд МН-пiдходiв для аналiзу результатiв вимiрю-
вань [27] i вдосконалення процедур їхнього про-
ведення [28]. По-третє, пiдхiд перенесення знань
дає змогу залучати великий масив даних щодо до-

бре дослiджених об’ємних матерiалiв (наприклад,
кремнiю) для прогнозування властивостей нових
систем, зокрема двовимiрних кристалiв [29], для
яких обчислення рухливостi з перших принципiв
є надзвичайно складним. Нарештi, розробляються
МН-моделi, спрямованi на передбачення рухливо-
стi [30–35] на основi набору фiзичних дескрипторiв
(симетрiя ґратки, об’ємна геометрiя молекул, кiль-
кiсть валентних електронiв, константа електрон-
фононної взаємодiї, ширина забороненої зони то-
що). Останнiй варiант вiдповiдає поширеному пiд-
ходу до моделювання й оптимiзацiї рiзноманiтних
напiвпровiдникових матерiалiв i пристроїв [36–38].

Метою даної роботи є створення регресiйних МН
моделей, здатних забезпечити оцiнку рухливостi
носiїв заряду у монокристалiчному кремнiї зале-
жно вiд температури 𝑇 i концентрацiї легуваль-
ної домiшки 𝑁𝐷. Такi моделi поєднують простоту
обчислень, характерну для пiдходу Арори, з висо-
кою точнiстю передбачень, що є основною перева-
гою моделi Клаассена. Запропонований пiдхiд мо-
же бути адаптований до конкретного набору експе-
риментальних даних або до результатiв фундамен-
тальних розрахункiв, наприклад, у рамках розв’я-
зання рiвняння Больцмана.

Крiм того, використання алгоритму символьної
регресiї дало змогу отримати суттєво простiшi ана-
лiтичнi вирази для опису рухливостi, нiж це пе-
редбачено в моделi Philips, зберiгаючи водночас
фiзично коректну поведiнку залежностей у широ-
кому дiапазонi температур i концентрацiй. Подi-
бний пiдхiд має низку переваг. По-перше, форму-
вання єдиного унiфiкованого опису рухливостi без
необхiдностi явного комбiнування окремих механi-
змiв розсiяння через правило Маттiсена спрощує
алгоритмiчну реалiзацiю в пакетах типу TCAD i
зменшує ризик накопичення похибок у разi пере-
ходу мiж рiзними режимами легування або тем-
ператур. По-друге, компактна аналiтична форма
iстотно зменшує обчислювальнi витрати у багато-
вимiрних чисельних симуляцiях, коли рухливiсть
обчислюється в кожному вузлi сiтки на кожному
кроцi iтерацiйного процесу. По-третє, отриманi ви-
рази для рухливостi залежать лише вiд двох па-
раметрiв (𝑇 i 𝑁𝐷) та є аналiтично диференцiйов-
ними, що дає змогу чисельно розв’язати рiвнян-
ня переносу, забезпечити стабiльнiсть i збiжнiсть
iтерацiйних алгоритмiв, отримати коректнi похi-
днi транспортних коефiцiєнтiв, полегшити отри-
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мання спрощених фiзичних моделей для швидко-
го iнженерного аналiзу; зменшити похибки, пов’я-
занi з чисельним диференцiюванням, i пiдвищити
ефективнiсть градiєнтних методiв у задачах пара-
метричної оптимiзацiї технологiчних параметрiв.
Отже, використання машинного навчання регресi-
єю дає можливiсть досягти компромiсу мiж фiзи-
чною iнтерпретованiстю, чисельною ефективнiстю
та високою точнiстю опису транспортних власти-
востей кремнiю, що робить запропонований пiд-
хiд перспективним як для фундаментальних до-
слiджень, так i для прикладного приладового мо-
делювання.

2. Методологiя
2.1. Особливостi пiдготовки даних

Для побудови моделей машинного навчання пе-
редусiм необхiдний репрезентативний набiр даних.
У цiй роботi такими даними є значення рухливостi,
що вiдповiдають заданим температурам i концен-
трацiям легувальної домiшки. Як тренувальний,
так i тестовий набори формували шляхом обчисле-
ння рухливостi вiдповiдно до формул (В.1)–(B.10).
Тобто, результати, отриманi в межах моделi Кла-
ассена, приймали як референтнi, а регресiйнi моде-
лi навчали так, щоб їхнi передбачення максималь-
но вiдтворювали цi значення.

У роботi розроблялися моделi, здатнi передбача-
ти рухливiсть як основних, так i неосновних еле-
ктронiв i дiрок у кремнiї. Для кожного з цих чо-
тирьох випадкiв формувалися окремi тренувальнi
й тестовi набори даних. У подальшому рухливiсть
електронiв у 𝑛-Si позначатиметься як 𝜇𝑛𝑛, а в 𝑝-
Si – як 𝜇𝑛𝑝. Аналогiчно, 𝜇𝑝𝑝 та 𝜇𝑝𝑛 вiдповiдатимуть
рухливостям дiрок як основних та неосновних но-
сiїв заряду, вiдповiдно.

У розрахунках величини рухливостi вважало-
ся, що в кристалi наявнi легувальнi домiшки лише
одного типу, тобто розглядався нескомпенсований
напiвпровiдник, i нехтувалося наявнiстю нерiвно-
важних носiїв заряду. Як видно з виразiв (В.1)–
(B.10), рухливiсть залежить як вiд концентрацiї
електронiв 𝑛 i дiрок 𝑝, так i вiд кiлькостi iонiзова-
них акцепторiв 𝑁−

𝑎 i донорiв 𝑁+
𝑑 в одиницi об’єму.

У випадку 𝑛-Si для обчислення концентрацiй носi-
їв заряду використовувалися такi вирази

𝑛 =
𝑁+

𝑑

2
+

√︃(︂
𝑁+

𝑑

2

)︂2
+ 𝑛2

𝑖 , 𝑝 =
𝑛2
𝑖

𝑛
, (3)

причому температурна залежнiсть концентрацiї
електронiв у власному напiвпровiднику 𝑛𝑖 роз-
раховувалася вiдповiдно до [39]. У свою чергу,
концентрацiя iонiзованих донорiв обчислювалася
з урахуванням статистики Фермi–Дiрака:

𝑁+
𝑑 = 𝑁𝑑

(︃
1− 1

1 + 0,5 exp
[︀
𝐸F−𝐸𝑑

𝑘𝑇

]︀)︃, (4)

де 𝐸F – положення рiвня Фермi, 𝐸𝑑 – енергiя до-
норного рiвня. Оцiнка розташування рiвня Фер-
мi здiйснювалася з використанням умови електро-
нейтральностi

𝑛 = 𝑝+𝑁+
𝑑 , (5)

водночас вважалося, що

𝑛=𝑁𝐶𝐹 1
2

(︂
−𝐸F

𝑘𝑇

)︂
, 𝑝=𝑁𝑉 𝐹 1

2

(︂
−𝐸𝐺 − 𝐸F

𝑘𝑇

)︂
, (6)

де 𝑁𝐶 та 𝑁𝑉 – ефективнi густини станiв бiля дна
зони провiдностi й вершини валентної зони, обчи-
слювалися вiдповiдно до [39]; 𝐸𝐺 – ширина забо-
роненої зони, розраховувалася згiдно з [40]; 𝐹 1

2
–

iнтеграл Фермi–Дiрака порядку 1/2, оцiнювався з
використанням наближення [41].

У випадку 𝑝-Si розрахунки проводилися анало-
гiчно. I для електронного, i для дiркового напiв-
провiдника вважалося, що енергiя активацiї легу-
вальної домiшки становить 45 меВ. Ця величина
вiдповiдає енергiям iонiзацiї атомiв бору й фосфо-
ру, якi є основними легантами для кремнiю.

Зазначимо, що в роботi розглядалися такi дiапа-
зони температур i рiвнiв легування:

𝑇 ∈ [200, 500]K, 𝑁𝐷 ∈ [1013, 1019] см−3, (7)

якi вiдповiдають областi застосування теорiї Кла-
ассена. Зауважимо, що вказаний пiдхiд до об-
числень концентрацiй заряджених компонентiв у
кристалi враховував вiдхилення вiд наближених
спiввiдношень 𝑛 = 𝑁+

𝑑 = 𝑁𝑑 (для 𝑛-Si) i 𝑝 = 𝑁−
𝑎 =

= 𝑁𝑎 (для 𝑝-Si), якi, загалом, можуть бути викори-
станi лише в дiапазонi вiд температури виснажен-
ня домiшки до температури початку власної про-
вiдностi. Як показують оцiнки, для бору й фосфо-
ру для 𝑁𝐷 ≥ 1018 см−3 температура виснаження
вища за 200 К, а для 𝑁𝐷 < 3 · 1014 см−3 темпе-
ратура, за якої вже не можна нехтувати власними
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носiями заряду, менша за 500 K. Тому застосуван-
ня строго пiдходу (3)–(6) є необхiдним.

При створеннi кожного з чотирьох тренуваль-
них наборiв даних випадковим чином вибирали-
ся 500 пар значень (𝑇,𝑁𝐷) з дiапазону (7) i об-
числювалися значення 𝜇, використовуючи вирази
(В.1)–(В.10) i (3)–(6). Тестовi набори, якi викори-
стовувалися для оцiнки якостi передбачень моде-
лей, складалися з 2550 зразкiв кожен, якi вiдпо-
вiдали всiм комбiнацiям 51 значень температури
(вiд 200 K до 500 К з кроком 6 К) i 50 значень
рiвня легування, рiвномiрно розподiлених у лога-
рифмiчному масштабi в дiапазонi вiд 1013 см−3 до
1019 см−3.

2.2. Використанi моделi
машинного навчання

Для знаходження аналiтичних виразiв, якi опису-
ють рухливiсть, використовувався алгоритм сим-
вольної регресiї (Symbolic Regression, SR) [42]. Це
вiдносно новий алгоритм машинного навчання,
який дає змогу апроксимувати залежностi мiж вхi-
дними й вихiдними параметрами без попередньо-
го задання аналiтичної форми функцiї. Формуван-
ня функцiональної залежностi й пiдбiр її числових
параметрiв здiйснюються iз застосуванням еволю-
цiйних метаевристичних алгоритмiв [43]. SR є ме-
тодом, що поєднує експериментальнi данi, моделi
машинного навчання й науковi теорiї, забезпечую-
чи отримання iнтерпретованих аналiтичних вира-
зiв, якi потребують менших обчислювальних ви-
трат порiвняно з класичними моделями МН i про-
стiше iнтегруються в розв’язання широкого кола
фiзичних задач [43–48].

Алгоритм реалiзовувався на мовi Python з ви-
користанням пакету PySR [49]. Для побудови рiв-
нянь використовувалися стандартнi математичнi
функцiї (+, −, ×, ÷, exp, ln, 𝑥𝑦, tanh, sin) i дiй-
снi константи. Крiм того, використовувалися спе-
цiально сконструйованi оператори 𝑓1(𝑥) = 1

1+𝑥 i
𝑓2(𝑥, 𝑦) =

𝑥·𝑦
𝑥+𝑦 , що вiдповiдають функцiям, якi ча-

сто зустрiчаються в наявних моделях для опису
рухливостi носiїв заряду (див. Додатки). Попере-
дня обробка даних передбачала їхню нормалiза-
цiю: на вхiд SR моделi подавалися безрозмiрнi ве-
личини 𝑇𝑛 i 𝑁𝐷𝑛:

𝑇𝑛 =
𝑇

300K
, 𝑁𝐷𝑛 =

𝑁𝐷

1017 см−3
. (8)

Крiм того, було розроблено декiлька регресiй-
них моделей, якi використовували рiзнi МН ал-
горитми, зокрема Random Forest (RF), Gradient
Boosting (GB), Support Vector Regression (SVR) i
Deep Neural Network (DNN). Для кожного з вка-
заних алгоритмiв було пiдготовлено два варiанти
моделей, якi вiдрiзнялися попередньою обробкою
даних. В одному випадку як вхiднi ознаки вико-
ристовувалися нормованi значення температури й
концентрацiї легувальної домiшки (див. формули
(8)), а прогнози були орiєнтованi на отримання ве-
личини 𝜇. Вiдповiднi моделi надалi позначатиму-
ться шляхом додавання до абревiатури використа-
ного алгоритму суфiкса “_N” (RF_N, DNN_N то-
що). Для моделей другого типу враховувалося, що
перепоною для точних прогнозiв може бути широ-
кий дiапазон використаних ознак (наприклад, 𝑁𝐷

змiнюється у межах шести порядкiв). Тому в цьо-
му випадку попередня обробка вхiдних даних пе-
редбачала нормалiзацiю значень температури 𝑇 i
логарифмiв ступеня легування lg𝑁𝐷, а як цiльо-
ва змiнна розглядалася величина lg𝜇. Як наслi-
док, тренувальнi набори кожної вхiдної та вихi-
дної ознак характеризувалися нульовим середнiм
i одиничним стандартним вiдхиленням. Позначе-
ння вiдповiдних моделей мiститиме суфiкс “_S”
(RF_S, DNN_S тощо).

Моделi були iмплементованi на мовi Python з ви-
користанням пакетiв Keras i Scikit-learn. Для нала-
штування гiперпараметрiв моделей, що як вiдомо є
надзвичайно важливим для оптимiзацiї їхньої про-
дуктивностi [50], використовувався пакет Optuna
[51] iз застосуванням TPE самплера, Hyperband
прюнера та 5-кратної крос-валiдацiї.

Пiдкреслимо, що хоча вказаний регресiйний пiд-
хiд широко використовується в рiзних галузях фi-
зики, проте подiбнi моделi фактично є чорною
скринькою, що суттєво утрудняє обґрунтування
отриманих результатiв i поступово перестає задо-
вольняти науковцiв.

2.3. Метрики оцiнювання

Для оцiнки прогностичних властивостей моде-
лей були використанi декiлька метрик, а саме
середня квадратична похибка (the mean squared
error, MSE), середня абсолютна похибка (mean
absolute error, MAE), середня вiдносна похибка
(mean absolute percentage error, MAPE), визначе-
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Рис. 1. Загальна блок-схема розрахункiв

нi вiдповiдно до виразiв (9)–(11):

MSE =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖)
2, (9)

MAE =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

|𝑦𝑖 − 𝑦𝑖|, (10)

MAPE =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

|𝜇PRED
𝑖 − 𝜇TRUE

𝑖 |
𝜇TRUE
𝑖

× 100%, (11)

де 𝑦𝑖 – прогнозоване моделлю значення для 𝑖-го
зразка (набору вхiдних параметрiв), 𝑦𝑖 – вiдоме цi-
льове значення для 𝑖-го зразка, (для SR i *_N мо-
делей збiгалося з величиною рухливостi, для *_S
моделей з’являлося в результатi логарифмування
та стандартизацiї); 𝑁 – кiлькiсть зразкiв у набо-
рi даних; 𝜇PRED

𝑖 – передбачене значення рухли-
востi (для *_S моделей пiсля застосування опе-
рацiй, обернених до нормування та стандартиза-
цiї), 𝜇TRUE

𝑖 – iстинне значення рухливостi (отри-
мане в результатi розрахункiв вiдповiдно до теорiї
Клаассена).

MSE використовувалося для оцiнки якостi мо-
делей, зокрема пiд час налаштовування гiперпа-
раметрiв та як цiльова функцiя для мiнiмiзацiї
пiд час навчання. Для оцiнки точностi безпосере-
дньо прогнозiв рухливостi застосовувалися MAE

та MAPE, а також медiанне (APEMED) i макси-
мальне (APEMAX) значення вiдносної похибки.

Загальна схема використання МН моделей пред-
ставлена на рис. 1.

3. Результати та обговорення

3.1. Символьна регресiя

Для опису рухливостi електронiв, коли вони є
основними носiями в монокристалiчному кремнiї
в результатi застосування SR отримано вираз:

𝜇𝑛𝑛 =
𝑁𝐷𝑛 + 1413,2

𝑇 2,2508
𝑛 + 𝑎𝑛𝑛𝑏𝑛𝑛

𝑎𝑛𝑛+𝑏𝑛𝑛

, (12a)

𝑎𝑛𝑛 =

(︂
𝑁𝐷𝑛

0,873𝑇𝑛 + 0,0727

)︂0,7212
, (12b)

𝑏𝑛𝑛 = 0,215𝑁0,58
𝐷𝑛 + 10,5𝑇𝑛 − 1,342. (12c)

Найбiльш цiкавим є знаменник формули (12a).
Температурна залежнiсть першого доданку над-
звичайно близька до залежностi рухливостi, по-
в’язаної з розсiянням на фононах. Форма другого
збiгається з виразом, який очiкується вiдповiдно
до правила Маттiсена за наявностi двох механi-
змiв розсiяння. Загалом, вираз (12) мiстить всього
9 параметрiв i є набагато простiшим, нiж той, який
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пропонується в теорiї Клаассена. Водночас похиб-
ка виразу (12) порiвняно з формулами (В.1)–(В10)
не перевищує 1,2% – див. рис. 2, a. Проте навiть
таке досить невелике вiдхилення спостерiгається
лише для 𝑇 ∼ 200 K i 𝑁𝑑 ∼ 1018 см−3, для пере-
важної ж бiльшостi значень температури й рiвня
легування АРЕ не перевищує 0,15%.

Отриманий аналiтичний вираз для опису рухли-
востi неосновних електронiв у кремнiї наведено у
формулi (13), тодi як APE порiвняно з результа-
тами моделi Клаассена як функцiю температури й
концентрацiї акцепторiв подано на рис. 2, б. У цьо-
му випадку максимальнi розбiжностi, якi проте не
перевищують 1,1%, спостерiгаються за концентра-
цiї легувальної домiшки 1019 см−3 i температури,
близької до 500 K. Додатковi областi пiдвищеної
похибки вiдповiдають iнтервалам 𝑇 = 230–270 K,
коли 𝑁𝑎 = (3–6) · 1017 см−3, а також 𝑇 ≃ 200 K ко-
ли 𝑁𝑎 = 1019 см−3. Загалом похибка оцiнювання
рухливостi електронiв як неосновних носiїв є де-
що меншою, нiж у випадку, коли вони виступають
основними носiями заряду.

𝜇𝑛𝑝 = 26,3

(︂
𝑁𝐷𝑛

𝑁𝐷𝑛 + 192

)︂0,62
+

1412,3

𝑇 2,25
𝑛 +

𝑎𝑛𝑝𝑏𝑛𝑝

𝑎𝑛𝑝+𝑏𝑛𝑝

, (13a)

𝑎𝑛𝑝 = 1,92

(︂
𝑁𝐷𝑛

𝑇𝑛 + 0,071

)︂0,717
, (13b)

𝑏𝑛𝑝 = 5,7𝑁0,103
𝐷𝑛 𝑇𝑛. (13c)

Вираз для опису рухливостi дiрок у 𝑝-Si (фор-
мула (14)) мiстить найменшу кiлькiсть параметрiв
з усiх отриманих виразiв. Проте i максимальнi по-
хибки в цьому випадку найбiльшi, хоча вони спо-
стерiгаються в достатньо вузькому дiапазонi пара-
метрiв – див. рис. 2, в.

𝜇𝑝𝑝 = 𝑁0,448
𝐷𝑛 +

470

𝑇 2,2505
𝑛 +

𝑎𝑝𝑝𝑏𝑝𝑝
𝑎𝑝𝑝+𝑏𝑝𝑝

, (14a)

𝑎𝑝𝑝 = 2,652𝑁0,1669
𝐷𝑛 𝑇𝑛, (14b)

𝑏𝑝𝑝 = 0,578𝑁0,7587
𝐷𝑛 𝑇−0,755

𝑛 , (14c)

Для неосновних дiрок досягнуто найкращої
узгодженостi мiж значеннями, обчисленими за до-
помогою отриманої формули (15), i результатами
моделi Клаассена, що iлюструє рис. 2, г. З рисун-
ка видно, що в бiльшостi дослiджених iнтервалiв

температури й концентрацiї легувальної домiшки
вiдносна похибка не перевищує 0,08%.

𝜇𝑝𝑛 =
0,0226 ·𝑁𝐷𝑛 · ln𝑇𝑛

ln𝑇𝑛 + 0,63
+

+
113,56

0,2414·
[︂
𝑇 2,94
𝑛 +

(︁
𝑎𝑝𝑛·𝑏𝑝𝑛
𝑎𝑝𝑛+𝑏𝑝𝑛

)︁1,177]︂0,76547 , (15a)

𝑎𝑝𝑛 = 1,151 ·𝑁0,6085
𝐷𝑛 , (15b)

𝑏𝑝𝑛 = 4,21 · 𝑇 1,143
𝑛 . (15c)

Видно, що всi отриманi вирази (12)–(15) мають
подiбну структуру i є суттєво простiшими за фор-
мули (В.1)–(В.10) з точки зору глибини вкладення,
загальної кiлькостi операторiв i числа параметрiв.
Водночас вони забезпечують практично iдентичну
точнiсть вiдтворення результатiв. Крiм того, за-
пропонованi вирази зручнiшi для використання не
лише через свою меншу ускладненiсть, але й че-
рез можливiсть використання як розрахункового
параметра концентрацiї легувальної домiшки, яка
є паспортною характеристикою матерiалу, замiсть
концентрацiй носiїв та iонiзованих домiшок, якi по-
требують додаткових розрахункiв, проте фiгуру-
ють у формулах теорiї Клаассена. Звичайно, як це
часто буває, остання перевага має наслiдком змен-
шення точностi отриманих формул для кремнiю,
легованого домiшкою з енергiєю iонiзацiї, вiдмiн-
ною вiд 45 меВ за температур, коли ще не спо-
стерiгається виснаження домiшки. Проте це обме-
ження не є надто жорстким, так як 1) саме та-
ку енергетичну структуру мають найуживанiшi
для забезпечення домiшкової провiдностi в кремнiї
атоми бору й фосфору; 2) температура виснаже-
ння для iнших можливих легантiв (алюмiнiй, ми-
ш’як, галiй) вища за 200 K (нижню границю дiапа-
зону застосовностi отриманих формул) лише для
𝑁𝐷 ≥ 1018 см−3; 3) вiдповiднi похибки не переви-
щують 1%. Тобто, фактично, запропонованi фор-
мули будуть застосовнi для будь-яких варiантiв
легування.

3.2. Класичнi регресiйнi алгоритми,
порiвняння ефективностi рiзних пiдходiв

Типовi результати застосування оптимiзованих i
натренованих регресiйних моделей до тестового
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а б

в г
Рис. 2. Температурнi й концентрацiйнi залежностi величини абсолютної вiдносної похибки при оцiнюваннi рухливостi
носiїв заряду у кремнiї за допомогою виразiв (12)–(15). Представленi випадки оцiнки рухливостi електронiв (а, б) i дiрок
(в, г), коли вони є основними (а, в) i неосновними (б, г) носiями заряду

набору даних наведено на рис. 3. Значення ме-
трик, отриманi в розрахунках рухливостi рiзни-
ми методами, узагальненi в табл. 1. Видно, що
похибки прогнозiв зростають при збiльшеннi ве-
личини рухливостi, причому ця тенденцiя спо-
стерiгається незалежно вiд вибраного алгоритму,
попередньої пiдготовки даних чи типу носiїв за-
ряду. Нормалiзацiя даних фактично не впливає
на точнiсть прогнозiв у випадку використання
Random Forest i Gradient Boosting, що, загалом,
є типовим для деревоподiбних алгоритмiв. У ви-
падку глибоких нейронних мереж додаткова по-
передня обробка має сенс, як це можна бачи-

ти при порiвняннi результатiв DNN_S i DNN_N
мереж у табл. 1.

Якщо порiвнювати показники рiзних регресiй-
них моделей, то катастрофiчнi за своєю якiстю ре-
зультати демонструють моделi SVR_N. У цьому
випадку лише медiанна вiдносна похибка перебу-
ває на прийнятному рiвнi, близько 15%. Водночас
значення iнших метрик свiдчать про те, що для
бiльшостi дослiджених температур i концентрацiй
леганта вiдхилення розрахованої рухливостi є над-
звичайно значними. Для iнших моделей характер-
ним є те, що великi похибки спостерiгаються лише
для небагатьох комбiнацiях аргументiв (APEMAX
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а б

в г

Рис. 3. Типовi спiввiд-
ношення мiж реферерен-
тними значеннями рухли-
востями та прогнозами
RF (a), GB (б), SVR (в) та
DNN (г) моделей, що ви-
користовують нормованi
(а, в) або нормалiзованi
(б, г) ознаки. Представ-
ленi випадки оцiнки ру-
хливостi електронiв (а, б)
та дiрок (в, г), коли во-
ни є основними (а, в) i
неосновними (б, г) носi-
ями. Чорнi прямi – лi-
нiї iдентичностi, наведенi
для зручностi порiвняння

Таблиця 1. Метрики передбачень величини рухливостi носiїв заряду
в кремнiї, отриманi при використаннi рiзних моделей на тестовому наборi.
Жирним видiлено найкращi результати для кожної метрики в передбаченнях
рухливостi носiїв рiзних типiв (електронiв i дiрок, основних i неосновних)

Модель
MAPE, % APEMAX, % APEMED, % MAE, cm2/(V · s)

𝜇𝑛𝑛 𝜇𝑛𝑝 𝜇𝑝𝑝 𝜇𝑝𝑛 𝜇𝑛𝑛 𝜇𝑛𝑝 𝜇𝑝𝑝 𝜇𝑝𝑛 𝜇𝑛𝑛 𝜇𝑛𝑝 𝜇𝑝𝑝 𝜇𝑝𝑛 𝜇𝑛𝑛 𝜇𝑛𝑝 𝜇𝑝𝑝 𝜇𝑝𝑛

RF_N 1,29 1,69 1,52 1,47 9,33 14,5 4,60 10,9 0,805 0,994 0,264 0,913 11,0 13,5 4,50 4,76
RF_S 1,42 1,77 1,46 1,41 12,3 14,4 14,5 12,6 0,852 1,04 0,744 0,872 11,6 14,1 4,40 4,76
SVR_N 46,5 51,5 32,6 33,4 1630 1750 2070 1510 14,9 17,4 13,1 12,9 220 244 68,8 73,6
SVR_S 0,108 0,087 0,098 0,082 1,71 2,16 2,26 3,56 0,088 0,064 0,069 0,050 1,20 1,03 0,394 0,410
GB_N 2,20 1,46 1,60 1,55 58,2 10,8 17,3 11,0 1,46 0,939 0,905 1,15 15,43 10,85 4,75 5,24
GB_S 1,32 1,60 1,82 1,23 1,42 11,7 15,0 8,48 0,841 1,104 1,19 0,874 11,3 13,4 5,92 4,19
DNN_N 0,925 0,942 2,01 0,529 9,39 20,0 8,07 6,02 0,621 0,702 1,893 0,383 5,23 5,37 4,22 1,39
DNN_S 0,374 0,623 0,655 0,671 2,23 3,75 5,96 2,97 0,323 0,392 0,556 0,631 3,58 3,49 2,88 1,97
SR 0,094 0,137 0,140 0,050 1,19 0,992 1,48 0,596 0,044 0,077 0,079 0,026 0,475 0,708 0,314 0,115
Arora [11] 5,35 20,3 5,62 37,8 38,2 70,7 17,6 111 3,67 16,3 5,01 32,6 45,7 103 16,0 82,6

i MAPE або APEMED суттєво вiдрiзняються). Во-
дночас найгiршi показники спостерiгаються при
використаннi алгоритму Gradient Boosting. Трохи
кращi кiлькiснi характеристики у випадку засто-

сування алгоритму Random Forest, але вiдмiнностi
вiд GB досить незначнi. Далi в рейтингу точностi
розташовуються моделi DNN_N (за виключенням
максимальної помилки, яка спiвмiрна з показни-
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ками попередньо згаданих моделей) i DNN_S, для
якої практично всi показники приблизно у 1,5 ра-
зи кращi. Найкращi результати продемонстрували
моделi SVR_S.

У табл. 1 також наведено метрики застосуван-
ня виразiв, отриманих за допомогою SR. Видно,
що показники SR моделi перевищує лише SVR_S,
та й то лише за значеннями MAPE i APEMED для
кремнiю з дiрковою провiднiстю. Для решти 12 ме-
трик з 16 найкращi показники у SR. Тобто, фор-
мули (12)–(15) переважають за точнiстю регресiй-
нi моделi, що використовують алгоритми випадко-
вого лiсу, градiєнтного бустингу й глибоких ней-
ронних мереж. Порiвняно з алгоритмом опорних
векторiв перевага в точностi не настiльки велика,
але практичне використання SVR моделей (як i iн-
ших класичних пiдходiв до розв’язання регресiй-
них задач) потребує наявностi попередньо натре-
нованих моделей, використання вiдповiдного про-
грамного забезпечення й попередньої пiдготовки
даних (коефiцiєнти лiнiйних перетворень, якi ви-
користовуються пiд час нормалiзацiї, залежать вiд
тренувального набору даних). Такий процес не є
занадто складним i критичним для реалiзацiї, про-
те виглядає дещо бiльш утрудненим нiж розра-
хунки за вiдомою формулою. Крiм того, наявнiсть
аналiтичного виразу має низку переваг порiвня-
но з “чорним ящиком” регресiйної моделi, згаданих
у Вступi.

Окрiм порiвняння точностi передбачень рухли-
востi при використаннi рiзних МН моделей, до-
цiльно зiставити результати теорiї Клаассена з iн-
шими, бiльш спрощеними пiдходами до визначен-
ня 𝜇. В роботi було зосереджено увагу на теорiї
Арори, як найбiльш популярного наближення, що
зустрiчається в лiтературi, та проведено розрахун-
ки вiдповiдно до виразiв (Б.3)–(Б.4). Отриманi ме-
трики й вiдноснi похибки представленi в табл. 1 та
на рис. 4, вiдповiдно. На рисунку для порiвняння
також наведено похибки для деяких МН моделей.
Зазначимо, що наведенi результати для 𝑛-Si є по-
дiбними до отриманих i для кремнiю з дiрковою
провiднiстю.

Вирази (Б.3)–(Б.4) за своєю структурною скла-
днiстю та кiлькiстю параметрiв цiлком спiвмiрнi
з формулами (12)–(15), проте дають суттєво гiршi
результати, особливо для випадку неосновних
носiїв. Тобто, замiна теорiї Клаассена бiльш
простими виразами теорiї Арори призводить

а

б
Рис. 4. Температурнi й концентрацiйнi залежностi помил-
ки розрахункiв рухливостi основних (а) i неосновних (б) но-
сiїв за допомогою рiзних моделей вiдповiдно до теорiї Кла-
ассена. Модель: SVR_S (поверхня 1), Arora (2, 5), SR (3,
6), GB_N (4)

до значно бiльших помилок, нiж використання
будь-якої з моделей машинного навчання (за
винятком SVR_N).

Вiдомо, що модель Арори, на вiдмiну вiд пiдхо-
ду Клаассена, не враховує розсiяння носiй–носiй.
Тому для тестових наборiв даних додатково обчи-
слено значення 𝜇 у припущеннi, що окремi вне-
ски до повної рухливостi описуються спiввiдноше-
ннями Арори (Б.3) i Доркеля (A.6), а їх поєднан-
ня здiйснюється вiдповiдно до правила Матiссена.
Виявилося, що за розглянутих умов внесок розсiя-
ння носiй–носiй надзвичайно малий: максимальнi
вiдхилення значень, отриманих вiдповiдно до пiд-
ходу Арори–Доркеля, вiд значень, розрахованих за
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теорiєю Арори, не перевищують 0,059% для 𝜇𝑛,𝑛,
0,068% для 𝜇𝑛,𝑝, 0,023% для 𝜇𝑝,𝑝 та 0,028% для
𝜇𝑝,𝑛. Тобто, врахування додаткового механiзму не
дозволяє наблизити значення рухливостi, що об-
числюються за теорiєю Арори, до бiльш точних
величин, якi можуть бути отриманi з використан-
ням теорiї Клаассена та запропонованих у роботi
апроксимацiйних наближень.

4. Висновки
Розроблено й налаштовано регресiйнi моделi ма-
шинного навчання для оцiнки рухливостi електро-
нiв i дiрок у 𝑛-Si та 𝑝-Si з використанням ал-
горитмiв випадкового лiсу, градiєнтного бустин-
гу, опорних векторiв i глибоких нейронних мереж.
Проведенно порiвняння точностi прогнозiв вказа-
них моделей у порiвняннi з теорiєю Клаассена
та показано доцiльнiсть застосування алгоритмiв
Support Vector Regression та Deep Neural Network
з попередньою нормалiзацiєю вхiдних даних.

Використовуючи алгоритм символьної регресiї,
отримано аналiтичнi вирази для опису рухливо-
стi електронiв i дiрок у монокристалiчному крем-
нiї в iнтервалi температур 200–500 K i концентра-
цiй легувальної домiшки 1013–1019 см−3. Порiвня-
но з моделлю Клаассена, запропонованi формули
мiстять бiльш нiж удвiчi меншу кiлькiсть параме-
трiв, не потребують попереднього визначення сту-
пеня iонiзацiї легантiв i мають простiшу структур-
ну форму. Водночас втрата точностi є мiнiмаль-
ною: приблизно для 50% усiх комбiнацiй темпе-
ратури й ступеня легування вiдносна похибка не
перевищує 0,044%, 0,077%, 0,079% i 0,026% при об-
численнi 𝜇𝑛,𝑛, 𝜇𝑛,𝑝, 𝜇𝑝,𝑝 та 𝜇𝑝,𝑛, вiдповiдно. По-
рiвняно з моделлю Арори, отриманi вирази хара-
ктеризуються спiвмiрною складнiстю, проте забез-
печують iстотно вищу точнiсть. Це свiдчить про
доцiльнiсть i перспективнiсть їхнього практично-
го застосування.

ДОДАТОК А
Залежностi рухливостi при врахуваннi
одного механiзму розсiяння

Для опису рухливостi 𝜇I при розсiяннi носiїв заряду на iо-
нiзованих домiшках часто застосовується такий вираз [1,3]:

𝜇I =
1,44 · 1018 см−3

𝑁I𝑍2

(︂
𝑇

100K

)︂3
2

×

×
𝜀2 ·

√︀
𝑚0/𝑚[︂

lg(1 + 𝛽2
BH)− 0,434𝛽2

BH

1+𝛽2
BH

]︂ , (A.1)

де 𝑁I – концентрацiя домiшок iз зарядом 𝑍𝑒, 𝜀 – дiелектри-
чна проникнiсть напiвпровiдника, 𝑇 – температура, 𝑚 –
ефективна маса носiя, 𝑚0 – маса вiльного електрона, а ве-
личина 𝛽BH має вигляд

𝛽BH =
𝑇

100K

√︃
2,08 · 1018 см−3 · 𝜀𝑚

16𝑛𝑐 𝑚0
, (A.2)

𝑛𝑐 – концентрацiя носiїв заряду. Вираз має назву формули
Брукса–Геррiнга, вiн отриманий у наближеннi часу рела-
ксацiї для випадку iзотропної параболiчної зони й слабко-
го екранованого кулонiвського потенцiалу. Менш строге з
фiзичної точки зору наближення, що передбачає викори-
стання кулонiвського потенцiалу зi штучним обрiзанням за
малих кутiв розсiяння i краще працює за високих концен-
трацiй домiшок, має назву формули Конвелла–Вайскопфа
[1, 3]:

𝜇I =
1,44 · 1018 см−3

𝑁I𝑍2

(︂
𝑇

100K

)︂3
2 𝜀2 ·

√︀
𝑚0/𝑚

lg
(︀
1 + 𝛽2

CW

)︀ , (A.3)

𝛽CW =
𝑇

100K
·

𝜀

16𝑍

(︂
2, 35 · 1019 см−3

𝑁I

)︂1
3

. (A.4)

Для випадку розсiяння носiй–носiй часто застосовується
пiдхiд, розвинутий Флетчером [6]:

𝜇𝑐𝑐 =

(︁
𝑇

𝑇 Fl
ref

)︁3
2
𝐹1

√
𝑛𝑝 · ln

[︂
1 +

(︁
𝑇

𝑇 Fl
ref

)︁2
(𝑛𝑝)−

1
3 𝐹2

]︂ , (A.5)

де 𝑛 i 𝑝 – концентрацiї електронiв i дiрок, вiдповiдно; 𝑇 Fl
ref,

𝐹1 та 𝐹2 – константи, значення яких залежать вiд мате-
рiалу. Як показано в роботах [52, 53], для кремнiю доцiль-
но застосовувати 𝑇 Fl

ref = 300 K, 𝐹1 = 1,04 · 1021 1/(смB c),
𝐹2 = 7,45 ·1012 см2 i тодi вираз (A.5) перетворюється на так
звану формулу Доркеля

𝜇𝑐𝑐 =
2 · 1017𝑇

3
2

√
𝑛 𝑝 · ln

[︁
1 + 8,28 · 108𝑇 2 (𝑛𝑝)−

1
3

]︁ . (A.6)

ДОДАТОК Б
Моделi рухливостi носiїв у кремнiї

Модель Коуги–Томаса [8]:

𝜇CT = 𝜇min +
𝜇max − 𝜇min

1 + (𝑁/𝑁ref)𝛼
, (Б.1)

де 𝑁 – концентрацiя легантiв, а значення констант для но-
сiїв обох типiв наведено в табл. Б1.

Модель Масеттi [9]:

𝜇M
𝑛 = 𝜇0 +

𝜇max − 𝜇0

1 +
(︁

𝑛
𝐶𝑟

)︁𝑎 −
𝜇1

1 +
(︁
𝐶𝑠
𝑛

)︁𝑏 ,
𝜇M
𝑝 =

𝜇0

exp
(︁
𝑝𝑐
𝑝

)︁+
𝜇max

1 +
(︁

𝑝
𝐶𝑟

)︁𝑎 −
𝜇1

1 +
(︁
𝐶𝑠
𝑝

)︁𝑏 , (Б.2)

де коефiцiєнти залежать вiд типу легувальних атомiв. У
табл. Б2 наведено величини для бору й фосфору.
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Таблиця Б1. Коефiцiєнти для розрахунку рухливостi
вiдповiдно до моделi Коуги–Томаса (Б.1)

Тип
носiїв

Параметр

𝜇max,
см2/(V · s)

𝜇min,
см2/(V · s) 𝛼 𝑁ref , см−3

Електрони 1330 65 0,72 8,5 · 1016

Дiрки 495 47,7 0,76 6,3 · 1016

Таблиця Б2. Коефiцiєнти для розрахунку рухливостi
вiдповiдно до моделi Масеттi (Б.2)

Параметр
Легант

Фосфор Бор

𝜇0, см2/(V · s) 68,5 44,9
𝜇max, см2/(V · s) 1414 470,5
𝜇0, см2/(V · s) 56,1 29,0
𝐶𝑟, см−3 9,2 · 1016 2,23 · 1017

𝐶𝑠, см−3 3,41 · 1020 6,10 · 1020

𝑎 0,711 0,719
𝑏 1,98 2,00
𝑝𝑐, см−3 – 9,23 · 1016

Таблиця Б3. Коефiцiєнти для розрахунку рухливостi
вiдповiдно до моделi Арори (Б.3)–(Б.4)

Параметр

Тип носiїв

Електрони Дiрки

Основнi Неоснов- Основнi Неоснов-
[11] нi [13] [11] нi [14]

𝑇ref , K 300 295 300 292
𝜇ref
min, см2/(В · с) 88 232 54,3 130

𝜇ref
0 , см2/(В · с) 1252 1180 407 370

𝑁ref
0 , 1/см3 1,26× 1017 8× 1016 2,35× 1017 8× 1017

𝛼ref 0,88 0,9 0,88 1,25

𝛽1 –0,57

𝛽2 –2,33 –2,23

𝛽3 2,4

𝛽4 –0,146

Модель Арори [11]:

𝜇A = 𝜇min +
𝜇0

1 +
(︁
𝑁𝐼
𝑁0

)︁𝛼 , (Б.3)

де 𝑁𝐼 = 𝑁−
𝑎 +𝑁+

𝑑 – загальна концентрацiя iонiзованих ле-
гантiв (𝑁−

𝑎 i 𝑁+
𝑑 – кiлькостi iонiзованих акцепторiв i до-

норiв у одиницi об’єму, вiдповiдно), а решта коефiцiєнтiв
мають подiбну температурну залежнiсть:

𝜇min = 𝜇ref
min

(︂
𝑇

𝑇ref

)︂𝛽1

, 𝜇0 = 𝜇ref
0

(︂
𝑇

𝑇ref

)︂𝛽2

,

𝑁0 = 𝑁ref
0

(︂
𝑇

𝑇ref

)︂𝛽3

, 𝛼 = 𝛼ref

(︂
𝑇

𝑇ref

)︂𝛽4

.

(Б.4)

(див. табл. Б3). Константи наведено у табл. Б2

ДОДАТОК В
Оцiнка рухливостi вiдповiдно
до моделi Клаассена (Philips)

У цьому випадку [12] для обчислення рухливостi як еле-
ктронiв, так i дiрок, незалежно вiд того, чи вони є основни-
ми чи неосновними носiями, застосовують схожi формули з
рiзними числовими коефiцiєнтами. А саме,

𝜇K =
𝜇L · 𝜇DA

𝜇L + 𝜇DA

, (В.1)

де

𝜇L = 𝜇max

(︂
300

𝑇

)︂2,25
, (В.2)

𝜇DA =
𝜇2
max

𝜇max − 𝜇min

𝑁sc

𝑁eff

(︂
𝑁ref

𝑁sc

)︂𝛼 (︂
𝑇

300

)︂3𝛼− 3
2

+

+
𝜇max 𝜇min

𝜇max − 𝜇min

𝑛+ 𝑝

𝑁eff

(︂
300

𝑇

)︂1
2

, (В.3)

а константи наведено в табл. В1.
Величини 𝑁sc та 𝑁eff є функцiями температури i кон-

центрацiї носiїв та iонiзованих легантiв, явний вигляд яких
залежить вiд типу носiїв. А саме, при визначеннi рухливостi
електронiв

𝑁sc = 𝑁+
𝑑 +𝑁−

𝑎 + 𝑝, (В.4а)

𝑁eff = 𝑁+
𝑑 +𝑁−

𝑎 ·𝐺𝑛(𝑃𝑛, 𝑇 ) +
𝑝

𝐹𝑛(𝑃𝑛, 𝑇 )
, (В.5а)

тодi як для дiрок

𝑁sc = 𝑁−
𝑎 +𝑁+

𝑑 + 𝑛, (В.4б)

𝑁eff = 𝑁−
𝑎 +𝑁+

𝑑 ·𝐺𝑝(𝑃𝑝, 𝑇 ) +
𝑛

𝐹𝑝(𝑃𝑝, 𝑇 )
. (В.5б)

У свою чергу функцiї 𝐺𝑛(𝑝), 𝐹𝑛(𝑝) та 𝑃𝑛(𝑝) мають вигляд:

𝐺𝑛 = 1− 𝑆1

[︃
𝑆2 +

(︂
𝑚0

𝑚𝑒

𝑇

300

)︂𝑆4

𝑃𝑛

]︃−𝑆3

+

+𝑆5

[︃(︂
𝑚𝑒

𝑚0

300

𝑇

)︂𝑆7

𝑃𝑛

]︃−𝑆6

, (В.6a)

𝐺𝑝 = 1− 𝑆1

[︃
𝑆2 +

(︂
𝑚0

𝑚ℎ

𝑇

300

)︂𝑆4

𝑃𝑝

]︃−𝑆3

+

+𝑆5

[︃(︂
𝑚ℎ

𝑚0

300

𝑇

)︂𝑆7

𝑃𝑝

]︃−𝑆6

, (В.6б)
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Таблиця В1. Коефiцiєнти для розрахунку
рухливостi вiдповiдно до моделi Клаассена,
формули (В.2)–(В.3)

Тип
носiїв

Параметр

𝜇max,
см2/(В · с)

𝜇min,
см2/(В · с) 𝛼 𝑁ref , см−3

Електрони 1414 68,5 0,711 9,2 · 1016

Дiрки 495 44,9 0,719 2,23 · 1017

Таблиця В2. Коефiцiєнти для розрахунку
рухливостi вiдповiдно до моделi Клаассена,
формули (16) i (В.7)

𝑆1 𝑆2 𝑆3 𝑆4 𝑆5 𝑆6 𝑆7

0,89233 0,41372 0,19778 0,28227 0,005978 1,80618 0,72169

𝑟1 𝑟2 𝑟3 𝑟4 𝑟5 𝑟6

0,7643 2,2999 6,5502 2,3670 –0,01552 0,6478

𝐹𝑛 =

𝑟1𝑃
𝑟6
𝑛 +𝑟2+𝑟3

𝑚𝑒

𝑚ℎ

𝑃 𝑟6
𝑛 +𝑟4+𝑟5

𝑚𝑒

𝑚ℎ

, 𝐹𝑝 =

𝑟1𝑃
𝑟6
𝑝 +𝑟2+𝑟3

𝑚ℎ

𝑚𝑒

𝑃 𝑟6
𝑛 +𝑟4+𝑟5

𝑚ℎ

𝑚𝑒

, (В.7)

𝑃𝑛 = (𝑃𝑏𝑛 + 𝑃𝑐𝑛)
−1 , 𝑃𝑝 =

(︀
𝑃𝑏𝑝 + 𝑃𝑐𝑝

)︀−1
, (В.8)

𝑃𝑏𝑛 =
3,83

(︁
𝑚0
𝑚𝑒

)︁
1,36×1026

𝑁+
𝑑

+𝑝

(︁
𝑇
300

)︁2 , 𝑃𝑏𝑝 =
3,83

(︁
𝑚0
𝑚ℎ

)︁
1,36×1026

𝑁−
𝑎 +𝑛

(︁
𝑇
300

)︁2 , (В.9)

де 𝑚𝑒 i 𝑚ℎ – ефективнi маси електрона й дiрки, вiдповiдно,
а константи, що входять до виразiв (B.6) i (В.7), наведено
в табл. В2. У випадку неосновних носiїв 𝑃𝑐𝑛 = 0, 𝑃𝑐𝑝 = 0,
а для основних

𝑃𝑐𝑛=

(︁
𝑍𝑛

3
√︁

𝑁+
𝑑

)︁2
1,79 · 1014 𝑇 2

, 𝑃𝑐𝑝=

(︁
𝑍𝑝

3
√︀

𝑁−
𝑎

)︁2
1,79 · 1014 𝑇 2

, (В.10a)

𝑍𝑛=

1,21+ 1,6·1041(︁
𝑁+

𝑑

)︁2

0,21+ 1,6·1041(︁
𝑁+

𝑑

)︁2

, 𝑍𝑝=

1,5+

(︂
7,2·1020

𝑁−
𝑎

)︂2

0,5+

(︂
7,2 1020

𝑁−
𝑎

)︂2
. (В.10б)
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MACHINE LEARNING MODELS FOR EVALUATING
EFFICIENT CARRIER MOBILITY IN SILICON

The application of machine learning (ML) models – specifically
Random Forest (RF), Gradient Boosting (GB), Support Vector
Regression (SVR), and Deep Neural Networks (DNNs) – along-
side Symbolic Regression (SR) for predicting carrier mobi-
lity in monocrystalline silicon over wide temperature (200–
500K) and doping concentration (1013–1019 cm−3) ranges has
been evaluated. The analytical expressions derived via SR are
notably more parsimonious, requiring 50% fewer parameters
than the Klaassen model. Furthermore, these expressions by-
pass the need for preliminary impurity ionization calculati-
ons while maintaining a relative error below 0.1% in most
cases. A comparative analysis demonstrated that the SR and
SVR models significantly outperform the Arora approximati-
on in terms of accuracy, particularly for minority carriers. The
proposed approach offers a robust framework for TCAD sys-
tems, substantially reducing computational overhead while
ensuring high modeling accuracy.

Ke yw o r d s: carrier mobility, silicon, Klaassen model, symbo-
lic regression, machine learning.

700 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2026. Т. 71, № 8


