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ОПТИЧНИЙ ВIДГУК МЕТАЛЕВИХ
НАНОЧАСТИНОК ТОРОЇДАЛЬНОЇ ФОРМИУДК 539

У роботi дослiджено оптичнi властивостi металевих наночастинок тороїдальної фор-
ми, що мiстяться в дiелектричному середовищi. Для отримання частотних залежно-
стей перерiзiв поглинання й розсiяння, а також дiагональних компонент тензорiв по-
ляризовностi й пiдсилення електричних полiв, використано пiдхiд еквiвалентного сплю-
снутого сфероїда. Аналiзуються чисельнi результати для вiдповiдних частотних за-
лежностей. Встановлено факт аномально великого розщеплення максимумiв перерiзiв
поглинання й розсiяння, що видiляє тороїдальнi частинки з усього класу аксiально-
симетричних наночастинок. У бездисипативному наближеннi визначено розмiрнi за-
лежностi поперечної та поздовжньої частот поверхневого плазмонного резонансу. Ви-
вчено вплив тороїдальної форми й матерiалу наночастинок, а також матерiалу нав-
колишнього середовища на їхнiй оптичний вiдгук.
К люч о в i с л о в а: тороїдальна металева наночастинка, перерiз поглинання, тензор по-
ляризовностi, дiелектричний тензор, пiдхiд еквiвалентного сфероїда, поверхневий пла-
змонний резонанс.

1. Вступ

Електроннi й оптичнi властивостi наночастинок
становлять значний iнтерес з точки зору практи-
чного застосування [1–6]. Новi методи нанофабри-
кацiї й використання шаблонiв дозволяють ство-
рювати металевi наноструктури зi складними фор-
мами й унiкальними властивостями [7–13]. Опти-
чнi властивостi металевих наноструктур визнача-
ються їхнiми плазмонними резонансами, якi мо-
жуть суттєво залежати вiд їхньої форми, скла-
ду й властивостей дiелектричного середовища [1–
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3, 5, 14–16]. Для деяких наночастинок, таких як
нанооболонки [17–19] i нанострижнi [20, 21], пла-
змонний вiдгук можна налаштувати вiд ближньої
ультрафiолетової до середньої iнфрачервоної обла-
стi спектра. Така налаштовуванiсть використову-
валася в багатьох важливих застосуваннях, таких
як хiмiчне й бiологiчне зондування [22–25], опти-
чна манiпуляцiя наночастинками [26], плазмоннi
хвилеводи [27, 28], метаматерiали [29] й бiомедичнi
застосування [23].

Металевi нанорозмiрнi кiльця й тороїди є цiка-
вими плазмонними геометрiями з широкими мо-
жливостями налаштування i значним потенцiа-
лом. Вони можуть бути платформами для хiмi-
чного й бiологiчного зондування, а також при
використаннi магнiтних ефектiв на оптичних ча-
стотах [30–35]. Оптичнi властивостi нанокiлець i
тороїдальних наночастинок були розрахованi за
допомогою методу граничних елементiв [36, 37],
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Рис. 1. Геометрiя задачi

дiадично-тензорного пiдходу Грiна [38,39] i методу
скiнченних рiзниць у часовiй областi [40].

У роботi [41] були дослiдженi плазмоннi й опти-
чнi властивостi металевих нанорозмiрних торої-
дiв за допомогою моделi плазмонної гiбридизацiї
[42, 43] i показано, що плазмоннi резонанси в на-
нотороїдi виникають внаслiдок гiбридизацiї при-
мiтивних плазмонних мод, якi можна описати як
тороїдальнi гармонiки. Однак цей пiдхiд є мате-
матично громiздким i не дає змогу отримати ви-
рази для деяких оптичних характеристик (напри-
клад, вирази для дiагональних компонент тензора
поляризовностi й тензора посилення поля). У цьо-
му аспектi пiдхiд еквiвалентного сфероїда, запро-
понований у роботi [44] i розроблений у серiї статей
[21, 45–49], є простiшим i зручнiшим для вивче-
ння оптичних властивостей металевих наностру-
ктур рiзної форми. Тому вищезазначений пiдхiд
використано в цiй роботi для вивчення спектраль-
них характеристик тороїдальних наночастинок.

2. Математична модель

2.1. Перерiзи поглинання
та розсiяння i тензор поляризовностi

Нехай тороїдальна металева наночастинка з радi-
усом отвору 𝑅1, радiусом зовнiшнього кола 𝑅2 i
радiусом “трубки” тора 𝑟 мiститься в середовищi з
дiелектричною проникнiстю 𝜖m (рис. 1). Вихiдни-
ми спiввiдношеннями для аналiзу будуть формули
для перерiзiв поглинання (abs) i розсiяння (sca):
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де 𝜔 та 𝑐 – частота й швидкiсть електромагнiтної
хвилi вiдповiдно, а 𝛼⊥(‖) (~𝜔) – дiагональнi ком-
поненти тензора поляризовностi для тороїдальної
наночастинки, якi визначаються за допомогою пiд-
ходу еквiвалентного сплющеного сфероїда. Сенс
цього пiдходу полягає в тому, що оптичнi хара-
ктеристики тороїдальної наночастинки (зокрема,
поперечна й поздовжня складовi поляризовностi)
збiгатимуться з характеристиками еквiвалентного
сплюсненого сфероїда. У цьому випадку аспектне
вiдношення еквiвалентного сплющеного сфероїда
(ефективне аспектне вiдношення) стає пов’язаним
з аспектним вiдношенням тороїда, i це спiввiдно-
шення буде отримано нижче. Зазначене спiввiдно-
шення, у свою чергу, випливає з умови рiвностi вiд-
ношень вiдповiдних осьових моментiв iнерцiї торо-
їда й еквiвалентного сплющеного сфероїда.

Таким чином, вирази для дiагональних компо-
нентiв поляризовностi тороїдальної металевої на-
ночастинки матимуть такий вигляд:

𝛼⊥(‖) (~𝜔) = 𝑉
𝜖⊥(‖)(~𝜔)− 𝜖m

𝜖m + ℒ⊥(‖)
(︀
𝜖⊥(‖)(~𝜔)− 𝜖m

)︀ , (3)

де 𝑉 – об’єм тороїдальної наночастинки; ℒ⊥(‖) –
коефiцiєнти деполяризацiї, якi виражаються через
ефективне аспектне вiдношення таким чином:
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, (4)

а дiагональнi компоненти дiелектричного тензора
дорiвнюють

𝜖⊥(‖) (~𝜔) = 𝜖∞ −
𝜔2
𝑝

𝜔
(︁
𝜔 + i𝛾

⊥(‖)
eff

)︁ . (5)

У формулi (5), 𝜔𝑝 – це плазмова частота, 𝜖∞ –
внесок мiжзонних переходiв у дiелектричну про-
никнiсть металу, а 𝛾

⊥(‖)
eff – дiагональнi компоненти

тензора ефективної швидкостi релаксацiї, якi бу-
дуть визначенi нижче.

2.2. Ефективне аспектне вiдношення

Осьовi моменти iнерцiї еквiвалентного сплющено-
го сфероїда дорiвнюють

𝐼sph𝑥 =
𝑚1

5

(︀
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, 𝐼sph𝑧 =
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де 𝑚1 – маса сфероїда, а 𝑎 i 𝑏 – його велика й ма-
ла пiвосi вiдповiдно. У свою чергу, осьовi моменти
iнерцiї тороїда дорiвнюють

𝐼tor𝑥 =
2𝑚2
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2
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2

)︂
, (8)

де 𝑚2 – маса тороїда.
Як зазначено вище, взаємозв’язок мiж еквiва-

лентним аспектним вiдношенням

𝜚eff =
𝑎

𝑏
(9)

i аспектним вiдношенням
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𝑅2

2𝑟
(10)

можна знайти з умови:
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Оскiльки
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тодi, пiдставляючи вирази (12) i (13) у формулу
(11), отримуємо

𝜚eff =

(︂
4

𝜋
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𝜚2 + 3
16

− 1
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2.3. Ефективна швидкiсть релаксацiї
та поверхневi плазмоннi резонанси

Процеси релаксацiї в тороїдальнiй наночастинцi
визначаються трьома механiзмами: об’ємним i по-
верхневим розсiянням електронiв та радiацiйним
загасанням. Отже, спiввiдношення для ефектив-
них швидкостей поперечної та поздовжньої рела-
ксацiї матимуть такий вигляд:

𝛾
⊥(‖)
eff = 𝛾bulk + 𝛾⊥(‖)

s + 𝛾
⊥(‖)
rad , (15)

де швидкiсть об’ємної релаксацiї 𝛾bulk = const для
конкретного металу, а швидкiсть поверхневої ре-
лаксацiї та швидкiсть радiацiйного загасання ви-
значаються спiввiдношеннями [49]

𝛾⊥(‖)
s = A⊥(‖)

𝑣F
ℓ⊥(‖)

, (16)

𝛾
⊥(‖)
rad = B⊥(‖)

𝑣F
ℓ⊥(‖)

. (17)

У формулах (17) i (18) 𝑣F – це швидкiсть Фер-
мi електрона, ℓ⊥(‖) – ефективнi довжини вiльного
пробiгу електронiв у поперечному (⊥) й поздов-
жньому (‖) напрямках,

ℓ⊥ = ℓ‖ = 2𝑟, (18)

а залежнi вiд розмiру й частоти функцiї A⊥(‖) i
B⊥(‖) мають вигляд
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де

𝑉 = 2𝜋2𝑟2 (𝑅2 − 𝑟) (21)

– це об’єм тороїда, а розмiрнi множники для сплю-
щеного сфероїда дорiвнюють
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Як вiдомо, умовою збудження поверхневих пла-
змонних резонансiв є рiвнiсть нулю дiйсної части-
ни знаменника виразу (3). Враховуючи формулу
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Рис. 2. Частотнi залежностi дiйсної (𝑎) та уявної (𝑏) ча-
стин, а також модуля (𝑐) поздовжньої складової тензора
поляризовностi тороїдальної наночастинки срiбла в тефло-
нi: 𝑟 = 5 нм, 𝑅2 = 40 нм (1 ); 𝑟 = 5 нм, 𝑅2 = 60 нм (2 );
𝑟 = 5 нм, 𝑅2 = 100 нм (3 ); 𝑟 = 10 нм, 𝑅2 = 60 нм (4 );
𝑟 = 20 нм, 𝑅2 = 60 нм (5 )

(5) у бездисипативному наближеннi (𝛾⊥(‖)
eff → 0),

розмiрнi залежностi поперечної та поздовжньої ре-
зонансних частот мають вигляд

𝜔⊥(‖)
𝑠𝑝 (𝜚eff) =

𝜔𝑝√︁
𝜖∞ +

1−ℒ⊥(‖)
ℒ⊥(‖)

𝜖m
. (24)

У свою чергу, дiагональнi компоненти тензора пiд-
силення електричного поля визначаються спiввiд-
ношеннями

G⊥(‖) = ×

× 𝜖
⊥(‖) 2
1 + 𝜖

⊥(‖) 2
2[︁

ℒ⊥(‖)

(︁
𝜖
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1 − 𝜖m

)︁
+ 𝜖m

]︁2
+
[︁
ℒ⊥(‖)

⊥(‖)
2

]︁2 . (25)

Далi для отримання числових результатiв будуть
використанi вирази (1)–(3), (24) i (25) з урахуван-
ням формул (4), (5), та (14)–(23).

2.4. Результати розрахунку
i їхнє обговорення

Розрахунки дiйсних i уявних частин i модулiв дi-
агональних компонент тензора поляризовностi, а
також перерiзiв поглинання й розсiяння були вико-
нанi для тороїдальних наночастинок рiзних розмi-
рiв, виготовлених з рiзних металiв i розташованих
у рiзних дiелектричних середовищах. Були порiв-
нянi дiагональнi компоненти тензора пiдсилення
електричного поля для тороїдальних, дискових i
сфероїдальних наночастинок. Данi, необхiднi для
розрахункiв, наведено в табл. 1 i 2.

Частотнi залежностi дiйсної та уявної частин, а
також модулi поздовжньої та поперечної складо-
вих тензора поляризовностi представленi на рис. 2
i 3. Зазначимо, що, як i у випадку наночасти-
нок iнших форм [21, 46–49], функцiї Re 𝛼⊥(‖) (~𝜔)

Таблиця 1. Параметри металiв [21, 48]

Метал

Параметр

𝑟𝑠/𝑎0 𝑚*/𝑚𝑒 𝜖∞
𝛾bulk,

1013 c−1

Pd 4,00 0,37 2,52 13,9
Pt 3,27 0,54 4,42 10,52
Ag 3,02 0,96 3,70 2,50
Au 3,01 0,99 9,84 3,45
Cu 2,11 1,49 12,03 3,70

Таблиця 2. Дiелектрична
проникнiсть середовищ [21, 48]

Матриця Повiтря CaF2 Тефлон Al2O3 TiO2

𝜖m 1,00 1,54 2,30 3,13 4,00

614 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2026. Т. 71, № 7



Оптичний вiдгук металевих наночастинок тороїдальної форми

Рис. 3. Частотнi залежностi дiйсної (𝑎) та уявної (𝑏) ча-
стин, а також модуля (𝑐) поперечної складової тензора по-
ляризовностi тороїдальної наночастинки срiбла в тефлонi
для тих самих параметрiв, що й на рис. 2

для тороїдальних частинок є знакозмiнною фун-
кцiєю, тодi як Im 𝛼⊥(‖) (~𝜔) > 0. Крiм того, зна-
чення max

{︀
Im 𝛼‖

}︀
розташованi в ультрафiолето-

вiй областi спектра, тодi як значення max {Im 𝛼⊥}
розташованi в ближнiй iнфрачервонiй та видимiй
областях. Амплiтуди максимумiв уявної частини
поперечної складової значно перевищують анало-
гiчнi значення для поздовжньої складової. Бiльше

Рис. 4. Частотнi залежностi перерiзiв поглинання (𝑎) i пе-
рерiзу розсiяння (𝑏) тороїдальної наночастинки срiбла в те-
флонi для тих самих параметрiв, що й на рис. 2

того, збiльшення аспектного вiдношення (кривi в
послiдовностях 1 → 2 → 3 i 5 → 4 → 2) приво-
дить до “синього” зсуву max

{︀
Im 𝛼‖

}︀
i “червоно-

го” зсуву max {Im 𝛼⊥}, а отже, до збiльшення роз-
щеплення частоти поверхневого плазмонного резо-
нансу. Слiд зазначити, що з усiх типiв наночасти-
нок з аксiальною симетрiєю, оптичнi (плазмоннi)
властивостi яких дослiджувалися в наших попере-
днiх роботах (цилiндр, сфероцилiндр, диск, бiко-
нус i бiпiрамiда [21, 46–49]), розщеплення резонан-
сних частот є найбiльшим для тороїдальних части-
нок. Це пов’язано з впливом розмiрного фактора, а
саме з поведiнкою факторiв деполяризацiї зi збiль-
шенням аспектного вiдношення (ℒ⊥ → 0, ℒ‖ → 1).
Таким чином, для найбiльшого аспектного вiдно-
шення в розглянутих випадках (кривi 3 на рис. 2, 𝑏
та 3, 𝑏) розщеплення резонансних частот становить
Δ𝜔𝑠𝑝 = 𝜔

‖
𝑠𝑝 − 𝜔⊥

𝑠𝑝 > 5 еВ.
Описана поведiнка частотних залежностей по-

здовжньої та поперечної поляризовностей коре-
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Рис. 5. Частотнi залежностi перерiзу поглинання (𝑎) та
перерiзу розсiяння (𝑏) тороїдальних наночастинок рiзних
металiв у тефлонi (𝑟 = 10 нм, 𝑅2 = 60 нм)

лює з поведiнкою вiдповiдних кривих для пере-
рiзiв поглинання та розсiяння (рис. 4). Максиму-
ми зазначених кривих також розташованi в рi-
зних спектральних дiапазонах, а амплiтуди макси-
мумiв, що вiдповiдають поперечним поверхневим
плазмонним резонансам, значно перевищують ам-
плiтуди максимумiв, що вiдповiдають поздовжнiм
резонансам, аж до повного зникнення останнiх на
залежностях 𝐶sca (~𝜔).

Частотнi залежностi перерiзiв поглинання та
розсiяння тороїдальних наночастинок рiзних ме-
талiв показано на рис. 5. Зазначимо, що поведiнка
других максимумiв перерiзiв поглинання та розсi-
яння (на частотi 𝜔‖

𝑠𝑝) для наночастинок iнших ме-
талiв аналогiчна випадку срiбних тороїдальних на-
ночастинок. У свою чергу, max {𝐶abs} i max {𝐶sca}
на частотi 𝜔⊥

𝑠𝑝 для частинок дослiджуваних мета-
лiв розташованi в ближнiй iнфрачервонiй та ви-
димiй частинах спектра, що суттєво вiдрiзняється
вiд випадкiв iнших наночастинок, якi мають осьо-

Рис. 6. Залежностi перерiзу поглинання (𝑎) та перерiзу
розсiяння (𝑏) тороїдальних наночастинок Ag (𝑟 = 10 нм,
𝑅2 = 60 нм) на частотах поперечного (1 ) та поздовжньо-
го (2 ) поверхневого плазмонного резонансiв вiд дiелектри-
чної проникностi середовища. Точки вiдповiдають дiеле-
ктричним проникностям дiелектрикiв, наведеним у табл. 2

ву симетрiю. Причиною такого зсуву максимумiв
також є вплив розмiрного фактора, а саме, малостi
фактора деполяризацiї ℒ⊥, що викликає значний
“червоний” зсув 𝜔⊥

𝑠𝑝 для тороїдальних наночасти-
нок розглянутого складу.

Залежностi перерiзiв поглинання та розсiяння
вiд дiелектричної проникностi дiелектричного се-
редовища, що оточує тороїдальну наночастин-
ку срiбла, розрахованi для частот поперечно-
го й поздовжнього поверхневого плазмонного ре-
зонансу, показано на рис. 6. Загальна тенден-
цiя полягає в тому, що значення 𝐶abs та 𝐶sca

зменшуються на частотi 𝜔⊥
𝑠𝑝 i зростають на ча-

стотi 𝜔
‖
𝑠𝑝 зi збiльшенням дiелектричної прони-

кностi. Однак, для дiелектричних проникностей
дiелектрикiв, що використовуються на практицi,
маємо 𝐶abs(sca)

(︀
𝜔⊥
𝑠𝑝

)︀
> 𝐶abs(sca)

(︁
𝜔
‖
𝑠𝑝

)︁
. Слiд також
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Рис. 7. Порiвняння частотних залежностей поперечної (𝑎)
та поздовжньої (𝑏) складових тензора пiдсилення електри-
чного поля для наночастинок Ag у тефлонi, якi мають рiзну
форму: (1 ) сплющений сфероїд, (2 ) диск, (3 ) тороїд з одна-
ковими поздовжнiми й поперечними розмiрами (𝑎𝑙 = 10 нм,
𝑏𝑡 = 60 нм)

зазначити, що вказанi результати пiдтверджують
факт сильної залежностi оптичної чутливостi на-
ночастинок рiзної форми вiд властивостей навко-
лишнього дiелектрика.

Кривi частотних залежностей дiагональних ком-
понент тензора пiдсилення електричного поля для
тороїдальних, дискових i сфероїдальних наноча-
стинок з однаковими поздовжнiми (висота диска,
подвоєна мала пiввiсь сплющеного сфероїда й ра-
дiус трубки тороїда) й поперечними (дiаметр осно-
ви диска, подвоєна велика пiввiсь сфероїда та
зовнiшнiй радiус тороїда) розмiрами представле-
но на рис. 7. Зазначимо, що G⊥ ≫ G‖ i G‖ < 1
для всiх розглянутих форм наночастинок. Крiм
того, амплiтуда максимуму поперечної компонен-
ти тензора пiдсилення зростає зi змiною форми
наночастинки в ряду в ряду сплюснений сферо-
їд → диск → тороїд, а саме значення max {G⊥}

для тороїдальної наночастинки досягається на ча-
стотах, менших, нiж для диска й сплюснутого
сфероїда.

3. Висновки

У роботi отримано вирази для частотних залежно-
стей дiагональних компонент тензора поляризов-
ностi й тензора пiдсилення поля, а також перерiзiв
поглинання й розсiяння в рамках пiдходу еквiва-
лентного сфероїда. Показано, що максимуми уяв-
ної частини поздовжньої поляризовностi розташо-
ванi в ближнiй ультрафiолетовiй областi спектра,
тодi як максимуми уявної частини поперечної по-
ляризовностi розташованi в ближнiй iнфрачерво-
нiй та видимiй областях. Таким чином, тороїдальнi
наночастинки характеризуються аномально вели-
ким розщепленням плазмонного резонансу, що дає
їм змогу займати особливе положення серед iнших
осесиметричних частинок.

Показано, що максимуми перерiзiв поглинання
та розсiяння на частотах поздовжнього поверхне-
вого плазмонного резонансу мають значно меншу
амплiтуду, нiж максимуми, що вiдповiдають попе-
речному резонансу. Унаслiдок цього цi максиму-
ми не проявляються на деяких кривих перерiзу
розсiяння.

Встановлено, що малий коефiцiєнт поперечної
деполяризацiї викликає змiщення вiдповiдних ма-
ксимумiв перерiзiв поглинання та розсiяння торої-
дальних наночастинок рiзних плазмонних металiв
у ближню iнфрачервону й видиму областi спектра
порiвняно з частинками iнших форм.

Зменшення та збiльшення перерiзiв поглина-
ння та розсiяння на частотах поперечного/поз-
довжнього поверхневого плазмонного резонансу зi
збiльшенням дiелектричної проникностi навколи-
шнього дiелектрика пiдтверджує факт чутливостi
оптичних вiдгукiв тороїдальних наночастинок до
змiн властивостей матрицi.

Результати розрахункiв поперечної та поздов-
жньої складових тензора пiдсилення електричного
поля для нанорозмiрних тороїдiв, дискiв i сплюще-
них сфероїдiв з однаковими поперечними й поздов-
жнiми розмiрами вказують на вiдсутнiсть пiдсиле-
ння поля в поздовжньому напрямку для частинок
розглянутих форм i наявнiсть значного пiдсиле-
ння в поперечному напрямку, яке зростає зi змi-
ною форми в ряду сплюснений сфероїд → диск →
→ тороїд.
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A.V.Korotun

OPTICAL RESPONSE OF METALLIC
NANOPARTICLES OF TOROIDAL SHAPE

The optical properties of toroidal-shaped metallic nanoparti-

cles in a dielectric medium are investigated in the work. The

equivalent oblate spheroid approach has been used to obtain

the frequency dependences of the absorption and scattering

cross-sections, as well as the diagonal components of the po-

larizability tensor and electric field enhancement tensor. The

numerical results for the corresponding frequency dependencies

are analyzed. The fact of the anomalously large splitting of the

absorption and scattering cross-section maxima, which distin-

guishes toroidal particles from the whole class of the axisym-

metric nanoparticles, has been established. The size depen-

dences of the transverse and longitudinal frequencies of surface

plasmonic resonance have been determined in the dissipation-

free approximation. The influence of the toroidal shape and

material of the nanoparticles as well as the material of the sur-

rounding medium on their optical response is studied.
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