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ПАРНА ФУНКЦIЯ РОЗПОДIЛУ
ДЛЯ КОМIРКОВОЇ МОДЕЛI ПЛИНУ
ЗI ВЗАЄМОДIЄЮ КЮРI–ВЕЙСАУДК 539

Розглянуто парну функцiю розподiлу у комiрковiй моделi плину зi взаємодiєю Кюрi–
Вейса. Отримано одно- й двочастинковi функцiї розподiлу. Результати пiдтверджу-
ють, що комiркова модель плину зi взаємодiєю Кюрi–Вейса є середньо-польовим плином.
Ключ о в i с л о в а: комiркова модель плину, взаємодiя Кюрi–Вейса, парна функцiя роз-
подiлу, 𝑛-частинкова функцiя розподiлу.

1. Вступ
У лiтературi дослiджувалися рiзнi моделi систем
багатьох частинок, що взаємодiють через м’якi по-
тенцiали. Прикладами є модель проникних сфер
[1–5], модель гаусового ядра [6–10] й узагальнена
експоненцiальна модель iндексу 4 (GEM-4) [11,12].
Дослiджуючи такi системи в рамках ґраткового
газу природно розглядати останнiй з багаточа-
стинковим заповненням комiрок [13, 14].

У цiй статтi дослiджено модель комiркового
плину, представлену в роботах [15, 16] (це – мо-
дель, яка дозволяє багаточастинкове заповнення
комiрок), i отримано точний вираз для її парної
функцiї розподiлу у випадку взаємодiї Кюрi–Вей-
са. У процесi аналiзу також отримано одно- й дво-
частинковi функцiї розподiлу. Результати пiдтвер-
джують, що модель комiркового плину зi взаємо-
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дiєю Кюрi–Вейса є насправдi середньо-польовим
плином.

2. Модель

Розглянемо вiдкриту систему точкових частинок в
об’ємi 𝑉 ⊂ R3 у тривимiрному просторi. Загальний
об’єм системи 𝑉 розбивається на 𝑁𝑣 конгруентних
кубiчних комiрок Δ𝑙, 𝑙 ∈ {1, ..., 𝑁𝑣}, кожна з яких
має об’єм 𝑣; тобто об’єм 𝑉 є об’єднанням усiх Δ𝑙:

𝑉 =

𝑁𝑣⋃︁
𝑙=1

Δ𝑙, Δ𝑙 ∩Δ𝑙′ = ∅ якщо 𝑙 ̸= 𝑙′, (1)

𝑉 = 𝑣𝑁𝑣. (2)

Енергiя взаємодiї мiж частинками в конфiгурацiї
𝛾𝑁 = {r1, ..., r𝑁}, де r𝑖 – просторова координата
𝑖-ої частинки, а 𝑁 – кiлькiсть частинок у конфiгу-
рацiї 𝛾𝑁 , визначається таким чином:

𝑊𝑁𝑣
(𝛾𝑁 ) =

1

2

∑︁
r𝑖,r𝑗∈𝛾

Φ𝑁𝑣
(r𝑖, r𝑗),

де Φ𝑁𝑣
– взаємодiя Кюрi–Вейса. Енергiя двоча-

стинкової взаємодiї визначається виразом

Φ𝑁𝑣 (r𝑖, r𝑗) = − 𝐽1
𝑁𝑣

+ 𝐽2

𝑁𝑣∑︁
𝑙=1

IΔ𝑙
(r𝑖) IΔ𝑙

(r𝑗). (3)
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Перший член у Φ𝑁𝑣
описує глобальне притяган-

ня Кюрi–Вейсса (подiбне до середнього поля) для
будь-якої пари частинок у системi. Сила цього
притягання задається енергетичним параметром
𝐽1 > 0. Другий член у Φ𝑁𝑣 описує локальне вiд-
штовхування мiж двома частинками, що мiстяться
в однiй комiрцi Δ𝑙, i характеризується параметром
𝐽2 > 0. Тут IΔ𝑙

(r) – це iндикаторна функцiя комiр-
ки Δ𝑙,

IΔ𝑙
(r) =

{︂
1, r ∈ Δ𝑙,

0, r /∈ Δ𝑙.
(4)

Ми вiдсилаємо читача до робiт [15–17] для озна-
йомлення з бiльш детальним описом моделi. Фазо-
вi дiаграми як у площинах температура–густина,
так i тиск–температура представленi в роботi [18].

Введемо позначення, якi будуть використовува-
тися в цiй статтi, й пiдсумуємо вiдомi результати
для обраної моделi.

Велика статистична сума виражається таким
чином:

Ξ =

∞∑︁
𝑁=0

𝜁𝑁

𝑁 !

∫︁
𝑉

...

∫︁
𝑉

exp[−𝛽𝑊𝑁𝑣
(𝛾𝑁 )] dr1 ...dr𝑁 , (5)

де

𝜁 =
exp(𝛽𝜇)

Λ3

– це активнiсть, 𝛽 = (𝑘B𝑇 )
−1 – обернена темпе-

ратура, 𝑘B – стала Больцмана, 𝑇 – температура,
𝜇 – хiмiчний потенцiал, Λ = (2𝜋𝛽~2/𝑚)1/2 – тепло-
ва довжина хвилi де Бройля, ~ – приведена стала
Планка, i 𝑚 – маса частинки. У великiй статисти-
чнiй сумi (5) iнтегрування здiйснюється за всiма
конфiгурацiями з 𝑁 частинками, а наступне пiд-
сумовування здiйснюється за всiма додатнiми цi-
лими значеннями 𝑁 .

Ми використовуємо такi стандартнi безрозмiрнi
змiннi: приведена температура 𝑇 * = 𝑘B𝑇/𝐽1, при-
ведений тиск 𝑃 * = 𝑃𝑣/𝐽1, приведений хiмiчний
потенцiал 𝜇* = 𝜇/𝐽1, приведена концентрацiя ча-
стинок 𝜌* = ⟨𝑁⟩

𝑉 𝑣 = ⟨𝑁⟩
𝑁𝑣

, де 𝑃 – тиск, а ⟨𝑁⟩ – се-
редня кiлькiсть частинок у системi, дужки позна-
чають середнє значення по великому канонiчному
ансамблю. Концентрацiя частинок 𝜌 = ⟨𝑁⟩

𝑉 також
використовуватиметься в цiй статтi.

Для стiйкостi взаємодiї має виконуватися умова
𝐽2 > 𝐽1. З цiєї причини ми вводимо позначення
𝑎 = 𝐽2/𝐽1 i покладаємо 𝑎 = 1,2 у цiй роботi.

Точнi асимптотичнi вирази для великої стати-
стичної суми були отриманi в роботах [15, 16]. Тут
ми представляємо результат у виглядi, наданому
в роботi [17],

Ξ ≃ 𝑐𝑁𝑣
exp[𝑁𝑣𝐸(𝑇 *, 𝜇*; 𝑦max)], (6)

що є асимптотично точним коли 𝑁𝑣 → ∞. Тут 𝑦max

є функцiєю як 𝑇 *, так i 𝜇*, i знаходиться з умови
глобального максимуму для величини

𝐸(𝑇 *, 𝜇*; 𝑦) = −𝑦2

2
𝑇 * + ln𝐾0(𝑇

*, 𝜇*; 𝑦),

де 𝐾0(𝑇
*, 𝜇*; 𝑦) – це 0-й член наступної сiм’ї спецi-

альних функцiй:

𝐾𝑗(𝑇
*, 𝜇*; 𝑦) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑛𝑗
(︀
𝑣*𝑇 *3/2)︀𝑛
𝑛!

×

× exp

[︂(︂
𝑦 +

𝜇*

𝑇 *

)︂
𝑛− 𝑎

2𝑇 *𝑛
2

]︂
(7)

для 𝑗 = 0, 1, 2, ..., 𝑣* = 𝑣/𝜆3, i 𝜆 =
[︀
2𝜋~2/ (𝑚𝐽1)

]︀1/2.
Величина 𝑐𝑁𝑣

у виразi (6) не вiдiграє жодної ва-
жливої ролi в термодинамiчнiй границi; тому ми
не наводимо тут явного виразу для неї.

Для детального дослiдження умов, необхiдних
для глобального максимуму 𝐸, i виведення спiв-
вiдношень для 𝑦max, ми рекомендуємо зацiкавле-
ним читачам звернутися до робiт [15–18]. У цiй
статтi ми використовуємо розроблену методоло-
гiю й результати, отриманi в цих роботах, для ви-
вчення структурних властивостей моделi, зокрема
одно- та двочастинкових функцiй розподiлу, а та-
кож парної функцiї розподiлу.

3. Парна функцiя розподiлу

Функцiя розподiлу 𝑔(𝑛) для 𝑛 частинок визнача-
ється через їхню концентрацiю 𝜌(𝑛) таким чином
(для довiдки див. [19, Роздiл 2.6]):

𝑔(𝑛)(r1, ..., r𝑛) =
𝜌(𝑛)(r1, ..., r𝑛)

𝑛∏︀
𝑖=1

𝜌(1)(r𝑖)
, (8)

де концентрацiя 𝑛 частинок, визначена у великому
канонiчному ансамблi, дорiвнює

𝜌(𝑛)(r1, ..., r𝑛) =
1

Ξ

∞∑︁
𝑁=𝑛

𝜁𝑁

(𝑁 − 𝑛)!
×

×
∫︁

exp [−𝛽𝑊𝑁𝑣
(𝛾𝑁 )] dr𝑛+1 ...dr𝑁 . (9)
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У цiй роботi наша мета – це обчислити парну фун-
кцiю розподiлу

𝑔(2)(r1, r2) =
𝜌(2)(r1, r2)

𝜌(1)(r1)𝜌(1)(r2)
.

Отже, спочатку потрiбно обчислити одно- та дво-
частинкову функцiї розподiлу.

3.1. Одночастинкова функцiя розподiлу

Спочатку обчислимо 𝜌(1). За визначенням

𝜌(1)(r1) = Ξ−1
∞∑︁

𝑁=1

𝜁𝑁

(𝑁 − 1)!
×

×
∫︁

exp [−𝛽𝑊𝑁𝑣
(r1, ..., r𝑁 )] dr2 ...dr𝑁 . (10)

Застосовуючи метод, описаний у роботi [16], отри-
муємо такий результат:

𝜌(1)(r1) =
𝐾1(𝑇

*, 𝜇*; 𝑦max)

𝑣𝐾0(𝑇 *, 𝜇*; 𝑦max)
=

𝜌*(𝑇 *, 𝜇*)

𝑣
, (11)

де застосована рiвнiсть [17, рiвняння (42)]

𝜌* =
𝐾1(𝑇

*, 𝜇*; 𝑦max)

𝐾0(𝑇 *, 𝜇*; 𝑦max)
. (12)

Отже, для розглянутої моделi комiркового плину з
взаємодiєю Кюрi–Вейса ми отримали результат, вi-
домий для однорiдних систем, а саме: одночастин-
кова функцiя розподiлу дорiвнює середнiй концен-
трацiї частинок (див. роботу [19, Eq. (2.6.5)]),

𝜌(1)(r1) = 𝜌. (13)

У данiй теорiї середнє значення чисел заповнен-
ня комiрок 𝑛 можна обчислити за допомогою мiри
ймовiрностi 𝑄𝑇*, 𝜇*(𝑛) [16]:

𝑄𝑇*,𝜇*(𝑛) =
1

𝐾0(𝑇 *, 𝜇*; 𝑦max)𝑛!

(︁
𝑣*𝑇 *3/2

)︁𝑛

×

× exp

[︂(︂
𝑦max +

𝜇*

𝑇 *

)︂
𝑛− 𝑎

2𝑇 *𝑛
2

]︂
, 𝑛 ∈ N0,

так що

⟨𝑛⟩𝑄 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑛𝑄𝑇*, 𝜇*(𝑛),

усереднення вiдносно мiри ймовiрностi 𝑄𝑇*, 𝜇*(𝑛).
Отже, можна записати такi рiвностi:

𝑣𝜌(1)(r1) = ⟨𝑛⟩𝑄 = 𝜌*. (14)

3.2. Двочастинкова функцiя розподiлу

Тепер обчислимо двочастинкову функцiю розподi-
лу, яка визначається виразом

𝜌(2)(r1, r2) = Ξ−1
∞∑︁

𝑁=2

𝜁𝑁

(𝑁 − 2)!
×

×
∫︁

exp [−𝛽𝑊𝑁𝑣
(r1, r2, ..., r𝑁 )] dr3 ...dr𝑁 .

Для подальшого аналiзу цього виразу ми знову
дотримуємося методологiї, розробленої в роботi
[16]. Однак важливо зазначити, що результат для
𝜌(2)(r1, r2) змiнюється залежно вiд того, чи нале-
жать r1 i r2 до однiєї комiрки чи до рiзних комiрок.

Якщо r1 та r2 належать до рiзних комiрок, ре-
зультат для 𝜌(2)(r1, r2) буде таким:

𝜌(2)(r1, r2) =

[︂
𝐾1(𝑇

*, 𝜇*; 𝑦max)

𝑣𝐾0(𝑇 *, 𝜇*; 𝑦max)

]︂2
=

=
𝜌*2

𝑣2
=

⟨𝑛⟩2𝑄
𝑣2

. (15)

З цього виразу й рiвняння (11) одразу випливає
результат для 𝑔(2)(r1, r2):

𝑔(2)(r1, r2) = 1, якщо @Δ𝑙(r1, r2 ∈ Δ𝑙), (16)

тобто, якщо r1 i r2 належать до рiзних комiрок,
парна функцiя розподiлу 𝑔(2)(r1, r2) завжди дорiв-
нює 1, тобто дорiвнює значенню для iдеального
газу.

Якщо r1 i r2 належать до однiєї комiрки, резуль-
тат для 𝜌(2)(r1, r2) буде таким (пор. з [19, рiвнян-
ня (2.6.4)]):

𝜌(2)(r1, r2) =
1

𝑣2

∞∑︁
𝑛=0

𝑛(𝑛− 1)𝑄𝑇*, 𝜇*(𝑛) =

=
⟨𝑛(𝑛− 1)⟩𝑄

𝑣2
. (17)

Отже, для 𝑔(2)(r1, r2) отримуємо

𝑔(2)(r1, r2) =
⟨𝑛(𝑛− 1)⟩𝑄

⟨𝑛⟩2𝑄
, якщо ∃Δ𝑙(r1, r2 ∈ Δ𝑙).

(18)

Виходячи з рiвнянь (16) i (18), загальний вираз
для 𝑔(2)(r1, r2) набуває вигляду

𝑔(2)(r1, r2) =

=

⎧⎨⎩
1, якщо @Δ𝑙(r1, r2 ∈ Δ𝑙),

⟨𝑛(𝑛− 1)⟩𝑄
⟨𝑛⟩2𝑄

, якщо ∃Δ𝑙(r1, r2 ∈ Δ𝑙).
(19)
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Рис. 1. Залежнiсть парної функцiї розподiлу 𝑔(2) вiд 𝑧 для
температур 𝑇 * = 0, 4 (1, температура вища за 𝑇 *

𝑐 ≈ 0, 25) i
0,2 (2, температура нижча за 𝑇 *

𝑐 ). Дiлянки на кривiй, по-
значенi жирними суцiльними лiнiями 2 вiдповiдають ста-
бiльним фазам, пунктирними лiнiями – метастабiльним i
нестабiльним областям

Далi ми зосередимося переважно на функцiї роз-
подiлу 𝑔(2)(r1, r2) для випадку, де r1 i r2 перебува-
ють в однiй комiрцi. Перше, що слiд зазначити,
це те, що якщо r1 i r2 належать до однiєї комiр-
ки, двочастинкова функцiя розподiлу не залежить
вiд положення частинок, тому для простоти мо-
жна просто записати 𝜌(2). Те ж саме, вiдповiдно,
стосується i 𝑔(2).

Перш нiж перейти до числових i графiчних ре-
зультатiв для парної функцiї розподiлу 𝑔(2), пере-
пишемо її в кiлькох альтернативних представлен-
нях. Вирази для величин 𝜌(2) та 𝑔(2) через функцiї
𝐾𝑗 (див. рiвняння (7)) набувають вигляду

𝜌(2) =
𝐾2(𝑇

*, 𝜇*; 𝑦max)−𝐾1(𝑇
*, 𝜇*; 𝑦max)

𝑣2𝐾0(𝑇 *, 𝜇*; 𝑦max)
,

𝑔(2) = [𝐾2(𝑇
*, 𝜇*; 𝑦max)−𝐾1(𝑇

*, 𝜇*; 𝑦max)]× (20)

× 𝐾0(𝑇
*, 𝜇*; 𝑦max)

𝐾1(𝑇 *, 𝜇*; 𝑦max)2
.

Також можна представити результати для пар-
ної функцiї розподiлу у виглядi параметричних
рiвнянь. Застосовуючи iдею, взяту з роботи [18],
введемо нову функцiю

𝑧max = 𝑦max +
𝜇*

𝑇 * (21)

i виразимо хiмiчний потенцiал як функцiю двох
змiнних, 𝑇 * i 𝑧max:

𝜇* = 𝑇 *𝑧max −
𝐾̃1(𝑇

*; 𝑧 max)

𝐾̃0(𝑇 *; 𝑧max)
, (22)

де спецiальнi функцiї 𝐾̃𝑗 визначаються виразом

𝐾̃𝑗(𝑇
*; 𝑧max) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑛𝑗(𝑣*𝑇 *3/2)𝑛

𝑛!
×

× exp
(︁
𝑧max𝑛− 𝑎

2𝑇 *𝑛
2
)︁
. (23)

Тепер двочастинкова функцiя розподiлу 𝜌(2) i пар-
на функцiя розподiлу 𝑔(2) набувають вигляду

𝜌(2) =
𝐾̃2(𝑇

*; 𝑧max)− 𝐾̃1(𝑇
*; 𝑧max)

𝑣2𝐾̃0(𝑇 *; 𝑧max)
, (24)

𝑔(2) =

[︁
𝐾̃2(𝑇

*; 𝑧max)− 𝐾̃1(𝑇
*; 𝑧max)

]︁
𝐾̃0(𝑇

*; 𝑧max)

𝐾̃1(𝑇 *; 𝑧max)2
.

(25)
За будь-якої заданої температури 𝑇 *, рiвнян-
ня (25) i (22) можна формально розглядати як па-
раметричне рiвняння для парної функцiї розподi-
лу 𝑔(2), що залежить вiд 𝜇*, а 𝑧max є параметром.

Аналогiчно, якщо рiвняння (12) переписати у
виглядi

𝜌*(𝑇 *; 𝑧max) =
𝐾̃1(𝑇

*; 𝑧 max)

𝐾̃0(𝑇 *; 𝑧max)
, (26)

тодi рiвняння (25) i (26) утворюють параметри-
чне рiвняння для парної функцiї розподiлу 𝑔(2) як
функцiї вiд 𝜌* для будь-якої заданої температури
𝑇 *, а 𝑧max є параметром.

На цьому етапi можна графiчно проiлюструвати
отриманi результати для парної функцiї розподi-
лу. На рис. 1 показано залежнiсть парної функцiї
розподiлу 𝑔(2) вiд 𝑧 для двох рiзних значень темпе-
ратури: 𝑇 * = 0,40, що лежить вище дiапазону кри-
тичних температур, i 𝑇 * = 0,20, що лежить нижче
цього дiапазону. Значення критичних температур
наведено в таблицi. Для субкритичної температу-
ри 𝑇 * = 0,20 суцiльнi дiлянки кривої, позначенi
жирною лiнiєю, вiдповiдають стабiльним станам,
а пунктирнi – метастабiльним або нестабiльним
станам.

На рис. 2 показано залежнiсть парної функцiї
розподiлу 𝑔(2) вiд 𝑦 для тих самих температур
𝑇 * = 0,4 i 0,2. Позначення такi ж, як на рис. 1.
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Рис. 2. Залежнiсть парної функцiї розподiлу 𝑔(2) вiд 𝑦 для
температур 𝑇 * = 0, 4 (1, температура вища за 𝑇 *

𝑐 ≈ 0, 25) i
0,2 (2, температура нижча за 𝑇 *

𝑐 ). Дiлянки на кривiй, по-
значенi жирними суцiльними лiнiями 2 вiдповiдають ста-
бiльним фазам, пунктирними лiнiями – метастабiльним i
нестабiльним областям

Координати перших чотирьох
критичних точок у моделi комiркового плину
з взаємодiєю Кюрi–Вейса. Чисельнi розрахунки
були виконанi для значень 𝑎 = 1,2 i 𝑣* = 5,0

𝑛 𝑇 *
𝑐 𝜌*𝑐 𝜇*

𝑐 𝑧𝑐

1 0,254567 0,513896 0,209380 2,84119
2 0,261881 1,50557 0,585097 7,98327
3 0,265254 2,50303 0,891843 12,7985
4 0,267242 3,50191 1,16893 17,4779

На рис. 3, 𝑎 залежнiсть парної функцiї розподi-
лу 𝑔(2) вiд концентрацiї 𝜌* показано для тих самих
двох температур: надкритичної 𝑇 * = 0,40 i суб-
критичної 𝑇 * = 0,20. Видно, що 𝑔(2) є монотонно
зростаючою функцiєю 𝜌* за постiйної температу-
ри. З графiка для субкритичної температури та-
кож можна зробити висновок, що парна функцiя
розподiлу набуває бiльших значень у кожнiй на-
ступнiй фазi порiвняно з попередньою. Крiм то-
го, на рис. 3, 𝑏 показано парну функцiю розподiлу
для дуже низької температури 𝑇 * = 0,1. У таких
умовах 𝜌*-iнтервали стабiльних фаз дуже вузькi й
майже невидимi в масштабi графiка. Таким чином,
представлена крива проходить через рiзнi двофа-
знi областi й вiдповiдає метастабiльним i неста-
бiльним станам.

a

b
Рис. 3. Залежнiсть парної функцiї розподiлу 𝑔(2) вiд 𝜌*

для температур 𝑇 * = 0,4 (1, температура вища за 𝑇 *
𝑐 ≈

≈ 0,25) i 0,2 (2, температура нижча за 𝑇 *
𝑐 ) (𝑎) i 0,1 (темпе-

ратура набагато нижча за 𝑇 *
𝑐 ) (𝑏). Для температур, нижчих

за критичну дiлянки, позначенi жирними суцiльними лiнiя-
ми вiдповiдають стабiльним фазам, пунктирними лiнiями –
метастабiльним i нестабiльним областям. На панелi (𝑏) ста-
бiльнi областi занадто малi, щоб їх можна було помiтити в
даному масштабi

Залежнiсть парної функцiї розподiлу вiд хiмi-
чного потенцiалу 𝜇* наведено на рис. 4. Її поведiн-
ка проiлюстрована для двох температур, а саме
𝑇 * = 0,40 i 0,20.

Просторову залежнiсть 𝑔(2)(r1, r2) для моделi
комiркового плину з взаємодiєю Кюрi–Вейса мо-
жна представити у виглядi ступiнчастої функцiї.
Якщо r1 i r2 розташованi в межах однiєї комiр-
ки, 𝑔(2) набуває значення, яке залежить вiд темпе-
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Рис. 4. Залежнiсть парної функцiї розподiлу 𝑔(2) вiд 𝜇*

для температур 𝑇 * = 0, 4 (1, температура вища за 𝑇 *
𝑐 ≈

≈ 0, 25) i 0,2 (2, температура нижча за 𝑇 *
𝑐 ). Дiлянки на

кривiй, позначенi жирними суцiльними лiнiями 2 вiдповiд-
ають стабiльним фазам, пунктирнi дiлянки – метастабiль-
ним i нестабiльним областям

ратури й хiмiчного потенцiалу (або концентрацiї).
Однак, як тiльки координати двох частинок нале-
жать до рiзних комiрок, 𝑔(2) стає рiвною одиницi.
На рис. 5, 𝑎 така ступiнчаста залежнiсть проiлю-
стрована для рiзних значень температури 𝑇 * i кон-
центрацiї 𝜌*. Цi значення вибрано вiдповiдно до
фази I, фази II, фази III i надкритичної областi, що
розташована над критичною точкою спiвiснуван-
ня Фаз I i II. Оскiльки значення для Фази I майже
непомiтне в масштабi графiка, на рис. 5, 𝑏 у збiль-
шеному масштабi показано поведiнку 𝑔(2) у фазi I
разом iз границею низької концентрацiї (A.2) (див.
Додаток А для отримання детальної iнформацiї).
За репрезентативний стан для фази I вибрано стан,
що вiдповiдає значенням 𝑇 * = 0,2 i 𝜌* = 0,1. Для
iнших станiв було вибрано такi значення: 𝑇 * = 0,2
i 𝜌* = 1,0 для фази II; 𝑇 * = 0,2 i 𝜌* = 2,0 для
фази III, i 𝑇 * = 0,5 i 𝜌* = 0,5 для надкритич-
ного стану.

З отриманих результатiв видно, що парна фун-
кцiя розподiлу набуває значення, що вiдповiдає
iдеальному газу, як тiльки двi частинки не мiстя-
ться в однiй комiрцi. Якщо двi частинки дiйсно мi-
стяться в однiй комiрцi, то значення 𝑔(2) стає мен-
шим за 1, що вказує на те, що ймовiрнiсть перебу-
вання двох частинок на вiдстанi 𝑟 всерединi комiр-
ки менша, нiж у випадку iдеального газу. Однак
в iншому випадку парна функцiя розподiлу не за-

a

b
Рис. 5. Залежнiсть парної функцiї розподiлу 𝑔(2)(r1, r2)

вiд вiдстанi 𝑟 = |r1 − r2|. Величина 𝑟* означає вiдстань вiд
точки з координатою r1 до межi кубiчної комiрки, що мi-
стить r1, у напрямку r2. 𝑎 – фаза I: 𝑇 * = 0,2; 𝜌* = 0,1;
фаза II: 𝑇 * = 0,2; 𝜌* = 1,0; фаза III: 𝑇 *

𝑐 = 0,2; 𝜌* = 2,0.
Надкритична область: 𝑇 * = 0,5; 𝜌* = 0,5. Коли 𝑟 > 𝑟* має-
мо 𝑔(2) = 1. 𝑏 – фаза I: 𝑇 * = 0, 2; 𝜌* = 0, 1. Границя низької
концентрацiї: 𝑔(2) ≈ exp(−𝑎/𝑇 *), де 𝑇 * = 0,2; 𝑎 = 1,2

лежить вiд 𝑟, i тому жодної структури не спосте-
рiгається навiть всерединi комiрки. Таким чином,
модель плину в комiрцi з взаємодiєю Кюрi–Вейса
є по сутi плином середнього поля.

Одна особливiсть, яку слiд зазначити, полягає
в тому, що парна функцiя розподiлу 𝑔(2)(r1, r2)
має розрив на межi комiрки. Це нагадує поведiн-
ку парної функцiї розподiлу для моделi проникних
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сфер [2], де ця величина має розрив, коли 𝑟 = 𝜎,
де 𝜎 – дiаметр сфери. Варто також зазначити, що
цей розрив є артефактом просторового огрублення
в обох моделях.

4. Висновки

У статтi отримано точнi вирази для парної функцiї
розподiлу 𝑔(2)(r1, r2) у моделi комiркового плину
з взаємодiєю Кюрi–Вейса. На основi отриманого
аналiтичного результату графiчно проiлюстрова-
но залежностi 𝑔(2) вiд вiдстанi мiж частинками,
їхньої концентрацiї та хiмiчного потенцiалу. З ана-
лiзу просторової залежностi зроблено висновок,
що парна функцiя розподiлу набуває значення, що
вiдповiдає iдеальному газу, щоразу, коли двi ча-
стинки займають рiзнi комiрки. Тiльки якщо оби-
двi частинки мiстяться в однiй комiрцi, значення
𝑔(2) стає меншим за одиницю, що вiдображає зни-
жену ймовiрнiсть перебування двох частинок на
вiдстанi 𝑟 порiвняно з iдеальним газом. Окрiм цьо-
го, функцiя 𝑔(2) не залежить вiд мiжчастинкової
вiдстанi 𝑟, i таким чином не виникає внутрiшньо-
комiркової структури. Отже, плин у комiрцi з вза-
ємодiєю Кюрi–Вейса є по сутi плином середнього
поля. Iз залежностi 𝑔(2) вiд концентрацiї видно, що
парна функцiя розподiлу очiкувано набуває бiль-
ших значень у кожнiй наступнiй фазi порiвняно з
попередньою, оскiльки вони характеризуються ви-
щими концентрацiями.

Ця робота була пiдтримана Нацiональним
фондом дослiджень України в рамках проєкту
№ 2023.03/0201.

ДОДАТОК A
Границя низької концентрацiї
для парної функцiї розподiлу

Для iзотропної системи парна функцiя розподiлу
𝑔(2)(r1, r2) є функцiєю лише вiдстанi 𝑟 ≡ |r1 − r2|, а
границя низької концентрацiї дорiвнює фактору Больцма-
на 𝑒(𝑟) для потенцiалу взаємодiї пар 𝑣(𝑟) (див., наприклад,
роботу [19, роздiл 2.6]):
lim
𝜌→0

𝑔(2)(𝑟) = 𝑒(𝑟) ≡ exp(−𝛽𝑣(𝑟)).

Припустимо, що у випадку комiркової моделi, яка дослi-
джується в цiй статтi, також виконується умова
lim
𝜌→0

𝑔(2)(r1, r2) = 𝑒(r1, r2), (A.1)

де фактор Больцмана для взаємодiї Кюрi–Вейса, визначе-
ної в рiвняннi (3), дорiвнює
𝑒(r1, r2) = exp [−𝛽Φ𝑁𝑣 (r1, r2)] .

Якщо r1 i r2 перебувають у рiзних комiрках, то

𝑒(r1, r2) = exp

(︂
𝛽𝐽1

𝑁𝑣

)︂
= exp

(︂
𝛽*

𝑁𝑣

)︂
,

де 𝛽* = 1/𝑇 *. У границi 𝑁𝑣 → ∞,

𝑒(r1, r2) ≈ 1 +
𝛽*

𝑁𝑣
≈ 1.

Якщо r1 та r2 перебувають в однiй комiрцi, то

𝑒(r1, r2) = exp

(︂
𝛽𝐽1

𝑁𝑣
− 𝛽𝐽2

)︂
= exp

(︂
𝛽*

𝑁𝑣
− 𝛽*𝑎

)︂
.

У границi 𝑁𝑣 → ∞,

𝑒(r1, r2) ≈ exp(−𝛽*𝑎).

Отже,

lim
𝜌→0

𝑔(2)(r1, r2) =

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
exp

(︂
𝛽*

𝑁𝑣
− 𝛽*𝑎

)︂
, якщо ∃Δ𝑙(r1, r2 ∈ Δ𝑙),

exp

(︂
𝛽*

𝑁𝑣

)︂
, якщо @Δ𝑙(r1, r2 ∈ Δ𝑙).

У термодинамiчнiй границi 𝑁𝑣 → ∞ маємо

lim
𝜌→0

𝑁𝑣→∞

𝑔(2)(r1, r2) =

=

{︃
exp (−𝛽*𝑎) , якщо ∃Δ𝑙(r1, r2 ∈ Δ𝑙),

1, якщо @Δ𝑙(r1, r2 ∈ Δ𝑙).
(A.2)

Як видно з цього Додатка, член Кюрi–Вейса дає внесок
лише порядку 𝑂

(︁
1

𝑁𝑣

)︁
i тому зникає з 𝑔(2) та iнших супутнiх

величин у термодинамiчнiй границi.
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Переклад українською О. Войтенка

R.V.Romanik, O.A.Dobush,
M.P.Kozlovskii, I.V. Pylyuk, M.A. Shpot

PAIR DISTRIBUTION FUNCTION OF A CELL
FLUID MODEL WITH CURIE–WEISS INTERACTION

In this paper we present results for the pair distribution func-

tion for the cell fluid model with Curie–Weiss interaction. As a

supplementary result, one- and two-particle densities are calcu-

lated. The results confirm that the cell fluid model with Curie–

Weiss interaction is essentially a mean-field fluid.

Ke yw o r d s: cell fluid model, Curie–Weiss interaction, pair
distribution function, 𝑛-particle density.
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