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КОЛЕКТИВНI ЯВИЩА
У ВЕЛИКИХ I МАЛИХ АДРОННИХ СИСТЕМАХ 1

УДК 539

Порiвнюються колективнi явища протон-протонного та протон-ядерного розсiювання
(великi системи) i глибоко-непружного лептон-протонного розсiювання (малi систе-
ми). Виявленi та порiвнюються найбiльш характернi особливостi в обох випадках.

К люч о в i с л о в а: сильнi взаємодiї, глибоко-непружне розсiювання, рiвняння стану Ван-
дер-Ваальса, колективнi ефекти, фазовий перехiд, деконфайнмент.

1. Вступ

У статтi аналiзуються явища критичного фазо-
вого переходу та кросовера у великих (протон-
протонне та протон-ядерне розсiювання) i малих
(глибоко-непружне лептон-протонне розсiювання)
системах. Пiдкреслюються найважливiшi подiбно-
стi та вiдмiнностi мiж обома сценарiями [1]. Ко-
лективнi явища в протон-протонному розсiюваннi
та у лептон-протонному глибоко-непружному роз-
сiюваннi (ГНР)) вивчалися досить ретельно, i мiж
цими двома випадками були помiченi як подiбно-
стi, так i вiдмiнностi.

В принципi, перехiд вiд окремих кварк-кварко-
вих, кварк-адронних, адрон-адронних та адрон-
ядерних зiткнень до лептон-кваркових або лептон-
адронних зiткнень та колективних явищ є досить
схожим, але можна також виявити суттєвi вiдмiн-
ностi, пов’язанi з тим, що в адронних зiткненнях
взаємодiють двi подiбнi неточковi частинки (адро-
ни або ядра), тодi як в ГНР зонд є точковою ча-
стинкою (лептон, що випромiнює фотон). Крiм то-
го, iснує одна суттєва вiдмiннiсть мiж двома пiд-
ходами, якi використовуються для опису кожно-
го випадку: адроннi зiткнення вивчаються в си-
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стемi центра мас (або лабораторнiй), але форма-
лiзм ГНР нерозривно пов’язаний iз системою вiд-
лiку нескiнченного iмпульсу.

Однак спiльним ключовим моментом є виникне-
ння в обох випадках нового стану матерiї, утворе-
ного сумiшшю кваркiв та глюонiв, з насиченням та
переходом вiд некорельованих (якщо не врахову-
вати збереження енергiї-iмпульсу) зiткнень окре-
мих частинок до колективних явищ. Ми аналi-
зуємо фiзику цих колективних явищ у 𝑝𝑝, 𝑝𝐴, i
𝐴𝐴 розсiюваннях та у 𝑒𝑝 i 𝑒𝐴 розсiюваннях при
високих енергiях та високих вiртуальностях зон-
да в рамках добре вiдомого та усталеного пiдхо-
ду Ван-дер-Ваальса (ВдВ), який може служити чi-
тким та добре перевiреним мостом мiж цими двома
сценарiями.

2. Колективнi ефекти
при адронному розсiюваннi

Тлумачення сил Ван-дер-Ваальса в адронних си-
стемах було послiдовно встановлено в лiтературi
(див. посилання [2–4]). Рiвняння стану Ван-дер-
Ваальса – це модель для опису функцiї тиску в
рiвноважних системах частинок iз вiдштовхуваль-
ними та притягальними взаємодiями, яка передба-
чає фазовий перехiд першого роду рiдина–газ та
вiдповiдну критичну точку [4–8].

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися
на мiжнароднiй конференцiї “New Trends in High-Energy
Physics” (2025 р.).
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Рис. 1. Iзотерми тиску в (𝑝, 𝑣)- (𝑎) та (𝑝, 𝑛)-координатах (𝑏), розрахованi за квантовим рiвнян-
ням стану Ван-дер-Ваальса; див. деталi у посиланнi [4]. Кружечок на iзотермi 𝑇 = 𝑇𝑐 вiдповiдає
критичнiй точцi. Затiнена сiра область на панелi (𝑏) вiдповiдає областi змiшаної фази. Рисунок
запозичений з роботи [4]

У канонiчному ансамблi рiвняння стану ВдВ має
такий вигляд:

𝑝(𝑇, 𝑛) =
𝑁𝑇

𝑉 − 𝑏𝑁
− 𝑎

𝑁2

𝑉 2
≡ 𝑛𝑇

1− 𝑏𝑛
− 𝑎𝑛2, (1)

де 𝑎 > 0 та 𝑏 > 0 – це параметри ВдВ, що опису-
ють, вiдповiдно, взаємодiї притягання та вiдштов-
хування, а змiнна 𝑛 ≡ 𝑁/𝑉 – це концентрацiя ча-
стинок. Щоб застосувати рiвняння стану ВдВ до
систем зi змiнною кiлькiстю частинок, необхiдно
розглянути великий канонiчний ансамбль, де лег-
ше ввести квантову статистику, а рiвняння стану
ВдВ зi статистикою Фермi використати для опису
ядерної матерiї [9–13].

Термодинамiка ядерної матерiї та її застосува-
ння до зiткнень важких iонiв вивчається вже по-
над сорок рокiв. Зокрема, для опису властивостей
ядерної матерiї використовуються моделi, побудо-
ванi в рамках самоузгодженого пiдходу середньо-
го поля [14–19]. Наявнiсть фазового переходу рi-
дина–газ у ядернiй матерiї була виявлена експери-
ментально [20]. Також були опублiкованi резуль-
тати прямих вимiрювань ядерної теплової кривої
[21, 22].

Iзотерми тиску ВдВ у координатах (𝑇, 𝑣) та
(𝑇, 𝑛), що були отриманi в роботi [4], показанi
на рис. 1. Критична температура становить 𝑇𝑐 ≃
≃ 19,7 МеВ, що близько до експериментальних оцi-
нок робiт [23, 24]. При 𝑇 < 𝑇0 з’являються двi
фази: газ та рiдина, роздiленi фазовим переходом

першого роду; областi змiшаної фази показанi го-
ризонтальними лiнiями на рис. 1, 𝑎 та затiненою
областю на рис. 1, 𝑏.

Таким чином, рiвняння ВдВ зi статистикою
Фермi, застосоване до системи взаємодiючих ну-
клонiв, передбачає фазовий перехiд першого ро-
ду рiдина–газ з критичною кiнцевою точкою. То-
дi, для вирiшення проблеми видiлення ентропiї пiд
час процесу адронiзацiї та на основi спостереження
траєкторiй Редже, можливi механiзми цього про-
цесу далекi вiд рiвноваги можуть бути розробленi
у термiнах стохастичної динамiки [25]

3. Колективнi ефекти
при глибоко-непружному розсiюваннi

Вважатимемо, що в iнклюзивному ГНР або екс-
клюзивному глибоко-вiртуальному комптонiвсько-
му розсiюваннi (ГВКР) внутрiшня частина нукло-
на (або ядра) розглядається як термодинамiчна
система, яка, як i у випадку зiткнень ядер та важ-
ких iонiв, має колективнi (термодинамiчнi) вла-
стивостi, що визначаються вiдповiдним рiвнянням
стану (РС). Iдея про те, що структурнi функцiї
(СФ) ГНР можна розглядати термодинамiчно за
допомогою статистичної механiки, хоча й не но-
ва, але продовжує привертати увагу. Однак кiль-
ка тонких моментiв залишаються незрозумiлими,
зокрема щодо вибору вiдповiдної системи коорди-
нат та вiдповiдних змiнних.
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3.1. Статистичнi моделi
структурних функцiй ГНР

Для спрощення ми зосередимося на синглетнiй
(глюоннiй) складовiй СФ з малим значенням 𝑥.
Розширення на внески з малим значенням 𝑥 та/або
несинглетнi внески (валентний кварк) отримує-
ться прямим шляхом:

𝑥 ·𝐺(𝑥,𝑄2) ∼ 𝑋0𝑥
𝑏

exp
(︀
𝑥−𝑋0

𝑥̄

)︀
+ 1

, (2)

де 𝑥 – змiнна Бйоркена (свiтлового конуса), 𝑋0 –
хiмiчний потенцiал, який для глюонної складової
можна встановити рiвним нулю, а 𝑥̄ iнтерпретує-
ться як температура всерединi протона.

У лiтературi [26, 28, 29] у статистичнiй моде-
лi СФ замiсть змiнної 𝑥, як у рiвняннi (2), вико-
ристовується змiнна розмiрної енергiї 𝐸 (або iм-
пульсу 𝑘). Це не є тривiальною кiнематичною про-
блемою, оскiльки термодинамiка передбачає на-
явнiсть розмiрної температури у комбiнацiї ти-
пу 𝑘/𝑇 у статистичному розподiлi будь-якого ти-
пу (Фермi–Дiрака, Бозе–Ейнштейна чи Больцма-
на), тодi як поява 𝑥, як у рiвняннi (2), потре-
бує додаткової модифiкацiї. Цього можна уникну-
ти (див. [30]), використовуючи безрозмiрну темпе-
ратуру 𝑥̄ = 2𝑇/𝑚, де 𝑚 – маса протона, що є на-
слiдком переходу вiд системи спокою до системи
нескiнченного iмпульсу (СНI). Вiдповiдно,

𝐺(𝑥) ∼ exp
(︁
−𝑚𝑥

2𝑇

)︁
. (3)

Больцманiвський множник у знаменнику рiвнян-
ня (2) може iмiтувати множник (1− 𝑥)𝑛 у СФ при
великих значеннях 𝑥, хоча його також слiд узго-
дити з правилами пiдрахунку кваркiв, що з’явля-
ються до степеня 𝑛.

Останнiй момент також пов’язаний з РС i очi-
кується як результат використання статистичного
розподiлу типу того, що в рiвняннi (2). Згадаємо,
що для iдеального газу частинок

𝑃 (𝑇 ) =

∫︁
𝑘𝑑3𝑘 exp(−𝑘/𝑇 ).

Завдяки радiальнiй симетрiї праву частину можна
переписати у виглядi

4𝜋

∞∫︁
0

𝑘3𝑑𝑘 exp(−𝑘/𝑇 ).

Тодi, зробивши замiну змiнної 𝑦 = 𝑘/𝑇 , тривiально
отримуємо рiвняння Стефана–Больцмана

𝑃 ∼ 𝑇 4.

Цей факт має фiзичну iнтерпретацiю: компонента
СФ з великим значенням 𝑥 вiдповiдає розбавлено-
му iдеальному газу партонiв. Множник у рiвнян-
нi (2) при малому значеннi 𝑥 впливатиме на iдеаль-
не РС Стефана–Больцмана лише тодi, коли воно
буде записано у виглядi(︁𝑥
𝑥̄

)︁𝑏
=

(︁𝑚𝑥

2𝑇

)︁𝑏
,

замiсть 𝑥𝑏. Як наслiдок, iдеальне РС Стефана–
Больцмана трансформується у рiвняння

𝑃 (𝑇 ) ∼ 𝑇 4+𝑏. (4)

Вiдносний внесок цiєї корекцiї незначний при ма-
лих 𝑥, але вiн зростає зi зменшенням 𝑄2 та 𝑥, що
приводить до фазового переходу газ–рiдина.

Як правило, залежнiстю вiд 𝑄2 нехтують: або
для простоти, або концептуально, припускаючи,
що статистичний пiдхiд застосовується до СФ
для деякого фiксованого вхiдного значення 𝑄2,
вiд якого вона еволюцiонує вiдповiдно до рiвняння
Докшицера–Грибова–Лiпатова–Альтареллi–Парiзi
(ДГЛФП). Ми не виключаємо еволюцiї СФ при
великих значеннях 𝑄2, однак з такими застереже-
ннями:

∙ структурнi функцiї демонструють сильну за-
лежнiсть вiд 𝑄2 вже при малих 𝑥, нижче пертур-
бативної областi ДГЛФП;

∙ при великих значеннях 𝑄2, замiсть монотон-
ної еволюцiї ДГЛФП та завдяки розповсюдженню
партонiв, проявляється зворотний процес їх реком-
бiнацiї, який є важливим у нашiй iнтерпретацiї на-
сичення як фазового переходу газ–рiдина (див. на-
ступний роздiл).

Таким чином, ми надаємо перевагу збереженню
явної залежностi вiд 𝑄2 при всiх 𝑥 та 𝑄2. Ця зале-
жнiсть незначна в газовiй областi точкових парто-
нiв (при великих 𝑥), але вона стає значною ближ-
че до областi насичення (залежно як вiд 𝑥, так i
вiд 𝑄2), де точковi партони замiнюються крапля-
ми партонної рiдини скiнченного розмiру. У насту-
пному роздiлi ми розглянемо цей перехiд, викори-
стовуючи класичне рiвняння Ван-дер-Ваальса.
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3.2. Фазовий перехiд газ–рiдина
в рiвняннi стану Ван-дер-Ваальса

Пiсля визначення статистичних властивостей СФ
ми перейдемо до написання РС, що описує перехiд
вiд партонного газу до партонної рiдини через змi-
шану туманну фазу. Для цього ми використовуємо
рiвняння Ван-дер-Ваальса [2, 3])(︂
𝑃 +

𝑁2𝑎

𝑉 2

)︂
(𝑉 −𝑁𝑏) = 𝑁𝑇, (5)

де 𝑎 та 𝑏 – це параметри, що залежать вiд власти-
востей системи, 𝑁 – кiлькiсть частинок, 𝑉 (𝑠) =
= 𝜋𝑅3(𝑠) – об’єм контейнера, i 𝑅(𝑠) ∼ ln 𝑠 – радiус
нуклона. Для точкових частинок (iдеальний газ),
𝑎 = 𝑏 = 0, i рiвняння (5) зводиться до 𝑝𝑉 = 𝑁𝑇 .
Оскiльки 𝑁/𝑉 ∼ 𝑇 3, то у цьому наближеннi ми
отримуємо 𝑝 ∼ 𝑇 4 (порiвняно з 𝑝 ∼ 𝑇 (4+𝑏) у рiв-
няннi (4)).

З iншого боку, рiвняння (5) також можна запи-
сати у виглядi [2](︁
𝑃 +

𝑎

𝑉 2

)︁
(𝑉 − 𝑏) = 𝑅𝑇,

або, еквiвалентно,

𝑃 =
𝑅𝑇

𝑉 − 𝑏
− 𝑎

𝑉 2
.

Параметр 𝑏 вiдповiдає за скiнченнi розмiри скла-
дових, якi пов’язанi з 1/𝑄 у нашому випадку, а
член 𝑎/𝑉 2 пов’язаний з (далекодiючими) силами
мiж складовими. З цього кубiчного рiвняння ви-
пливає [2], що критичнi значення для основних ве-
личин 𝑉 = 𝑉𝑐, 𝑃 = 𝑃𝑐 та 𝑇 = 𝑇𝑐 можна записати
через параметри 𝑎 та 𝑏 таким чином:

𝑉𝑐 = 3𝑏, 𝑝𝑐 =
𝑎

27𝑏2
, 𝑇𝑐 =

8𝑎

27𝑅𝑏
.

Рис. 2. Залежностi тиску 𝑃 вiд концентрацiї 𝑛, розрахова-
нi за рiвнянням (8) для рiзних температур (див. текст) та
представленi в довiльних одиницях

Кiлькiсть частинок 𝑁(𝑠) можна обчислити [9, 31]
за формулою

𝑁(𝑠) =

1∫︁
0

𝑑𝑥𝐹2(𝑥,𝑄
2),

де 𝐹2(𝑥,𝑄
2) – це структурна функцiя нуклона, ви-

мiряна в ГНР.
Тепер згадаємо кiнематику,

𝑠 = 𝑄2 (1− 𝑥)

𝑥
+𝑚2,

яка при малих 𝑥 зводиться до 𝑠 ≈ 𝑄2/𝑥. Радiус
складової, як видно в ГНР, дорiвнює 𝑟0 ∼ 1/𝑄;
отже, її двовимiрний об’єм дорiвнює ∼𝑄−2.

Вводячи нормованi об’єм, тиск i температуру,

𝒫 =
𝑃

𝑃𝑐
, 𝒱 =

𝑉

𝑉𝑐
=

𝜌𝑐
𝜌
, 𝒯 =

𝑇

𝑇𝑐
,

рiвняння Ван-дер-Ваальса (5) можна переписати у
виглядi(︂
𝒫 +

3

𝒱3

)︂(︂
𝒱 − 1

3

)︂
=

8𝒯
3

. (6)

Зауважимо, що рiвняння (6) мiстить лише число-
вi константи, i тому воно є унiверсальним. Ста-
ни рiзних речовин з однаковими значеннями 𝒫, 𝒱
та 𝒯 називаються вiдповiдними станами, а рiвня-
ння (6) вiдоме як рiвняння Ван-дер-Ваальса для
вiдповiдних станiв. Унiверсальнiсть фазового пе-
реходу рiдина–газ та вiдповiдний принцип типовi
для будь-якої системи з короткодiючими силами
вiдштовхування та далекодiючими силами притя-
гання. Ця властивiсть притаманна як звичайним
рiдинам, так i ядернiй матерiї.

Наведемо два приклади РС: один заснований
на ефективнiй взаємодiї Скiрме та теорiї Хартрi–
Фока зi скiнченною температурою, а iнший – на
РС Ван-дер-Ваальса. У роботi [32, 33] використо-
вується РС

𝑃 = 𝜌𝑘𝑇 − 𝑎0𝜌
2 + 𝑎3(1 + 𝜎)𝜌(2+𝜎), (7)

де 𝜌 = 𝑁/𝑉 – густина, а 𝑎0, 𝑎3 та 𝜎 – параме-
три (значення 𝜎 = 1 вiдповiдає звичайнiй взаємодiї
Скiрма).
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Згiдно iз законом вiдповiдних станiв, рiвнян-
ня (7) є унiверсальним для масштабованих (нор-
мованих) змiнних, для яких воно виглядає як

𝑃 =
3𝒯
𝒱

− 3

𝒱2
+

1

𝒱3
;

порiвняно з РС Ван-дер-Ваальса

𝑃 =
8𝒯

3𝒱 − 1
− 3

𝒱2
.

Якщо тепер записати РС Ван-дер-Ваальса у ви-
глядi

𝑃 (𝑇 ;𝑁,𝑉 ) = −
(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑉

)︂
𝑇𝑁

=

=
𝑁𝑇

𝑉 − 𝑏𝑁
− 𝑎

(︂
𝑁

𝑉

)︂2
=

𝑛𝑇

1− 𝑏𝑛
− 𝑎𝑛2, (8)

де 𝑛 = 𝑁/𝑉 – концентрацiя частинок, 𝑎 – сила
притягання в середньому полi, а 𝑏 визначає ко-
роткодiюче вiдштовхування, то ми iдентифiкуємо
концентрацiю частинок з СФ 𝐹2(𝑥,𝑄

2). На рис. 2
показанi залежностi тиску 𝑃 вiд концентрацiї 𝑛,
розрахованi за рiвнянням (8) при 𝑎 = 5 ГеВ−2 та
𝑏 = 0, 2 ГеВ−3.

Зауважимо, що хоча рiвняння (8) чутливе до 𝑏
(близькодiюче вiдштовхування), воно менш чутли-
ве до 𝑎 (далекодiйне притягання). На рис. 2 пока-
зано типовi iзотерми. Друга зверху лiнiя (темно-
синя лiнiя в онлайн-версiї цiєї статтi) є критичною,
𝑇𝑐 = 8𝑎/(27𝑏). Вище цiєї температури (верхня лi-
нiя, блiдо-синiй колiр в онлайн-версiї), тиск рiвно-
мiрно зростає з концентрацiєю частинок, що вiд-
повiдає одному термодинамiчному стану для ко-
жного 𝑃 та 𝑇 . Для субкритичних температур,
0 < 𝑇 < 𝑇𝑐 (нижнi лiнiї, червонi лiнiї в онлайн-
версiї), навпаки, функцiя 𝑃 (𝑛) має максимум, за
яким слiдує мiнiмум. Фазу спiвiснування можна
визначити за допомогою побудови Максвелла.

Вiдображення областi насичення в ГНР на спiн-
одальну область в РС ВдВ – тобто, встановлення
вiдповiдностi мiж РС з його змiнними 𝑃, 𝑇, 𝜇 тощо
та експериментально спостережуваними величи-
нами, що залежать вiд кiнематики реакцiї – є най-
делiкатнiшим i найскладнiшим пунктом у термо-
динамiчному описi будь-яких високоенергетичних
зiткнень, зокрема ГНР. Це вимагає подальших до-
слiджень i точних числових тестiв. Спроби пов’я-
зати два рiзнi пiдходи – один з них базується на

матрицi 𝑆 (амплiтуда розсiювання, поперечнi пе-
рерiзи), а iнший – на їх колективних властивостях
(статистична механiка, термодинамiка, рiвняння
стану) – з динамiкою адронiв вже були зробленi
ранiше (див. роботу [9] та посилання в нiй).

4. Висновки

В роботi представлено опис критичних явищ (фа-
зових переходiв) в адронних процесах та глибоко-
непружному розсiюваннi. Висвiтлено та порiвня-
но формалiзм i найхарактернiшi риси обох випад-
кiв, пiдкреслено їх основнi подiбностi та вiдмiнно-
стi. Для вiдображення областi насичення в ГНР
на спiнодальну область у рiвняннi стану Ван-дер-
Ваальса необхiдно провести подальшi детальнi до-
слiдження та числовi розрахунки. Для бiльш ґрун-
товного вивчення можливих механiзмiв зростання
ентропiї, розробка далеких вiд рiвноваги механi-
змiв у термiнах стохастичної динамiки може ста-
новити значний iнтерес для опису критичних явищ
як у протон-протонних розсiяннях, так i в ГНР-
процесах.
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25. T.S. Biró, Z. Schram, L.L. Jenkovszky. Entropy production
during hadronization of a quark-gluon plasma. Eur. Phys.
J. A 54, 17 (2018). e-Print: 1707.07912 [hep-ph].

26. R.S. Bhalerao. Statistical model for the nucleon structure
functions. Phys. Lett. B 380 (1–2), 1 (1996). e-Print:
9607.315 [hep-ph].

27. R.S. Bhalerao. Statistical model for the nucleon structure
functions. Phys. Lett. B 387 (4), 881 (1996).

28. E. Mac, E. Umaz. A statistical model of structure functions
and quantum chromodynamics. Z. Phys. C 43, 655 (1989).

29. J. Cleymans, R.J. Thews. Statistical model for the
structure functions of the nucleon. Z. Phys. C 37, 315
(1988).

30. J. Cleymans et al. Duality of thermal and dynamical descri-
ptions in particle interactions. e-Print: 1004.2770 [hep-ph].

31. L.L. Jenkovszky, B.V. Struminsky. Violation of scale invari-
ance in deep inelastic lepton-hadron scattering and the ri-
se of hadronic cross-sections. ITP Preprint 77-37E (Kyiv,
1977).

32. H. Jaqaman, A.Z. Mekjian, L. Zamik. Nuclear condensati-
on. Phys. Rev. C 27, 2782 (1983).

33. H. Jaqaman, A.Z. Mekjian, L. Zamik. Liquid-gas phase
transitions in finite nuclear matter. Phys. Rev. C 29, 2067
(1984). Одержано 15.11.25
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L.L. Jenkovszky, C.Merino

COLLECTIVE PHENOMENA
IN LARGE AND SMALL PARTONIC SYSTEMS

We compare the collective phenomena in proton-proton, pro-

ton-nucleus scattering (large systems) and in lepton-proton

deep inelastic scattering (small systems). The most character-

istic features in both cases are exposed and compared.

Ke yw o r d s: strong interactions, deep-inelastic scattering, van
der Waals equation of state, collective effects, phase transition,
deconfinement.
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